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ÆRVÆRENDE Bog er nærmest bestemt for de studerende 
ved Polyteknisk Læreanstalt. Den udgør i og for sig 
et afsluttet Hele, men betragtet som Grundlag for mine Fore- 
læsninger fremtræder den som første Del, idet den kun om- 
fatter vel omtrent en Trediedel af det under mit Fag henlagte 
Stof. I Løbet af et Par Aar vil sandsynligvis Fortsættelsen 
— omhandlende Jærnkonstruktioners Theori og Praxis — 
følge. : 
Der er medtaget adskilligt, som ikke just kan forlanges 
ved Polyteknisk Examen, dels for at afrunde Fremstillingen, 
dels for at antyde, i nogle Tilfælde at Grænserne for vor Viden 
endnu langt fra ere naaede, i andre, at man befinder sig paa 
usikker Grund, hvor der trænges til nærmere Udreden af ΕΟΓ- 
holdene. Bogen bliver maaske derved mindre egnet til direkte 
Benyttelse som elementær Lærebog, — men her skulk jo 
Forelæsningerne træde støttende til; — og naar de studerende 
først ere gaaede ud som praktiske Ingeniører, ville de for- 
mentlig have større Nytte af Bogen i denne lidt udvidede 
Form. — Af samme Grund ere Noterne med Henvisninger og 
Kildeangivelser medtagne. De fremtræde just ikke altid som 
egentlige Kildeangivelser, da en Mængde af Stoffet jo forlængst 
er gaaet over til at blive Almenejendom; meget ofte er der 
kun derved vist hen til en god eller en fyldigere Fremstilling, 
og Meningen har da været at give en Vejledning og Tilskyn- 
delse til videre Studium. 






. 


Af Forsøgsresultater er der medtaget forholdsvis mange, 
navnlig i tredie Afsnit. Der gøres nu til Dags saa mange 
Forsøg, — hvorimod Bearbejdelsen af det indvundne Materiale 
ofte lader adskilligt tilbage at ønske, — at det er vanskeligt 
at foretage et passende Udvalg. Det ledende Princip for mig 
i saa Henseende har været: hvor Forsøgene have ført til Re- 
sultater, hvorom der hersker almindelig Enighed, er der kun 
exempelvis anført en eller nogle enkelte Forsøgsrækker for at 
give den rette Forstaaelse af vedkommende Resultats Række- 
vidde og Nøjagtighed; hvor der derimod kan gøres forskellige 
Meninger gældende, er Forsøgsmaterialet medtaget i større 
Omfang. Det sidste gælder ligeledes Forsøg fra de senere Aar. 

Af den grafiske Statik er der i første Afsnit kun medtaget, 
hvad der maa forudsættes for overhovedet at kunne anvende 
den som en med algebraiske Udviklinger sideordnet Methode. 
Største Delen af, hvad der ellers medregnes til grafisk Statik, 
er først meddelt, — eller vil først blive meddelt i Bogens 
Fortsættelse, — efterhaanden som der bliver Brug derfor. 

Af originale Udviklinger findes der selvfølgelig i en Lære- 
bog som denne ikke stort; Opmærksomheden henledes dog 
: ο Ρας: Behandlingen af Søjler, der blive paavirkede til Bøjning 
ο paa "Grund af Trykkets Excentricitet eller af andre Aarsager. 
VOgsaa i Bearbejdelsen af Forsøgsresultaterne for centralt paa- 
É virkede Søjler og i Methoden til Dimensionsbestemmelse af 
1 saadanne (Formel (31)] vil man finde dog noget nyt. 


Kjøbenhavn, den Iiste Juli 1898. 
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FØRSTE AFSNIT. 


Elementerne af Grafisk Statik. 


& 1. I den grafiske Statik repræsenteres en Kraft i Størrelse, 
Retning og Beliggenhed ved et Liniestykke. Retningen angives 
ved en Pilespids eller ved den Orden, hvori de Bogstaver 
nævnes, hvormed Liniestykkets Endepunkter ere mærkede; 
Kraften AB virker fra Α til B. Kraftens Størrelse angives ved 
Liniestykkets Længde; ved Afsætning af Størrelsen maa man 
altsaa gøre Brug af en Kraftmaalestok, der kan være givet 
derved, at 1% betyder f. Ex. nf (1 οο nt), 

Hele den grafiske Statik er bygget op paa Sætningen om 
Kræfternes Parallelogram eller, som vi hellere ville kalde den, 
Kræfternes Trekant. 

Som man ser, behøver man nemlig kun at tegne Tre- 
kanten ABC (Fig. 1, Pl. 1); man afsætter de to Kræfter AB 
og BC, der skulle sammensættes, efter hinanden og faar da 
Resultanten som den Linie AC der forbinder de yderste Ende- 
punkter af de to Kræfter. 

Ordenen af de to Kræfter er ligegyldig. Resultantens Ret- 
ning er modsat den Omløbsretning, man faar i Trekanten ved 
at gaa ud fra Komposanterne. 

Ved Krafttrekanten kan man ogsaa opløse en Kraft i to 
Komposanter f. Ex. med givne Retninger eller med given Ret- 
ning og Størrelse af den ene. 


&2. Kræfter i samme Plan og med fælles An- 
grebspunkt. Ved at sammensætte to af Kræfterne, deres 


A. Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære. 1 


6. 3 


Besultant med en følgende Kraft nm. s fr. Fig. 2. PI. 1) kommer 
man til en Kraftpedpoon ABCDE, hvor alle Kræfterne er 
kædede sammen «fler hinanden. Linien fra Kraftpolygonens 
Begyndelsespunkt Αα til dens Endepunkt E angiver Resultanten 
af alle Kræfterne 1 Størrelse og Retning: en hvilken som helst 
Linie, der forbinder to Vinkelspidser 1 Kraftpolygonen, er Re- 
sultant af de meljemlizgende Kræfter. 

Besulfantens Retning er en snadnn. at Kraftpolygonens Όπι- 
løbsretning bliver afbrudt. Ordenen, hvori Kræfterne anbringes 
i Kraftpulygonen. er ligegyldig. da det i S 1 saas, at to på 
hinanden følgende Kræfter kunne ombyttes. 

Til Ligevægt af Kræfter med fælles Angrebspunkt fordres, 
af deres Besultant skal blive Nul, altsaa at Krafipolygonen 
skal lukke sig. Dette vil være Tilfældet, naar Summen af Si- 
dernes Projektioner paa to vilkaarlige rette Linier er Nul, og 
stemmer altsaa med den bekendte, analvtiske Ligevægtsbe- 
fingelse. — Er Kraftpolygonen lukket, vil dens Omløbsretning 
være uafbrudt: altsaa: naar der er Ligevægt, haves en lukket 
Kraftpolygon med uafbrudt Umløbsretning, hvorimod en αλλο 
Kræfter og deres Kesultant danne en lukket Kraftpolygon med 
afbrudt Ømløbsretning. 


& 3. Kræfter, der ligge paa en vilkaarlig Maade 
i en Plan. For at sammensætte saadanne Kræfter maa man 
foruden Kraftpolygonen, der giver Resultantens Størrelse og 
Ketning, øgsaa tegne en Tovpolygon, der giver Beliggenheden. 

De givne Kræfter virke efter Linierne 1, 2, 3 (Fig. 3 a, 
PL, 1, Man begynder med at tegne Kraftpolygonen ABCD 
(Fig. 3 b, PL 1; og vælger dernæst οἱ vilkaarligt Punkt 0 
— Polen - , hvorfra man trækker Linier til Kraftpolygonens 
Vinkelspidser. Nu skrider man til Konstruktion af Tovpoly- 
gonen (Fig, 3 α): parallelt med AO trækkes en vilkaarlig Linie 
I, fra dens Skæringspunkt med Kraftlinien 1 trækkes Linien 
II -/: BØ, dernæst III Æ CO ο. s. v., indtil man ender med 
Linien IV -Æ DO. I, II, III, IV er da Tovpolygonen. 

Man tænker sig nu Kraften 1 opløst efter I og II; den 
hertil nødvendige Krafttrekant er AOB, hvoraf ses, at 1 kan 
erstattes af Kræfterne AO og OB i Linierne I og II. Kraften 
2 opløses paa samme Maade efter II og III, og af Krafttre- 
kanten BOC faas Komposanternes Størrelse og Retning at 
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være BO og OC, ο. s. v. I Linien II virker der altsaa de to 
lige store og modsat rettede Kræfter OB og BO, ligeledes i 
III Kræfterne OC og CO; kun i den første og sidste Tovpoly- 
gonside, I og IV, haves kun én Kraft liggende. 

Ved den angivne Konstruktion er det oprindelige Kraft- 
system følgelig erstattet med de to enkelte Kræfter AO og OD, 
virkende i Linierne I og IV, og derved have vi tillige fundet 
Resultanten af alle Kræfterne, da den nemlig gaar gennem 
Skæringspunktet for I og IV og i Størrelse og Retning er be- 
stemt ved AD, 

Ved at vælge Polen O forskelligt kan man faa uendelig 
mange Tovpolygoner, og deres Antal forøges endnu en Gang 
i det uendelige derved, at man kan trække den første Side 
vilkaarligt; da de givne Kræfter imidlertid kun have én Re- 
sultant, maa første og sidste Side i alle Tovpolygonerne skære 
hinanden paa dennes Retningslinie. 

Tovpolygonen giver os naturligvis Resultanten af hvilke 
som helst paa hinanden følgende Kræfter; Siden før og efter 
de betragtede Kræfter — altsaa hvilke som helst to Tovpoly- 
gonsider — maa følgelig skære hinanden paa samme rette 
Linie, enten de høre til den ene eller den anden af de uende- 
lig mange Tovpolygoner. 

For at der kan være Ligevægt, maa for det første Kraft- 
polygonen lukke sig. Dette er imidlertid ikke tilstrækkeligt, 
(Fig. 4, Pl. 1), idet Kraftsystemet i saa Fald som Regel vil 
reduceres til et Kraftpar. For at ogsaa dette skal forsvinde, 
maa dets Arm være Nul, d. v. s. Tovpolygonsiderne I og II 
skulle falde ud ad samme Linie, Tovpolygonen maa lukke sig. 
Denne Betingelse ses ogsaa at være tilstrækkelig. De nævnte 
Ligevægtsbetingelser stemme med, den bekendte analytiske 
Form, der forlanger, at Kræfternes Projektioner paa to vil- 
kaarlige Linier og at Kræfternes Momenter med Hensyn til 
et vilkaarligt Punkt skulle være Nul. 

Til at bestemme en Tovpolygon fordres der tre Betingelser. 
Valget af Polen svarer nemlig til to Betingelser (ensbetydende 
med Valget af Retningen af to Tovpolygonsider), og desuden 
kan den første Side trækkes gennem et vilkaarligt Punkt. 


& 4. Middeltrykslinien. Blandt de uendelig mange 
Tovpolygoner, der svare til de forskellige Beliggenheder af 
17 
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Polen, er der én, der ofte har særlig Interesse, nemlig den 
man faar ved at vælge Polen i Kraftpolygonens Begyndelses- 
punkt (Fig. 5, Pl. 1). Straalerne i Kraftpolygonen angive i 
saa Fald Størrelse og Retning af Resultanterne af alle de fore- 
gaaende Kræfter. Den første Straale falder sammen med 
Kraften 1, den tilsvarende Tovpolygonside ligeledes; den næste 
Straale er Resultant af 1 og 2, den tilsvarende Tovpolygon- 
side angiver Retningslinien for denne Resultant; den tredie 
Straale er Resultant af 1, 2 og 3, den tilsvarende Tovpolygon- 
side angiver Kraftlinien for denne Resultant ο. s. fr. Resul- 
tanten af alle Kræfterne virker i sidste Tovpolygonside. Medens 
man ved en almindelig Tovpolygon først faar Kraftsystemet 
erstattet med to Kræfter, virkende i første og sidste Tovpolygon- 
side, og dernæst kan sammensætte disse to til en enkelt Re- 
sultant, faar man her Resultanten direkte. 

Denne specielle Tovpolygon kaldes Middeltrykslinien for 
Kræfterne; den finder Anvendelse ved Konstruktion af Mur- 
værker. 


& 5. Flytning af Polen. Tegner man to Tovpolygoner 
til samme System af Kræfter men med forskellige Poler, ville de 
til hinanden svarende Sider i de to Tovpolygoner skære hinanden 
i Punkter af en ret Linie, parallel med Polernes Forbindelseslinie. 

Man kan nøjes med at betragte en enkelt af Kræfterne, 
P, (Fig. 6, Pl. 1.) og de dertil stødende Tovpolygonsider. I 
Kraft- og Tovpolygonen (Fig. 6 b og 6 a) faar man da to Fir- 
kanter, der af Diagonalerne deles hver i 4 Trekanter; de tre 
Par af disse ere ligedannede, idet Siderne ere parallele, og 
derigennem findes ogsaa det fjerde Par (hvori OO1 og cd ere 
Sider) at være ligedannede, idet de faa en Vinkel ligestor og 
to Par Sider proportionale; altsaa er cd 00ι. 3) Udvidelsen 
til flere Kræfter foretages let. 

Sætningen kan udtrykkes saaledes: naar Polen gennem- 
løber en ret Linie, ville Tovpolygonsiderne dreje sig om faste 
Punkter i en ret Linie (Polaraxen), parallel med Polernes For- 
bindelseslinie. 

Omvendt: naar to Tovpolygonsider dreje sig om faste 
Punkter c og d, ville alle de andre Sider dreje sig om Punkter 


”) Et statisk Bevis for Sætningen findes f. Ex. i Jul. Petersen: Statik. 
Kbhvn. 1881, S. 123. 
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i Linien cd, og Polen vil gennemløbe en ret Linie parallel 
med cd. 

Thi ifølge Beviset ovenfor er Polernes Forbindelseslinie 
001 Æ cd, og dernæst vides, at ogsaa de andre Tovpolygon- 
sider ville dreje sig om Punkter i cd, naar Polen bevæger sig 
fra O til Οἱ. 

De beviste Sætninger kunne benyttes tll at tegne en ny 
Tovpolygon uden at finde den tilsvarende Pol; man trækker 
blot de nye Tovpolygonsider gennem Skæringspunkterne for 
Siderne i den første Tovpolygon og Polaraxen; den nye Pol 
kan bestemmes ved at trække et Par Straaler i Kraftpolygonen, 
parallele med de tilsvarende Tovpolygonsider. Derved har 
man ogsaa et Middel til at faa Tovpolygonen til at opfylde 
visse Betingelser, f. Ex. til at gaa gennem givne Punkter ο, Ἱ. 

Vil man saaledes konstruere en Τουροίψφοπ, der gaar 
gennem tre givne Punkter, kan man gaa frem paa følgende 
Maade: 

Man tegner først en Tovpolygon med en vilkaarlig Pol 
Οἱ, og som gaar gennem et af de givne Punkter, Α (den 
punkterede i Fig. 7, Pl. 1). Dernæst vælges en vilkaarlig 
Linie AD gennem Α som Polaraxe, og man konstruerer en ny 
Tovpolygon (den fuldt optrukne i Fig 7), der gaar gennem det 
givne Punkt B, idet man begynder med Siden DB. Ved ende- 
lig at vælge AB som Polaraxe kan man faa Tovpolygonen 
til at gaa gennem det tredie givne Punkt (ikke udført i Fig. 7). 

Ved den angivne Fremgangsmaade maa man tegne to 
Hjælpe-Tovpolygoner for at finde den søgte; da Konstruktionen 
imidlertid har Betydning ved Behandlingen af forskellige Op- 
gaver (Hvælvinger, 3-Charniersbuer), skal her vises en simp- 
lere Løsning. 

Alle de Tovpolygoner til et givet Kraftsystem, der gaa 
gennem to faste Punkter, have ifølge det ovenfor viste deres 
Poler liggende paa en ret Linie, parallel med de to Punkters 
Forbindelseslinie. Vi ville begynde med at bestemme dette 
geometriske Sted for Polen. 

Naar man skal bringe to Sider i en Tovpolygon til at 
gaa gennem to givne Punkter, 4 og B, kan man nøjes med 
at betragte disse to Sider og Resultanten af de mellemliggende 
Kræfter. I Fig. 8, Pl. 1, er R denne Resultant, 1, Π en vil- 
kaarlig Tovpolygon (med Polen Οἱ) til Kraften R. Linierne 
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Ααι og Bb, der skære hinanden i ο paa R, danne en ny Τον- 
polygon med Polen 02. De to Tovpolygoners tilsvarende Sider 
skære hinanden i αι og bi, hvorfor αιδι Æ 0:02. Lader man 
nu Tovpolygonsiderne Aa: og Βὺι dreje sig om Α og B, maa 
Polen gennemløbe Linien Όαπι Æ AB, og naar Tovpolygon- 
siderne specielt ere blevne parallele med R (Aa og Bb), er 
Polen kommen i πι. Men saa er Om 5 ab, af samme Grund 
som ovenfor førte til 0102 Æ αιδι. Det søgte geometriske 
Sted Osm for Polen findes derfor ved at trække Aa og Bb 
parallele med R, Οιπι Æ ab og Osm + AB. 

Samtidigt med at Aa og Βὺι dreje sig om 4 og B og 
Polen gennemløber Όεπι, ville Polaraxerne αιδι, ab... gaa 
gennem et fast Punkt M i AB; thi Trekanten αιδις glider med 
sine Vinkelspidser paa tre rette Linier gennem samme Punkt, 
medens to af dens Sider dreje sig om Punkterne Α og B; den 
tredie Side arb, maa saa ogsaa dreje sig om et fast Punkt 
paa AB. 

Den oprindelige Opgave, at tegne en Tovpolygon gennem 
tre givne Punkter, Α, B og 6, er selvfølgelig løst, naar man 
har faaet Polen bestemt. Da Tovpolygonen skal gaa gennem 
A og B, maa Polen ligge paa en Linie parallel med AB, der 
bestemmes som ovenfor, og paa samme Maade finder man 
en anden Linie parallel med BC som geometrisk Sted for Polen. 
Den almindelige Løsning er vist i Fig. 9, Pl, 2, Der er først 
tegnet en vilkaarlig Tovpolygon (den punkterede) til de givne 
Kræfter 1—4 med Polen 01; Resultanten af Kræfterne 1 og 2 
mellem Α og B er DE, og parallelt med DE trækkes Aa og 
Bb" til Skæring med Tovpolygonen; ligeledes er EF Resultant 
af Kræfterne 3 og 4, og parallelt med EF trækkes Linierne 
Bb" og Cc. Dernæst trækkes Orm Æ ab' og Οιπ Æ ὑ'ς, 
hvorefter den søgte Pol O findes ved m0 Æ AB og πο — BC. 

Polaraxen for de to Tovpolygoner er MN, bestemt ved 
Skæringspunkterne for AB og ab' og for BC og b"c; man 
maa derfor have MN Æ£ 001. Ved Hjælp heraf kan den 
søgte Tovpolygon maaske findes uden at bestemme Ο, men 
muligvis falde en Del af Skæringspunkterne mellem MN og 
Tovpolygonsiderne ubekvemt; O kan i saa Fald bestemmes 
ved Οἱ0 Æ MN og ved en Straale i Kraftpolygonen parallel 
med en af de Tovpolygonsider, hvis Skæring med MN falder 
bekvemt. 
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Opg. 1. Konstruer en Tovpolygon til et givet Kraftsystem, saaledes at 
den gaar gennem to givne Punkter, og at en af Siderne har en given Ret- 
ning, eller at Polen i Kraftpolygonen har en given Afstand fra Kræfternes 
Resultant. 


S 6. Parallele Kræfter. Alt, hvad ovenfor er meddelt 
om Kraft- og Tovpolygoner, gælder selvfølgeligt ogsaa her; 
kun bliver Sagen ofte simplere. 

I Fig. 10, Pl. 1, er tegnet en Kraft- og Tovpolygon til de 
tre parallele Kræfter 1, 2 og 3. Kraftpolygonen bliver til en 
ret Linie, Kraftlinien; Resultantens Størrelse er den algebraiske 
Sum af Komposanternes. Polens Afstand fra Kraftlinien kaldes 
Poldistancen; den maales almindeligt vinkelret, men kan lige- 
saa godt maales skraat i en bestemt Retning. 

Den grafiske Form for Ligevægtsbetingelserne er den 
samme som ovenfor. 

I Fig. 11, Pl. 2, er tegnet Kraft- og Tovpolygon til et 
Kraftpar. Kraftpolygonen lukker sig, idet Kraftlinien AB skal 
gennemløbes to Gange i modsat Retning; OA er altsaa en 
Dobbeltstraale. Første og sidste Tovpolygonside, I og II, ere 
begge parallele med OA og altsaa indbyrdes parallele. Det 
givne Kraftpar kan erstattes af et nyt Kraftpar, dannet af to 
Kræfter af Størrelserne AO og OA og virkende i Linierne I 
og II. De to Kraftpars Momenter bevises let (ved de skraverede, 
ligedannede Trekanter) at være ligestore. 

Ved Hjælp af Tovpolygoner kunne følgende vigtige Op- 
gaver angaaende parallele Kræfter løses. 

Kraften P skal opløses i to Komposanter efter givne, med. P 
parallele Linier: man tegner en Kraft- og Tovpolygon for P 
(Fig. 12, Pl. 2). Komposanterne Ρι og Ρε, tagne med modsat 
Fortegn, skulle holde Ligevægt mod P, altsaa skal baade 
Kraft- og Tovpolygon til de tre Kræfter lukke sig. Tovpoly- 
gonsiderne før Βι og efter Pz skulle følgelig falde sammen i 
ab, og den dermed parallele Straale i Kraftpolygonen kan nu 
trækkes og giver Størrelserne af Pi og Ρε. Hvilket af de to 
Stykker, hvori P deles, der er P, og hvilket P2, findes ved at 
lægge Mærke til, at den Straale i Kraftpolygonen, der løber 
hen til Sammenstødspunktet for P og Pi, skal være parallel 
med Tovpolygonsiden mellem P og P4. 

Med samme Lethed løses Opgaven, naar man har flere 
parallele Kræfter, der alle skulle opløses efter de samme to 
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med Kræfterne parallele Retninger, saaledes som det ofte fore- 
kommer under følgende Form: En Bjælke, paavirket af en 
Række parallele Kræfter, hviler paa to Understøtninger, find 
Reaktionerne (Fig. 13, Pl. 2). 

Der tegnes en Kraft og Tovpolygon; ved den sidste findes 
Beliggenheden af de givne Kræfters Resultant R, og Opgaven 
er nu reduceret til den forrige. Opløsningen foretages ved 
Hjælp af den allerede tegnede Tovpolygon, og det ses, at man 
ikke behøver at finde Resultanten først. Den Tovpolygonside, 
ab, der lukker Tovpolygonen, kaldes Slutlinien. 

Ved Hjælp af Fig. 13 kan endnu en Opgave løses, som 
der ofte bliver Brug for i det følgende: Find Resultanten af 
Kræfterne til venstre for Punktet € i Bjælken AB. 

Den søgte Resultant er Q = A+ 1 + 2 + 3, og herved 
kan den naturligvis findes i Kraftpolygonen. Imidlertid kan 
den, navnlig naar man har med mange Kræfter at gøre, lettere 
findes saaledes: Kraftsystemet Α, 1, 2, 3 kan erstattes af to 
enkelte Kræfter, virkende i Tovpolygonsiderne før Α og efter 
3. Tovpolygonsiden før Α er ab, den efter 3 er cd. Størrelserne 
af de to Kræfter findes i Kraftpolygonen som Længderne af 
de med ab og cd parallele Straaler, og Resultanten af disse 
to Kræfter er Q og findes som det Stykke, de nævnte to 
Straaler afskære paa Kraftlinien. 

Naar man lægger Mærke til, at ab og cd ere de to Tov- 
polygonsider, der træffes af et Snit gennem ο, parallelt med 
Kræfterne, kan Resultatet udtrykkes saaledes: Resultanten Q 
findes som det Stykke, der afskæres paa Kraftlinien af de to 
Straaler, der ere parallele med de af Snittet gennem C over- 


skaarne Tovpolygonsider. 
Opg. 2. Konstruer en Tovpolygon til et givet System af parallele 
Kræfter, saaledes at den gaar gennem to givne Punkter, og at en af Siderne 


har en given Retning. 
Udfør Konstruktionen i Fig. 9, Pl, 2, for parallele Kræfter. 


87. Tovkurver. Hvis man i Stedet for et endeligt 
Antål Kræfter af endelig Størrelse har et System af uendelig 
mange, uendelig smaa Kræfter, bliver Tovpolygonen til en 
Kurve. Hvis Kræfternes Retning er variabel, bliver ogsaa 
Kraftpolygonen en Kurve. 

Størrelsen af de uendelig smaa Kræfter angives ved Bue- 
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elementet i Kraftkurven, Resultanten af en Række paa hinanden 
følgende af de uendelig smaa Kræfter bliver Korde i Kraft- 
kurven. Tovpolygonsiderne blive til Tangenter til Tovkurven. 
De mellem Α og B (Fig. 14, Pl. 2) virkende Kræfter kunne er- 
stattes med to enkelte, der virke i Tovpolygonsiden før den 
første og efter den sidste af de betragtede Kræfter, d. v. s. 
i Tangenterne til Tovkurven i Α og B, og hvis Størrelse an- 
gives ved Længden af de med disse Tangenter parallele Pol- 
straaler i Kraftpolygonen; Resultanten af Kræfterne mellem 
Α og B er altsaa i Størrelse og Retning bestemt ved den 
Korde R' i Kraftpolygonen, der afskæres ved Straaler parallele 
med Tangenterne i Α og B, og dens Beliggenhed er bestemt 
ved Skæringspunktet for disse Tangenter. 

Alt, hvad der ovenfor er meddelt angaaende Tovpolygoner, 
gælder ifølge den sædvanlige Gaaen til Grænsen ogsaa for 
Tovkurver. 

Hvis man skal fegne en saadan Tovpolygon til uendelig 
mange, uendelig smaa Kræfter, er der naturligvis ikke andet 
at gøre end først at dele de uendelig smaa Kræfter i et ende- 
ligt Antal Grupper og at benytte Resultanterne af Kræfterne 
indenfor hver Gruppe i Stedet for de uendelig smaa Kræfter; 
jo større man gør Kræfternes Antal, og jo mindre man altsaa 
gør deres Størrelse, des mere vil den tegnede Tovpolygon 
nærme sig til den egentlige Tovkurve. 

Man kan let bevise, at ved en saadan tilnærmet Konstruk- 
tion er den tegnede Tovpolygon omskreven om Tovkurven. I 
Fig. 15, Pl. 2, har man i Stedet for de uendelig smaa Kræfter 
mellem Α og B sat deres Resultant 1, ligeledes Resultanten 2 
i Stedet for Kræfterne mellem B og 6. Tovpolygonen til 1 
og 2 er da omskreven om Tovkurven og rører den i 4, B og 
C; thi hvis man kendte Tovkurven, skulde man netop be- 
stemme Resultanterne 1 og 2 ved at trække Tangenterne i Α, 
B og 6, og disse Tangenter ere parallele med Straalerne i 
Kraftpolygonen til Endepunkterne af Korderne 1 og 2 og danne 
altsaa netop Tovpolygonen for 1 og 2 (med samme Pol som 
Tovkurven). 

Parallele Kræfter. Naar de uendelig mange, uendelig smaa 
Kræfter ere parallele, kan deres Størrelse være given ved en 
Belastningskurve, d. v. s. en Kurve, hvis Ordinater p = f(x) 
angive Størrelsen af Belastningen pr. Længdeenhed. Den uende- 
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lig lille Kraft i Punktet med Abscisse æ er p.dr, altsaa lig 
Arealelementet af Belastningsfladen (Arealet mellem Belast- 
ningskurven og Abscisseaxen), og hele Belastningen mellem to 


ab 
Punkter med Abscisser a og b er | pdx, altsaa lig Arealet af 
da 


Belastningsfladen. Naar man ved Tegning skal finde Tovpo- 
lygonen til en saadan Belastning (Fig. 16, Pl. 2, deler man 
Belastningsfladen ved Ordinaterne p1, p2... i Strimler og be- 
nytter Enkeltkræfter P,,, Ρε... af Størrelse som Arealerne 
af Strimlerne og virkende i disse Arealers Tyngdepunkter; Τον- 
polygonen til P;2, Pz3... rører da den egentlige Tovkurve, 
og Røringspunkterne falde i Ordinaterne pm, p2... (Skille- 
linierne mellem Strimlerne). 

Undertiden har man Brug for 7Tovkurvens Ligning (paral- 
lele Kræfter). 1 Fig. 17, Pl. 2, er der lagt et vilkaarligt Koor- 
dinatsystem; man har da: ' 

dy Ρ, 

l9p = + dr πως ο 
hvor P, betegner Størrelsen af Belastningen mellem Punkterne 
a (hvis Tangent er parallel med X-Axen) og (æ, y), h Poldi- 
stancen; øverste Fortegn skal bruges, naar Tovkurven vender 
Konkaviteten i den positive Y-Retning. nederste, naar Konka- 

viteten vender i den negative Y-Retning. 

Idet dP, = pdæ, bliver Tovkurvens Differentialligning: 


dy p 
de UR 

For at kunne udføre Integrationen maa man kende Be- 
lastningskurvens Ligning: p — f(x); efter Integrationens Ud- 
førelse indeholder Ligningen tre Konstanter (Poldistancen og to 
Integrationskonstanter), hvilket stemmer med, at en Tovpolygon 
kræver tre Betingelser for at være bestemt.  Konstanterne 
kunne bestemmes, naar man f. Ex. kender tre Punkter, hvor- 
igennem Kurven skal gaa. Speciel Interesse har det Tilfælde, 
hvor Belastningskurvens Ligning er: p = Konst.; Belastningen 
siges da at være ensformig fordelt. Tovkurvens Ligning bliver 
i saa Fald: 


idet Integrationskonstanterne ere bestemte saaledes, at x = 0 
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mn 
-α 


giver y = 0, sy — 0. Tovkurven er altsaa en Parabel med 


Toppunkt i Begyndelsespunktet og lodret Axe (Kraftretningen 
forudsat lodret). 

. Da denne" Parabel ofte benyttes i det følgende, skal 
her vises en simpel Konstruktion af dens Punkter. I Fig. 18, 
Pl. 3, er, saaledes som det sædvanligt vil være Tilfældet, givet 
Toppunktet Α, Tangenten i Toppunktet AB og Punktet C. 
Parabelpunktet i Verticalen Mm findes da ved at trække AC, 
der giver Punktet mu, dernæst mm» Æ AB, og endelig Ames, 
der giver det søgte Punkt m. Man har nemlig: 


2 
Μπι = Τ . Bm: -- 5 .Mm = Gr. BC. 


Konstruktionen gælder ogsaa for skævvinklede Koordinater 
(naar BC er Diameterretningen for Tangenten AB). 

Der er endnu et Tilfælde af kontinuerlig fordelt Belast- 
ning, som det kan have Interesse at undersøge, nemlig: kan 
Belastningskurve og den tilsvarende Tovkurve falde sammen? 

Differentialligningen for den Kurve, der opfylder den 
nævnte Betingelse, er: 


idet Belastningskurvens Ligning skal være: p— y, hvor y 

er Tovkurvens Ordinat. Det negative Fortegn skal benyttes, 

idet vi ville forudsætte, at det Stykke af Kurven, der skal 

bruges som. Belastningskurve, og hvorom der altsaa alene er 

Tale, baade skal begynde og ende med Ordinaten Nul; og i 

saa Fald indser man, at y og SE maa have modsat Fortegn. 
Integration af Differentialligningen giver: 


y=— Cisin Vi.æ+ C2 cos væ. 
og hvis x -- 0 skal give y -- 0, faas C» — 0 og altsaa: 
y=— Cisin γα 


En af de tilbageværende Konstanter, Οι og h, Καπ be- 
stemmes ved, at f. Εν. x = I skal give y = 0, hvorved 


Ci sin V Ål. .I— 0. 
h 
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Heraf [πας enten Οἱ -- 0, altsaa det selvfølgelige Resultat, 
at til Belastningskurven p = y — 0 svarer Tovkurven y -- (, 
nr 
4; 
hvor n er et helt Tal; i sidste Tilfælde er Kurvens Ligning: 


eller h = 


y =— Cisin -- 
Den søgte Kurve er en Sinusoide, hvis Maximumsordinat 
er C1, altsaa vilkaarlig. 
Det fundne Resultat faar Betydning ved Beregning af 
Søjler (& 63). 


æ. 


Opg. 3. Find Tovkurvens Ligning, naar Belastningen varierer som Or- 
dinaterne til Tovkurven selv, maalte ud fra en vandret Linie, der ligger på 
Tovkurvens konvexe Side, 


8& 8. Tovpolygoner som Ligevægtsformer for ma 
terielle Tov- eller Stangsystemer. De Systemer, hvorpaa 
der her tænkes, bestaa af Stænger (eller Tove), der {ο åg to ere 
forbundne ved friktionsløse Led, Knudepunkterne, og i disse 
Punkter paavirkede af ydre Kræfter (se Fig. 19, ΡΙ. 3). Til Ligevægt 
af et saadant System kræves først og fremmest, at alle de 
ydre Kræfter for sig, hertil medregnet Reaktioner fra faste 
Understøtnings- eller Ophængningspunkter, vilde holde hin- 
anden i Ligevægt, hvis man tænkte sig dem virkende paa et 
og samme faste Legeme. Men åt disse Kræfter overhovedet 
kunne komme til at indvirke paa hverandre og altsaa maaske 
holde hverandre i Ligevægt, muliggøres kun derved, at Sy- 
stemets Stænger eller Tove overføre Virkningen fra det ene 
Knudepunkt til det andet; der maa med andre Ord i Sy 
stemets Led frembringes visse Spændinger. Man skelner mellem 
Træk- og Trykspændinger, eftersom de stræbe at forlænge eller 
forkorte Leddene; Trækspændinger ville i Almindelighed i det 
følgende blive regnede positive, Trykspændinger negative. 

For at der kan blive frembragt en Spænding i en Stang, 
maa der virke to lige store, modsat rettede Kræfter paa den 
Naar man skal afgøre, om en Spænding er Træk eller Tryk, 
maa man lægge Mærke til, om disse Kræfter betragtes som 
virkende paa Stangen eller paa de Knudepunkter, der forbindes 
af Stangen. I første Tilfælde faas Træk, naar Kræfterne virket 
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bort fra hinanden, i sidste Tilfælde naar Kræfterne virke bort 
fra Knudepunktet. 

Foruden den ovennævnte Ligevægtsbetingelse, der maa 
være opfyldt af alle de ydre Kræfter, maa der til Ligevægt af 
Systemet endnu kræves, at der ikke er nogen Tilbøjelighed til 
Bevægelse i noget enkelt af Knudepunkterne. Hvis altsaa et 
Knudepunkt tænkes skaaret løst fra det øvrige System, maa 
Spændingerne i de to overskaarne Stænger holde Ligevægt 
mod den ydre Kraft i Knudepunktet; der maa kunne tegnes 
en lukket Kraftpolygon (Trekant) for hvert Knudepunkt. 

Det kan nu vises, at Ligevægtsformen for et saadant Sy- 
stem er en Tovpolygon til de ydre Kræfter. ) 

Systemet i Fig. 19, Pl. 3, antages at have indstillet sig i 
sin Ligevægtsform ABCD...; Α er et fast Ophængningspunkt 
(et friktionsløst Led), der giver en Reaktion efter Stangen AB's 
Retning og i Størrelse lig Spændingen i ΑΒ. Krafttrekanten 
for Knudepunktet B er Oab, hvorved Spændingerne Oa og 90 
i Stængerne ΑΒ og BC ere bestemte. Da disse to og Kraften 
1 holde hinanden i Ligevægt, er Omløbsretningen i Krafttre- 
kanten uafbrudt; Spændingen i AB virker altsaa bort fra 
Knudepunktet, er en Trækspænding; ligesaa i BC. Dernæst 
tegnes Krafttrekanten for Knudepunkt C; man kender i For- 
vejen Spændingen i BC og Kraften 2, og naar Spændingen i 
CD skal holde Ligevægt mod disse to, maa den være lig Siden 
cO i Trekanten Obc; det skal altsaa passe af sig selv, hvis 
ABCD... er Ligevægtsformen, at CD cO. Paa samme 
Maade findes DE Æ då, ο. s. v. Men Samlingen af Kraft- 
trekanter, som man efterhaanden faar tegnet, svarer aabenbart 
som Kraftpolygon med Polen O til ABCD... som Tovpolygon, 
hvorved Sætningen er bevist. 

At omvendt enhver Tovpolygon er en Ligevægtsform, følger 
af Tovpolygonens Konstruktion. 

Det her viste gælder naturligvis ogsaa, naar Knudepunkternes 
Antal voxer i det uendelige, medens samtidigt Leddenes Længde 
og Kræfternes Størrelse bliver uendelig lille. Ligevægtsformen 
bliver da til en kontinuerlig Kurve, Systemet kaldes en Bue 
eller Kæde. Ligevægtsformen er i saa Fald en Tovkurve til 
de virkende Kræfter med de i δ 7 viste Egenskaber. 

Ex. 1. De ydre Kræfter halvere Vinklerne mellem Sy- 
stemets Led. 
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Spændingen i en vilkaarlig af Systemets Stænger AB findes 
ved at opløse Kraften 1 efter de i Α sammenstødende Led 
(Fig. 20, Pl. 3); Krafttrekanten bliver ligebenet, Spændingerne 
i de to Led altsaa ligestore. Dette gælder to hvilke som helst 
paa hinanden følgende Led, altsaa blive alle Spændingerne 
lige store. Kraftpolygonen er følgelig indskrivelig i en Cirkel 
med Centrum i Polen. Vinklen mellem de yderste Polstraaler 
halveres af en Linie parallel med Korden, der angiver Resul- 
tanten af alle Kræfterne; Kræfternes Resultant halverer altsaa 
Vinklen mellem de yderste Systemdele. 

Ere alle Kræfterne ligestore, ville alle Vinklerne mellem 
to paa hinanden følgende Straaler i Kraftpolygonen, altsaa og- 
saa mellem to konsekutive Sider i Systemet, være lige store; 
og ere endelig alle Systemdelene lige store, vil Systemet kunne 
indskrives i en Cirkel. 

Dette sidste Tilfælde faas, naar man har en Kæde, der i 
sin Ligevægtsstilling er paavirket af ensformig fordelte Kræfter, 
virkende normalt paa Kæden (Fig. 21, Pl. 3); Normalerne her 
svare til Halveringslinierne ovenfor. Baade Kraftpolygon og 
Ligevægtsform blive da Cirkelbuer. 

Er Belastningen pr. Længdeenhed af Kæden lig p, Kædens 
Radius r og Centervinkel α, haves Resultanten af alle Kræfterne 
(efter Halveringslinien): P = 2T.sin 4 a, idet T er den kon- 
stante Spænding. Betragtes et uendeligt lille Bueelement r . dø 
af Kæden, er den derpaa virkende Kraft: pr.dø, og ifølge 
Kraftpolygonen haves pr.dp =— T.dø. Altsaa er: 

T = p.r, P=2prsin τα = p.AB. 

Ligevægten forstyrres selvfølgelig ikke, naar den først er 
indtraadt, ved at man forvandler Kæden til et fast System; de 
fundne Formler maa derfor ogsaa gælde f. Ex. for en stiv Bue, 
der er formet efter en Cirkel og paavirket som ovenfor forud- 
sat. — I Praxis faar det betragtede Tilfælde Betydning ved 
store Sluseporte, som man undertiden former efter en Cirkel- 
bue for at undgaa Bøjning, (Belastningen hidrører her fra 
Vandets Tryk, som jo er ensformig fordelt og virker normalt 
paa Portens Overflade); ligeledes ved Indfatninger for Beton- 
fundamenter til Bropiller (Jærnbanebroerne over Slotsholms- 
kanalen). 

Ex. 2. De paa Systemet virkende ydre Kræfter ere pa- 
rallele. (Fig, 22, Pl. 3). Kraftpolygonen reduceres til en ret 
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Linie; Spændingerne i Systemets Dele maales ved Straalerne 
fra Polen O; herved. [πας strax, at Spændingens Projektion paa 
en vinkelret paa Kraftretningen er konstant (lig Poldistancen). 

Naar alle Kræfterne ere lige store og alle Systemets Led have 
samme Projektion paa en vinkelret paa Kraftretningen, vil Lige- 
vægtsformen være indskrivelig i en 2Zden Grads Parabel, hvis 
Άχο er parallel med Kræfterne (Fig. 22, Pl. 3). 

Forlænges nemlig alle Systemets Led til Skæring med den 
følgende Kraftlinie, faas ifølge Kraftpolygonen, at Stykkerne 
k blive lige store. Lægges der nu en Parabel med lodret Axe 
gennem Punkterne Α, B og C (derved er Parablen bestemt), 
vil der mellem Korderne AB og BC paa Verticalen gennem 
C afskæres et Stykke 

k= Y2— Yy0— 2 (Y1 — Yo) = Y2 — 21 + 90, 
idet Koordinaterne til Punkterne Α, B og 6 ere: 
(ας. Yo), (To + α, Y1) og (αυ + 2a, y2). 
Ved Benyttelse af Parablens Ligning x? = πι.) faas: 


ο πο απο τμ μα 
πι i m 
k er altsaa uafhængig af æo, og Parablen vil derfor gaa gennem 
alle Systemets Knudepunkter. Den omskrevne Parabels Para- 


meter m kan bestemmes paa følgende Maade. Af Figuren findes: 





k a a 
BT TR altsaa k = P.—; 
2a? 
for Parablen fandtes: κ -- SR 
hvorved πι --- νι 


Den beviste Egenskab vedbliver at gælde, naar Systemet 
gaar over til at blive en Kæde. Naar en saadan er belastet 
med Kræfter, der ere ensformig fordelte over Horizontal- 
projektionen, bliver Hvileformen en Parabel, som allerede vist 


197. Af Udviklingen her findes, naar man sætter Pe p (Be- 


lastingen pr. Længdeenhed), Parablens Ligning at være: 


9 2h ” 
stemmende med Resultatet i $ 7. 


8 9. 16 


Kædespændingens vandrette Komposant er konstant, lig 
Poldistancen h. Den kan bestemmes, naar man kender den 
indbyrdes Beliggenhed af 3 Punkter af Kæden. Hvis Kæden 
f. Ex. er ophængt i to Punkter i samme Højde H over det la- 
veste Punkt (Begyndelsespunktet for Koordinatsystemet) og med 
Abscisserne + 31, haves Spændingens vandrette Komposant 

λωδ 


ΒΗ᾽ 
Spændingen T i et vilkaarligt Punkt er lig Længden af den 
Straale i Kraftpolygonen, der er parallel med Punktets Tangent, 
altsaa 


Τ-- γρ) -- ξ VEF i6Hy. 


Parablen som Ligevægtsform for en Kæde finder Anven- 
delse ved Hængebroer. 


89. Tyngdepunktsbestemmelse for plane Ατο- 
aler. Tyngdepunktet af et plant Areal findes, som bekendt, 
ved at inddele i Arealelementer, repræsentere hvert Elements 
Areal ved en Kraft gennem Elementets Tyngdepunkt og 
bestemme den Linie, hvori alle disse parallele Kræfters Resul- 
tant virker; ved at lade Kræfterne virke i to forskellige Ret- 
ninger finder man to rette Linier gennem Tyngdepunktet. 

Det er herefter klart, at man kan anvende Tovpolygoner 
til Konstruktionen. 

I Fig. 23, Pl. 3, er det forelagte Areal delt i tre Rektangler; 
disses Arealer ere beregnede og efter en eller anden AÅreal- 
maalestok (1 cm & n cm”) afsatte som lodrette Kræfter i Kraft- 
polygonen. Med en vilkaarlig Pol O er der tegnet en Tovpoly- 
gon, og dennes yderste Sider skære hinanden i οἱ Punkt af 
den lodrette Linie gennem Tyngdepunktet. Dernæst lader man 
de samme Kræfter virke i en ny Retning og bestemmer atter 
deres Resultant. Ved at anvende to paa hinanden vinkelrette 
Retninger af de parallele Kræfter kan man nøjes med én 
Kraftpolygon; Siderne i den 2den Tovpolygon tegnes da vinkel- 
ret paa Kraftpolygonens Straaler. 

Kræfternes Størrelse skal være proportional med de Arealer, 
de repræsentere. Dette kan opnaas ved som ovenfor at beregne 
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Arealerne og afsætte dem efter en eller anden Maalestok, eller 
man kan grafisk omforme de enkelte Arealer til Rektangler 
med samme Grundlinie og benytte Højderne som, Kraftstør- 
relser. Fig. 24, Pl. 3, viser Omformning af Rektanglet ABCD 
til et nyt Rektangel AFGE med den givne Grundlinie AE (FB 
Æ CE). Kræfterne skulle anbringes gennem Smaaarealernes 
Tyngdepunkter. Man kan i den Anledning faa Brug for at 
kunne konstruere Tyngdepunktet i et Trapez; en saadan 
Konstruktion, som i mange Tilfælde er bekvemmere end den 
almindelige), er angivet af R. Land"") og ses i Fig. 25, Pl. 3: 
Tyngdepunktet T ligger paa Forbindelseslinien ME for Midt- 
punkterne af de parallele Sider, og endvidere paa Τι Τε Æ AC; 
trækkes BE Æ AC, haves MT = ΜΗ. 

I et saa simpelt Tilfælde som det i Fig. 23 forudsatte, vil 
det være hurtigere at anvende en almindelig Momentberegning 
end en grafisk Konstruktion. Den beskrevne Methode faar 
først Betydning, naar det givne Areal er begrænset af for- 
skellige krumme Linier, navnlig naar det kun er givet ved 
en Tegning. Konstruktionen udføres da mest praktisk paa 
følgende Maade (Fig. 26, Pl. 4). 

Arealet inddeles ved Linier parallele med den valgte Kraft- 
retning i Strimler af konstant Bredde og med saa lille en 
Bredde, at Strimlen nøjagtigt nok kan betragtes som et Rekt- 
angel (i alt Fald saaledes at man strax nøjagtigt nok kan 
maale en Middelhøjde af Strimlen med Passeren); Kraftlinierne 
ligge da midt mellem Delelinierne, eller deres Beliggenhed kan 
ved større Afvigelser fra den rektangulære Form angives til- 
strækkelig nøjagtigt ved et Skøn. I Fig. 26 er inddelt i Strimler 
af Bredde å cm. undtagen i Skinneprofilets Krop, hvor der er 
anvendt den dobbelte Bredde for ikke at faa Arealerne altfor 
smaa. Strimlernes Højde (Middelhøjde) kan nu benyttes som 
Kraftstørrelse, men da den i Almindelighed er for stor til at 
bruges direkte, tager man kun en vis Brøkdel deraf, hvilket 
udføres ved en Reduktionsvinkel (Fig. 27, Pl. 4) uden at aflæse 
Højdens Størrelse paa nogen Maalestok: med Højden Οα i 
Passeren gaar man hen paa Reduktionsvinklen, og med det 


”) Se f. Ex. Jul. Petersen: Statik. 

%) Robert Land: Einfluss der Schubkråfte auf die Biegung etc. Berlin, 
1895. I et »Anhang« gives forskellige Tyngdepunktsbestemmelser. 

A, Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære, 2 
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ene Passerben i a føler man sig frem, indtil det andet tangerer 
Linien Ob; Længden ab afsættes dernæst direkte i Kraftpoly- 
gonen; i Fig. 27 er ab = 10α. Hvor Strimlernes Bredde er 
dobbelt saa stor som normalt, maa man naturligvis tage den 
dobbelte Kraftstørrelse af den, der direkte findes ved Reduk- 
tionsvinklen. At bruge en Reduktionsvinkel for Højderne med 


Forholdet : er ensbetydende med at omforme Strimlerne til 


Rektangler med en nGange saa stor Grundlinie som den kon- 
stante Bredde. 

Naar man paa denne Maade har faaet Kraftpolygonen, 
tegnes Tovpolygonen som sædvanligt. 


8 10. Bestemmelse af statiske Momenter. Summen 
af Kræfterne 1, 2 og 3's Momenter med Hensyn til C kan 
bestemmes ved først at finde Resultanten R af Kræfterne ved 
Hjælp af en vilkaarlig Tovpolygon (Fig. 28, Pl. 3). Den søgte 
Momentsum er da lig R.r. Ved Ligedannethed findes imidler- 
tid, idet man gennem C trækker en Linie parallel med R: 


< mm a eller R.r = h.y. 

h er Afstanden i Kraftpolygonen fra Polen til Resultanten R, 
y det Stykke, der afskæres paa Linien gennem C, parallel med 
R, af Tovpolygonsiden før 1 og efter 3. 

For at finde Summen af et vilkaarligt Antal Kræfters statiske 
Momenter med Hensyn til C trækker man altsaa en Linie gennem 
C parallel med Kræfternes Resultant, maaler det Stykke y, der 
afskæres her af Tovpolygonsiderne før og efter de betragtede 
Kræfter, og multiplicerer dette med Afstanden i Kraftpolygonen 
fra Polen til Kræfternes Resultant. 

h.y skal angives som Kraft X Længde (kg.cm); en af 
Størrelserne skal derfor maales paa Kraftmaalestokken, den 
anden paa Længdemaalestokken; det er ligegyldigt, hvilken 
man maaler som Kraft, hvilken som Længde. 

Et Moment regnes positivt, naar det drejer i samme Ret- 
ning som Viserne paa et Uhr (kaldes ofte: »til højre«), nega- 
tivt, naar det drejer i den modsatte Retning. 

Den angivne Konstruktion af Momenter har navnlig Be- 
tydning for parallele Kræfter. Som det nemlig vil fremgaa af 
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det følgende, har man ofte Brug for Momentet af en Række 
paa hinanden følgende af Kræfterne i Systemet (ikke altid af 
dem alle) med Hensyn til forskellige Punkter, og naar Kræf- 
terne ere parallele, har man da den Fordel, at Størrelsen h er 
konstant (Poldistancen). 

I Fig. 29, Pl. 3, har man saaledes Momentet af Kræfterne 
1—5 med Hensyn til Punktet C lig h.y, af Kræfterne 3 — 5 
med Hensyn til Ον lig h.y1, af Kræfterne 2 og 3 med Hensyn 
til Ον lig h.y2. 

I Fig. 13, Pl. 2, har man Momentet af Kræfterne Α, 1, 2 
og 3 med Hensyn til 6 lig h.y, af Kræfterne Α, 1 og 2 med 
Hensyn til D lig h.y1 ο. s. v. 

Idet h her er konstant og Momentet altsaa ligefrem pro- 
portionalt med y, behøver man nu ikke hver Gang at fore- 
tage Multiplikationen af y og h, men man kan danne sig en 
Momentmaalestok og lade det konstante h indgaa i Maalestoks- 
forholdet. Hvis h er afsat efter Længdemaalestokken, bliver 
Momentmaalestokkens Enheder 5 af Kraftmaalestokkens. 

Ex. Længdemaalestok: 1:50 (1 —= 0,5 3). 

Kraftmaalestok: 1 — 23. 

Poldistancen h = 253. 

Momentmaalestok: 1 & ,— 5 tm, 

Hvis Momentarmene maales i en bestemt skæv Retning, kan 
man finde Momenterne ganske paa samme Maade, blot at man nu 
skal maale Poldistancen h i samme Retning som Momentarmene. 

Af det her om Momenter meddelte følger, at Ordinaterne 
y i en Tovpolygon til parallele Kræfter blive multiplicerede 
med n, hvis man dividerer Poldistancen h med n; Produktet 
h.y skal nemlig blive uforandret. 

Ved Momentet af et plant Areal med Hensyn til en eller 


anden Axe forstaar man far , hvor dF betegner Arealele- 


mentet, α- dets Afstand fra Axen. Denne Størrelse kan findes 
ved en Tovpolygon til Arealet som Belastningsflade; man ind- 
deler Arealet i Strimler (Fig. 26, Pl. 4) parallele med Axen og 
tegner Kraft- og Tovpolygon (med Poldistance h;) ganske som 
beskrevet under Tyngdepunktsbestemmelsen (& 9). Det Stykke, 
der afskæres paa Axen mellem Tovpolygonsiderne før og efter 
de betragtede Arealelementer, er da proportionalt med Momentet. 
2? 


8 11. 20 


Hvis de Længder, der i Kraftpolygonen repræsentere Stør- 
relsen af Arealelementerne, kaldes P, medens Strimlernes Ατο- 
aler ere AF, haves AF -- a.P, idet 1” & a cm?, Har man, 
som i & 9 beskrevet, inddelt Arealet i Strimler med konstant 


Bredde og benyttet = af disses Højde som Kraftstørrelse, er 


a lig n X den konstante Bredde. — Man har nu: 


h.y - Σα, 
altsaa ZaPx = Σ4Γ.α -- far = aluy. 


Momentet er af Dimensionen cm; a, hu og y skulle altsaa 
alle maales som Længder. 

I Fig. 26, Pl. 4, haves f. Ex. Momentet m. H. t. x-Axen 
af den Del af Skinneprofilet, der ligger over x-Axen, lig 


amy = 3 X 5 X 6,3 = 94), 
idet y her er Stykket 0— 7 paa x-Axen. 


δ 11. Højere Momenter af parallele Kræfter eller 
plane Arealer. Ligesom man ved det statiske Moment af 
en Række parallele Kræfter forstaar 


Σρα -- Ριαι + Pex + ..., 


hvor Afstandene æ fra Momentcentret (eller en Axe parallel 
med Kraftretningen) til Kræfterne kunne maales i en vilkaarlig 
skraa Retning (specielt vinkelret), saaledes taler man ogsaa 
om Momenter af højere Orden og forstaar herved: 


Σα. = Pix" | Pex? +... 


Af disse er det i Almindelighed kun Tilfældet: n -- 
2, der har praktisk Betydning; I -- Σρι kaldes Inertimo- 
mentet. Ogsaa denne Størrelse kan findes ved Hjælp af Tov- 
polygoner. 

Culmann's Methode. Man kan skrive Inertimomentet som: 
I = (P1%1), αι + (P2x2).x2 +...; man kan altsaa betragte 
Inertimomentet som statisk Moment af Kræfter Ριαι, P2x2 ..., 
virkende i de oprindelige Kraftlinier. 

I Fig. 30, Pl, 4, skal bestemmes Inertimomentet af Kræf- 
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terne Βι, Ρε, Ρο med Hensyn til Axen LL. Man tegner først 
en Tovpolygon (den punkterede) med en vilkaarlig Poldistance 
hu (maalt i samme skraa Retning som αι, æ2...); denne Tov- 
polygons Sider afskære paa Axen LL Stykkerne 

SES 1, Ρι. αι 


12 == ον α--ὃ η. 





Disse Størrelser betragtes nu som Kræfter, virkende i de 
samme Linier som Px, P2..., og man tegner en Tovpolygon 
(den fuldt optrukne) til dem; Kraftpolygonen lader man blive 
liggende paa Axen LL, Poldistancen h2 maales atter i α-Βεί- 
ningen. Den nye Tovpolygons Sider afskære paa Axen LL 


Stykkerne: 
(fa) ο 
δώ. ιν 


ο νωπό πλω, , 





og dens yderste Sider afskære altsaa Stykket 


Pr: 


Aber η 


hvoraf I = h1.h2,t. 
Inertimomentet er af Dimensionen kg.cm?; en af de tre 
Størrelser skal følgelig maales paa Kraftmaalestokken, de to 
andre paa Længdemaalestokken; hvilken der maales som 
Kraft, er ligegyldigt. ha maa helst vælges en Del mindre end 


ΣΣΡ, hs kan derimod godt tages en Del større end 4% E, 

Mohrs Methode. Størrelsen I = Σρα” kan ogsaa bestem- 
mes ved den første Tovpolygon alene, idet man kan bevise, 
at den er proportional med det Areal, der indesluttes af 
Tovpolygonen, dens forlængede første og sidste Side og 
åxen LL. 

Dette Areal (skraveret i Fig. 30) kan nemlig deles i Tre- 
kanter, hvis Toppunkter ligge paa Kraftlinierne, og hvis Grund- 
linier ere de Stykker 1—2, 2—3.... (Fig. 30, Pl. 4), der af Tov- 
polygonsiderne afskæres paa Axen LL. Trekanternes Højder 


ere; αι sin αν sin & .... Hele Arealet bliver: 
« βιαι & Ῥναυ 
F = αι δίπλα. == 1 æg sina. μοι en 
1 1 
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είπα g sin a 
Fr TR SR], 
hvoraf: I —= 21 pm 
sina 


Hvis h1 maales paa Kraftmaalestokken, skal F maales 
som [Længde]? 
Ved et plant Åreals Inertimoment med Hensyn til en Axe 


LL forstaas: I = fæar, hvor æ betegner Afstanden (vinkelret 


eller skraa) fra Arealelementet dF til Axen. Det Καπ kon- 
strueres efter begge de angivne Methoder, idet man inddeler 
Arealet i Strimler parallele med Axen og erstatter de enkelte 
Strimlers Arealer med Kræfter, virkende i Strimlernes Tyngde- 
punkter og parallelt med Axen (angaaende den praktiske Ud- 
førelse af Konstruktionen gælder det i & 9 sagte). 

Culmann's Methode. Naar de Liniestykker, der i Kraft- 
polygonen repræsentere Strimlernes Arealer, kaldes Ρι, Ρε... ., 
finder man direkte ved Konstruktionen: XPx? = h1.h4.t. 

Imidlertid har man, idet Strimlernes Arealer betegnes AF: 


AF = a.P, 
hvor a er den fælles Grundlinie i de Rektangler, hvis Højder 


(P) man har brugt som Kraftstørrelser; naar man altsaa har 
inddelt i Strimler med konstant Bredde b og har anvendt en 


Reduktionsvinkel med Forholdetl, haves a -- n.b. 


Derved faas ZAF.x? -- a.hihe.t. 
Størrelsen Z4F.x? er imidlertid tilnærmelsesvis lig færge 5 


Hvad det er for en Fejl, man begaar ved at sætte disse to 
Udtryk lige store, kan indses paa følgende Maade. 

Naar man kender Inertimomentet /o af en Figur med 
Hensyn til en Axe gennem Tyngdepunktet, har man, som be- 
kendt, Inertimomentet /, med Hensyn til en med den første 
parallel Axe i Afstanden k: 

1, = D+ Fk, 


idet F betegner hele Figurens Areal. Anvendes denne Formel 
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paa de enkelte Strimler, hvori man har delt Arealet, faar man 
hele Figurens Inertimoment 


I = Xl —+ Σ4Γ.α3. 


γ d ο i rrels: r n 
altsaa ved Konstruktionen ovenfor den Fejl ikke at me ο 
Leddet Σ]ο. 

Idet Inertiradius i er defineret ved: 


I — F.i?, 

faar man for den enkelte Strimmel: 
I, = AF.i,? = Io + AF.x? = AF (ie? + αἲ), 
og for hele Figurens Inertimoment: 
I = SI, = SAF. it, 

hvoraf ses, at man for at undgaa Fejlen skulde lade Kræf- 
terne P virke i Afstanden i, -- Vio? + æ? fra Axen i Stedet for 
i Afstanden æ. 

Idet Strimlerne tilnærmelsesvis kunne betragtes som Rekt- 
angler, og idet et Rektangels Inertimoment med Hensyn til en 
Axe gennem Midtpunktet, parallel med de to Sider, er [ο -- 
7ybh?, (b er Rektangelsiden parallel med Axen, h Siden vinkel- 
ret paa denne), ses, at X/o bliver forsvindende, naar man vælger 


h, altsaa Strimlernes konstante Bredde, lille. 
Naar man gør dette, har man da nøjagtigt nok: 


l=ah.kt. 
Jer af Dimensionen cm"; alle 4 Størrelser skulle altsaa 
maales paa Tegningens Læn; paa Tegningens Længdemaalestok, a, hi og hg kunne 
.--- som runde Tal; hi vælges helst mindre end Kraft- 
liniens halve Længde, Ἆ kan derimod godt tages forholds- 
vis stor. 

Mohrs Methode. Hvis man kunde konstruere Tovpoly- 
gonen til uendelig smaa Kræfter (Arealelementerne dF) i Stedet 
for til Strimlernes Arealer «41, vilde man faa en kontinuerlig 
Tovkurve, og Arealet mellem den, de yderste Tovpolygonsider 
og Axen vilde her nøjagtigt være proportionalt med Inerti- 
momentet. Naar man deler i Strimler med endelig Bredde, 
haves deres Arealer, ligesom ovenfor, 


AF = a.P; 
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endvidere er: Σραῖ --- 2Η Fi, 
δια 

hvoraf: SAFa mm 22 μ.. 
δια 


Man sætter nøjagtigt nok: 


idet Fejlen, man begaar ved at regne Arealet Fy til Tovpoly- 
gonen, ikke til Tovkurven, er forsvindende, naar man vælger 
Strimlerne tilstrækkelig smalle. Har man til at begynde med 
faaet inddelt i for brede Strimler, kan man ofte nøjagtigt nok 
tegne Tovkurven paa fri Haand, tangerende Tovpolygonen, og 
bestemme Arealet helt ind til Kurven efter Simpsons Formel. 
Eller man kan betragte Tovkurven som en Parabelbue 
fra Røringspunkt til Røringspunkt og til Arealet Fy, der er 
begrænset af Tovpolygonen, addere Parabeltrekanterne ABCD. 
Arealet af ABCD — 4/NABC (Fig. 31, Pl. 3). 

I Fig. 26, Pl. 4, er konstrueret Inertimomentet m. Η. t. 
den vandrette Tyngdepunktsaxe efter baade Mohrs og Cul- 
mann's Methoder. Konstruktionen af Kraftpolygonen (den 
første) er forklaret i δ 9. Resultaterne ere indskrevne paa 
Tegningen. Saadanne Konstruktioner maa forøvrigt helst ud- 
føres i sand Størrelse, 

Foruden Inertimomenterne af et plant Areal er der et 
andet Moment af 2den Orden, som man ofte faar Brug for, 
nemlig Centrifugalmomentet Z med Hensyn til to Axer. Det 
er defineret ved: 


Lay = fæy.dF, 


hvor æ og y betyde Afstandene, skraat eller vinkelret maalte, 
fra Arealelementet dF til Axerne, Det kan findes ved en Kon- 
struktion, der er ganske analog med Culmann's ovenfor, idet 
man sætter 


Zzy = Zry4F = aZP.æ.y a%X(P.x).y. 


Man indeler altsaa i Strimler, lader Kræfterne P virke 
parallelt med y-Axen og finder ved en Tovpolygon Størrelserne 
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HEDDER ; dernæst lader man disse statiske Momenter virke 
1 


som Kræfter parallele med x-Axen, og ved en ny Tovpolygon 
findes da Størrelserne 





Kaldes det Stykke, som den 2den Tovpolygons yderste 
Sider afskære paa α-Αχοη, c, haves: 


Ζεγ =— a.h4.h.c. 


Vi komme senere (& 12) til en anden Konstruktion, som 
i Almindelighed er miere praktisk. 

Kender man Centrifugalmomentet. Zo med Hensyn til to 
Axer gennem Figurens Tyngdepunkt, haves Centrifugalmo- 
mentet Ζαν med Hensyn til to nye, med de første parallele 
Axer i Afstandene a og b: 


Ζαυ — γα γα (y— b)dF = Z0 + F.a.b. 


Er den ene af Axerne en Symmetriaxe for Figuren (ret- 
vinklet eller skævt) og ἄσηππᾶαση παμε! med Forbindelses- 
πο νταμιο κ Ἑ σα δα ο «ο μι νο ο ο σος 
lig Nul; Elementerne. zydF. ere nemlig lige store. med modsat 
Fortegn for. io sy mmetriske Punkter. 


Ved Centrifugalmomentet med Hensyn til Axerne i et 


skævvinklet Koordinatsystem forstaas i Almindelighed VæydE, 


hvor æ og y maales i Koordinataxernes Retninger; undertiden 
regnes dog α og y som de vinkelrette Afstande fra Axerne; 
her skal det altid forstaas paa den førstnævnte Maade. 


& 12. Inertimomenter og Centrifugalmomenter 
med Hensyn til Axer gennem samme Punkt; Inerti- 
ellipsen, Land's Konstruktion. 

For en plan Figur, henført til et retvinklet Koordinat- 
system, forudsættes følgende Størrelser bekendte: 


Inertimomentet om X-Axen, I, -- | y?dF, 
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Inertimomentet om Υ-Αχεη, I, -- fæar $ 


Centrifugalmomentet om X- og Y-Axerne, Ζεν -- μυαξ & 


Der søges I, I, og Ζεν for et Par nye, paa hinanden 
vinkelrette Axer X' og Y', der med de oprindelige danne 
Vinklen a; Begyndelsespunktet er det samme. 

Naar Koøoordinatsystemet drejes en Vinkel α, haves: 


æ' = ysing + æcose, 
y' —ycsa—wæsina. 


Ved Indsættelse heraf i Udtrykkene for I, I, og Zzy faas: 
lv -- {ν'αρ = 005 ΐα | y'dF + sin? a | æ'dF — sin af æydF, 
og analoge Udtryk for I, og Z4y; altsaa: 


1, = I, εοδ'α + I, sin?a — Ζεν sin 2a, 
1 = I, sin?a + I, cos'a + Zry sin 2a, (1). 
Ζεν =— 4 (1, — I1,) sin 2a + Zz, cos2a. 
Ved Addition af de to første Ligninger findes: 
ς ζω lad: 
saa Sum imomenterne med Hensyn. til to paa 
hinanden, vinkelrette Axer gennem samme Punkt er nstant. 


Idet Arealelementet dF har en Afstand r = γα + y" fra Be- 
gyndelsespunktet, haves: 


ζωα. (e+ gar - ἔνας - I, 


hvilken Størrelse ofte benævnes Figurens polære Inertimoment. 
Sættes i'den første af Ligningerne (1) α 400, faas: 


Zy — 4(2+ 1ν) — 1, 


hvor I. betegner Inertimomentet om den Axe, der halverer 
Vinklen mellem X- og Y-Axernes positive Retninger, Ved 
Hjælp heraf kan Zzy bestemmes alene ved de i $ 11 med- 
delte Inertimoment-Konstruktioner. 

Inertiellipsen. Afsætter man ud ad hver Linie gennem 
Begyndelsespunktet et Stykke, der er omvendt proportionalt 
med Inertimomentet om denne Linie, ville alle Endepunkterne 
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ligge paa en Ellipse. Ud ad Linien X"', der med X-Axen danner 
Vinklen &, afsættes Længden τον Køoordinaterne til Ende- 


punktet ere da: 
Ccos a ο Csina 
ESS ke 
og ved Elimination af α mellem disse to og den første af Lig- 
ningerne (1) faas: 
1. αἳ + 1I,.y? — 22 .æy = C?, 
som er Ligningen for en Ellipse. Dennes Axer kaldes Hoved- 
aæxerne; tages' de til Koordinataxer, bliver Ligningen: 
Ίια" + hy? = ο, 

hvor I, og I2 betegne Hovedaxernes Inertimomenter (Hoved- 
inertimomenterne). 

Centrifugalmomentet med Hensyn til Hovedaxerhe er Nul; 
Hovedinertimomenterne ere Maximum og Minimum af Inerti- 
momenterne om Axer gennem Punktet. 

Ved Ligningen ovenfor er der givet et helt System af lige- 
dannede Ellipser; vi ville i det følgende stadig benytte den, 
for hvilken C? = F.i?.1i2, idet ἱ og i, betegne Inertiradierne 
om Hovedaxerne; denne specielle Ellipse har Ligningen: 





α - 


οἱ om X- Axen. 
Ved Hjælp af Inertiellipsen kan man finde Inertimomenter 
og Centrifugalmoment om vilkaarlige nye Axer. I Fig. 32, 
Pl. 4, forudsættes Ellipsen bekendt; man skal finde I», Iy 
og Ze. 
Der trækkes en Tangent CD parallel med Y'-Axen; dens 
Røringspunkt er D, dens Afstand fra Centrum OC. Idet 1, = 


F.i,2, og idet vi analogt hermed sætte Ζεγ. — F.iy.2zy (her- 
ved er ζω defineret), haves da: 
06 = iv, CD = τν. " (2). 


Afstanden fra Centrum til en Tangent, hvis Normal danner 
Vinklen α med X-Axen, er: 


OC = Vis cos λα + ip sina. 
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Paa den anden Side faas af Ligningerne (1), naar man 
gaar ud fra Hovedinertimomenterne som bekendte: 


1, =I1, sin ?”a + I, cos "a , 
eller ip =Vil sin ”a + ig? cos "ag, 





altsaa iy = OC. 


OD og Y'-Axen ere et Par konjugerede Diametre, altsaa haves: 
Γι” 
tgu.tgv -- — lg 3 
endvidere er v = 90? + α, altsaa tgv = ---οοία 


ην 
og tgu = 28. 
2 





g (i? — i,?)costa | 
Nu er CD = OC tg (u— α) iy.tga στα Liese 


Nævneren her er lig i”, hvorved: 


CD — 4 sing JET 1, bsin 2a (h — 1 
3 ο νε FE ΜΗΝ. 





Paa den anden Side faas af den sidste af Ligningerne (1): 
Fry =— 4 (h — I2) sin 2a, 
altsaa Fry = F.iy.CD, 
eller αγγ. = CD. 


Idet vi i Fig. 32 have forudsat I, >I2, ses CD af et af 
Udtrykkene ovenfor at være positiv, naar sin2g er positiv, 
altsaa naar α «909: dette er Tilfældet, naar D's y'-Koordinat 
er positiv. 

Kender man I,, I, og Ζει for et Par vilkaarlige retvinklede 
Axer, kan man i hver Ellipsekvadrant angive en Tangent og 
dens Røringspunkt, hvorved Inertiellipsen er bestemt; dernæst 
kan man ved Ellipsens Hjælp bestemme Inertimomenter og 
Centrifugalmomenter for vilkaarlige andre Axer. 


Vi ville dernæst betragte Anvendelsen af skævvinklede 
Koordinater. Gaar man ud fra et retvinklet Koordinatsystem 
og drejer X-Axen 909—w til Stillingen X' (Fig. 33, ΡΙ. 4), 
haves: 
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æ' == X 600560 w, 
υπ υ-- αεοίω. 
Herved findes: 


ly -- bær dF = cosec? w far dF — I, οοδεοῖω. | 
| (9). 


Fry -- του dF = cosec ω (Zzy — οοἵω.1/]. 


Af den sidste Ligning faas, at Centrifugalmomentet er Nul, 
hvis Vinklen mellem Axerne er bestemt ved: 


Zar, 
y 


cot ὦ = 


(4). 
Indføres ogsaa for skævvinklede Koordinater Betegnelserne: 
Ty -- Εν, Zry = F.iy -Zyy, 
findes: ly τς ly cosecw, 
Ζωψ —= Ccosecw.F.i, (2,4 — cot wm.iy), 
og ved Benyttelse af Udtrykket for i, : 
Ζαψ, == Zry — οοἵ w.iy. 


I Fig. 34, Pl. 4, er Inertiellipsen givet. For det retvinklede 
Koordinatsystem (X, Y) haves da: 


ος == ἐν, CD anne Zzy + 
Naar X-Axen drejes hen til Stillingen X", bliver 


ΟΕ = OCcoseco, ED = CD— OC cotw, 
altsaa: 
i, = ΟΕ, {ον = ED. (5). 


Inertiellipsen har følgelig ganske de samme Egenskaber 
for skævvinklede som for retvinklede Koordinater: man finder 
i begge Tilfælde Inertiradius om den ene Axe som Afstanden 
ud til den med Axen parallele Tangent, maalt i den anden 
Koordinataxes Retning, og Længden fra den anden Koordinat- 
axes Skæringspunkt med Tangenten til Røringspunktet er pro- 
portional med Centrifugalmomentet. 

Holdes Y'-Axen fast, medens X"-Axen drejes, ser man, at 
Zz4 skifter Fortegn, naar Punktet E (Fig. 34) passerer D. 
Zzy er positiv, naar D's y'-Koordinat er positiv. 
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OD er den konjugerede Diameter til Y'-Axen; falder Χ-- 
Axen i OD, bliver Ζεν — ο, altsaa: 

Centrifugalmomentet med Hensyn til et Par konjugerede 
Diametre i Inertiellipsen er Nul, og omvendt: Betingelsen for 
Zry — ο er, at Axerne ere konjugerede Diametre. Vinklen 
mellem OD og Y'-Axen maa altsaa være bestemt ved Ligning (4): 


cotw — τν, 


y 
hvilket ogsaa faas af Fig. 34. 

Hvis X'-Axen falder i OD, er ip -- OD; Inertiradius om 
den ene af to konjugerede Diametre er lig Længden af den kon- 
Jjugerede Halvdiameter. 

Ved at kombinere det nu meddelte angaaende Inertimo- 
menter og Centrifugalmomenter om Axer gennem samme Punkt 
med Reglerne for Parallelforskydning af Axerne kan man be- 
stemme Inerti- og Centrifugalmomenter om ganske vilkaarlige 
Axer, naar man blot kan finde dem for et enkelt Par Axer. 
I Almindelighed er det simplest at faa fat paa dem for et Par 
Axer gennem Figurens Tyngdepunkt; findes der en Symmetri- 
axe, kan man strax gaa ud fra Hovedaxerne. 

Opg 4. Naar man kender Tyngdepunktets Inertiellipse, kan Inertimo- 
mentet (ret- eller skævvinklet) om επ vilkaarlig Are udtrykkes som Produktet 
af Figurens Areal (F), Tyngdepunktets Afstand (a) fra Απεπ og Απεης Anti- 
Ppols Afstand (b) fra Axen (I = F.a.b). (Ved en Linies Antipol m. H. { 
en Ellipse forstaas det symmetriske Punkt til Liniens Pol m. Η. t. Ellipsens 
Centrum; analogt hermed taler man om et Punkts Antipolar). 

Opg. 5. Naar man kender Tyngdepunktets Inertiellipse, kan Centrifugal- 
momentet (ret- eller skævvinklet) udtrykkes som Produkt af: Figurens Areal 
(F), Tyngdepunktets Afstand (a) fra den ene Axe og Afstanden (c) fra denne 
Aæes Antipol til den anden Axe (Z -- F.a.c); Afstandene maales i Axernes 
Retninger ”). 

Land's Konstruktion). Ved Subtraktion af de to første 
af Ligningerne (1) ovenfor faas: 

δαν τ- 1ν } = i (I, — I,) εο5 2α — Ζιν sin 2a. 


”) Culmann: Die graphische Statik, Ἡ. Aufl. 1875. S. 404. De i disse 
Opgaver udtrykte Sætninger danne et af de væsentligste Udgangs- 
punkter for den af Culmann og W. Ritter udviklede grafiske Bereg- 
ning af elastiske Buer; cfr. W. Ritter: Der elastische Bogen, Zårich 1886. 

%%) Methoden er oprindelig angivet af Mohr, senere videre udviklet af Rob. 

Land i Zeitschr. f. Bauwesen, 1892 (ogsaa som Særtryk: >Die Ermitte- 

lung der Spannungsvertheilung und des Kernes«, Berlin. 1892). Beviset 

her er tildels taget efter P. W. Almquist: Grafostatik. Stockholm. 1893. 
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Heri og i den sidste af Ligningerne (1) indføres: 
αν — 14) = v', 4(L— 1) = v, 


Ζεν =UW!., Zy = Uu, 
hvorved faas: 
u' = vsin 22 + u cos 2a, 


v' = vcos 2a— usin 2a. 


Disse Ligninger ere netop dem, der skulle anvendes for 
at iværksætte en Koordinatændring fra et retvinklet System 
(u, v), til et nyt retvinklet System (u', v"), der med det første 
danner Vinklen 2α. Hvis man altsaa i et givet retvinklet 
Koordinatsystem afsætter et Punkt med Koordinaterne u og v, 
saa kunne u' og v' findes som Koordinater til samme Punkt 
i et System, der faas af det første ved en Drejning gennem 
Vinklen 2α i den positive Omdrejningsretning (fra u-Åxen til 
v-Axen). — I Fig. 35, Pl. 4, er ud ad Y-Axen (idet I, er forud- 
sat > I,) afsat OR = I,, RY = I,, og over OY som Diameter 
er tegnet en Cirkel, der altsaa tangerer X-Axen i O. Endvidere 
er afsat RT = Ζεν (i den positive X-Retning, hvis Ζεν er posi- 
tiv). Man har da: i (1, — 1,) = v = MR, u = RT; u- og v- 
Axernes positive Retninger ere angivne i Figuren. 

Naar nu Axerne XY drejes Vinklen α til Stillingen ΧΥ’ 
vil Systemet (u, ϱ) blive drejet Vinklen 2α til Stillingen (α’. v”), 
og T's Koordinater i dette nye System angive altsaa Størrelserne: 


MR' = $(1, — 14), RT = 2. 
Idet 1, + I, = I, + I, = Cirklens Diameter, haves nu: 
ΧΜ’ = Ivy, ΕΥ’ = [y, RT = 2. 


Naar man har tegnet Cirklen og afsat Punktet 7 som 
ovenfor beskrevet, findes altsaa ζεμ. for et Par nye retvinklede 
Aæxer OX' og ΟΥ’ som T's Afstand fra Diameteren X'Y', og 
Fodpunktet R' deler Diameteren X'Y' i Stykkerne R'X' = 1, (nær- 
mest ved X') og R'Y' = Iy (nærmest ved Y'). — 

Ved denne Konstruktion danner man sig let et Billede 
af, hvorledes Inertimomenter og Centrifugalmomenter variere, 
naar Axerne dreje sig. Centrifugalmomentet bliver aabenbart 
Nul, naar Diameteren X'Y' gaar gennem T, altsaa falder sam- 
men med MT. De tilsvarende Axeretninger ere Οἱ og 02, 
Hovedaæxerne. Inertimomenterne om disse Axer, Hovedinerti- 
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momenterne, ere ΤΙ og Τ23) og ses at være det største og det 
mindste af Inertimomenterne om Axer gennem O; Axen 01, 
om hvilken Inertimomentet er størst, kaldes den første Hoved- 
axe (01 og O2 ere Axerne i Inertiellipsen). — Centrifugalmo- 
mentet naar sin største Værdi (= MT), naar den bevægelige 
Diameter staar vinkelret paa MT; de hertil svarende Axer 
halvere Vinklerne mellem Hovedaxerne. — Centrifugalmomentet 
om Axerne OX' og OY' findes altsaa som Punktet Τὴ5 Afstand 
fra Diameteren X'Y'; for at bestemme Fortegnet for Ζω. skulde 
man egentlig være klar over den positive Retning af u'-Axen 
svarende til hver Stilling af den bevægelige Diameter X'Y", Alle 
Besværligheder i saa Henseende kunne imidlertid omgaas, idet 
man benytter sig af, at Centrifugalmomentet kun skifter For- 
tegn, naar den bevægelige Diameter falder i MT, altsaa naar 
X' falder i Punkterne 1 eller 2. Z,, har følgelig samme For- 
tegn som Ζεν (= RT), hvis man kan dreje OX hen til Stillingen 
OX', uden at X' derved passerer 1 eller 2, ellers (for én Passage) 
modsat Fortegn. Da Inertimomenterne altid ere positive, maa 
Punktet T altid falde indenfor Cirklen. 

Den angivne Konstruktion kan ogsaa anvendes for skæv- 
vinklede Koordinater og for Overgang fra ret- til skævvinklede. 
I Fig. 36, Pl. 5, er Cirklen og Punktet T bestemt ganske som 
i Fig. 35. For de vilkaarlige retvinklede Axer OX og OY haves 
altsaa: RT = Zzy, RY = 1. Drejes nu OX til Stillingen 
OX', der med OY danner Vinklen w, findes 7's Afstand fra 
Korden X'Y ved αἱ projicere YR'T ind paa RT, Dette giver: 


ΙΤ = Zzy sin w — I, cosw = sin (24, — cot m.1,), 


og ved Sammenligning af dette Udtryk med den sidste af Lig- 
ningerne (3) ovenfor findes: 
RT = ζυν. δη ω. 

Ζωψ er Centrifugalmomentet om de skævvinklede Αχογ 
OX' og OY, idet Arealelementernes Afstande fra Axerne maales 
i de skæve Retninger. Hvis man derimod, som man under- 
tiden har gjort, maalte disse Afstande vinkelret paa Axerne, 
vilde man (Fig. 37, Pl. 5) have: 


”) Hjælpecirklens Diameter er her altsaa I; + 12. Ved en anden almin- 
delig anvendt Konstruktion (se f. Ex. Miller- Breslau: »Die graphische 
Statik der Baunkonstruktionen«, I, 1887) benyttes en Cirkel med Dia- 
meter 1; — I2. 
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Zen - )æuidE = sin?w των ας = δἰπ]ω. Zry 
og altsaa RT = 7. 


Vi ville dog for at undgaa Forvexlinger fastholde vor op- 
rindelige Definition af Centrifugalmomentet i skævvinklede 
Koordinater, altsaa derved forstaa Z,,. 

Størrelsen Ζω, kan imidlertid benyttes til at gøre Over- 
gang til Inertimomenterne. Hvis nemlig Vinklen w mellem 


Axerne bliver Nul, falde αι og δι (Fig. 37) sammen, og fryd 


gaar over til at betyde Inertimomentet i retvinklede Koordinater. 
Lader man Axerne falde sammen i OX' (Fig. 36), gaar Korden 
X'Y over til at blive Tangent til Cirklen i X', og Afstanden 
TP fra T til Tangenten er da Inertimomentet i retvinklede 
Koordinater om Axen OX'; paa samme Maade er ΤΟ Inerti- 
momentet i retvinklede Koordinater om OY. Dette er forøvrigt 
kun et almindeligere Udtryk for den ovenfor viste Konstruk- 
tion af I, og I, (som de Stykker, hvori Diameteren deles af 
Fodpunktet for den vinkelrette fra Τ]. 


Ifølge den første af Ligningerne (3) ovenfor finder man 
Inertimomentet i skævvinklede Koordinater ved blot at multi- 
plicere Inertimomentet om samme Axe i retvinklede Koor- 
dinater med cosec?w. — Resultaterne af vore Undersøgelser 
angaaende skævvinklede Koordinater kunne nu udtrykkes saa- 
ledes: man finder Inertimomenter og Centrifugalmoment, begge i 
skævvinklede Koordinater, med Hensyn til Axerne OX' og OY 
ved blot at multiplicere Punktet T's Afstande fra Tangenterne i 
X' og Y og fra Korden X'Y med cosecw, altsaa: 


Ιω = cosec?w. TP, I, = cosecw . TQ, 
Åzy —= cosec'w. TR", 


Af Fig. 36 ses, at Z,4 bliver Nul, naar Korden X'Y gaar 
gennem T. Linier fra O til Endepunkterne af saadanne Korder 
kaldes konjugerede Axer (ere konjugerede Diametre i Inerti- 
ellipsen). 

Kender man Hovedaxerne og Hovedinertimomenterne i 
Forvejen, bliver Konstruktionen simplere, idet Punktet T falder 
paa Y-Axen. 


A Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære. 3 
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Formler til Beregning af Hovedaxernes Stilling og Hoved- 
inertimomenterne. Hvor det kommer an paa større Nøjagtighed, 
maa man helst beregne disse Størrelser. Af Fig. 35, PI. 4, 
faas Vinklen fra X-Axen til den første Hovedaxe, O1, lig 
y == Z/ X01, og / TMR -- 2(180' — »); 





᾿ Ζ, 
tgTMR = —tg2y -- TRT) 
altsaa tg2y -- rr i (6). 
77% 


det samme faas af den sidste af Ligningerne (1), naar man 
bestemmer den Værdi af α, for hvilken 7, — 0. 

Af Figuren ses endvidere, at Punkterne T og 1 altid ville 
falde paa modsat Side af OY, hvoraf følger, at Z,, og tgy 
altid have modsat Fortegn; herved kan den rigtige Værdi for 
y vælges (Ligningen ovenfor bestemmer to Værdier). 

Inertimomentet I, om Axen Οἱ er lig ΤΙ =— OS, idet 
TS £ Οἱ, og OS = OR + RS —= I, + Zzytg (180? — »). 


Idet I, + 1 = I, + I,, haves altsaa: 


I, = I, — Zrytgy, | η 


I = I, + Ζιφίμγ. 


Nogle hyppigt forekommende Inertimomenter. Inertimoment- 
erne af Figurer, der begrænses af rette Linier, kunne altid 
findes ved Inddeling i Rektangler, Trekanter ο. Il. simple 
Figurer og Addition eller Subtraktion af de enkelte Deles 
Inertimomenter. 

For regulære Figurer er Tyngdepunktets Inertiellipse en 
Cirkel, altsaa alle Inertimomenter om Axer- gennem Tyngde- 
punktet lige store. 

Axen er i Tabellen nedenfor angivet ved en punkteret 
Linie. For Cirklen gaar Axen gennem Centrum (ikke an- 
givet i Fig.) 
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Exempel. Man skal bestemme Hovedaxernes Stilling og 
Hovedinertimomenterne for et Z-Jærn, Ν. P. Nr. 16. Alle 
Dimensioner findes i Fig. 38, Pl. 5. 

For at finde I,, I, og Ζεν inddeles Figuren i tre Rekt- 
angler, Hoved, Fod og Krop. 


1, -- «095. 13,8 + μι. 7 (168 — 13,82) -- 1048 σι. 
1, = 74. 13,8. 0,805 --- 9. 474. 1,1.73+ 2.7.1,1.3,075? = 909 πι”. 


Zøy = 2.7.1,1.7,45.3,075 = + Δδδ απ, 
3% 
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Ζεν er Nul for Kroppen, for Hoved og Fod findes det-ved 


Formlen for Parallelflytning af Axerne. 
Af Lign. (6) faas: 


2. 3538 . 
er == sg ode ρα 


+ 2y = π.π- 40914". 


g --- 20974 
Y= 1) 11097, 


Da Zzy er positiv, skal tages: y = —207', hvorved 


tgy = — 0,366. 
Af Lign. (7) findes nu: 


I, = 1043 + 353 . 0,366 = 117204, 
I, = 209 — 353 . 0,366 = 80cm.', 
Hovedaxernes Stilling er vist i Fig. 38. 





ANDET AFSNIT. 


Usammensatte Paavirkninger. 


& 13. Den tekniske Elasticitetslære beskæftiger sig med 
to Hovedopgaver, nemlig at bestemme Dimensionerne af et 
Legeme, der er paavirket af givne ydre Kræfter, og at bestemme 
de af Kræfterne bevirkede Formforandringer. Naar man gaar 
til Bunds i Sagen, vil det imidlertid vise sig, at ogsaa Dimen- 
sionsbestemmelsen beror paa en Bestemmelse af Formfor- 
andringer, — Dimensionerne maa være tilstrækkelige til at 
hindre Formforandringerne i at overskride den »tilladelige 
Grænse«, Den tekniske Elasticitetslæres Maal er altsaa direkte 
eller indirekte en Bestemmelse af Formforandringerne som 
Funktioner af de ydre Kræfter. κ 

Den rationelle Mekanik giver Ligevægtsbetingelserne for 
de ydre Kræfter, idet Legemerne i Almindelighed betragtes 
som absolut faste. De paa denne Maade udledede Ligevægts- 
betingelser have ikke desto mindre fuld Gyldighed ogsaa her, 
naar man indskrænker sig til at undersøge Forholdene, efterat 
Formforandringen har fundet Sted og der er indtraadt Lige- 
vægt. I de første Øjeblikke efterat Kræfterne have begyndt at 
virke, vil der, hvis dette er sket pludseligt, indtræde Sving- 
ninger om Ligevægtsstillingen; Undersøgelsen af de herved 
bevirkede Formforandringer og deres Tilladelighed har selv- 
følgelig overordentlig stor praktisk Betydning, men er i de 
fleste Tilfælde ugennemførlig eller i alt Fald meget vidtløftig, 
saa man søger at komme udenom Spørgsmaalet og hjælpe sig 
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med de for Ligevægt fundne Resultater. idet man modificerer 
disse ved Tilføjelse af Erfaringskøefficiemter. Vi ville kun 
enkelte Gange i det følgende komme til at strejfe imd paa 
detie »dynamiske«- Omraade: i Almindelighed forndsætie vi 
Ligevægien indiraadt. 

Formforandringerne kunne være elasfiske. d. τ. 5. de for- 
svinde, naar Kræfierne høre ορ at virke. eller permanenie, og 
Legemernes Forhold overfor de våre Krætiers Virkning er 
højst forskelligt. eflersom det ene eller det andet er Tilfældet. 
Naar et Legeme kun er i Stand til at undergaa permanente 
Formforandringer, er den Modstand. Legemet gør mod at 
deformeres, kun passiv: naar Formforandåringen er foregaaet. 
hersker der ingen indre Spændinger. Hvis Legemet derimod 
er fuldstændig elastisk. fremkaldes der aktrve indre Kræfter, 
der modsætie sig Formmforandringen, og denne fortsættes kun, 
indtil der bliver Ligevægt mellem de våre Kræfter ag de indre 
Modstaude: Legemnet forholder sig som en spændt Fjeder. Til 
givne ydre Kræfter svarer der ganske bestemte Spændinger i 
Legemets forskellige Punkter, og idet Formforandringerne 
variere smed Spændingerne, maa man først bestemme disse 
sidste. 

Til Bestemmelse af Spændingerne har man, at de skulle 
holde Ligevægt mod de νάτε Kræfter, og til Ligevægt fordres, 
at hver enkelt Dej af Legemet for sig skal være i Ligevægt 
Hvis man derfor skærer en Del af Legemet løs fra det øvrige 
ved et eller flere, plane εἶετ krumme Snit, maa altsaa de 
indre Kræfter, der virke paa disse Snit, holde Ligevægt mod 
de ydre Kræfter paa det udskaarne Stykke af Legemet. Spæn- 
dingerne variere naturligvis i Almindelighed fra Punkt til Punkt 
i Snittene, og naar man vil have denne Variation bestemt, 
maa man derfor begynde med at skære en uendelig lille Del 
af Legemet løs og opstille Ligevægtsbetingelserne herfor. Ofte 
interesserer det kun at bestemme Resultanten af Spændingerne 
paa et Snit af endelig Størrelse, og ifølge den beskrevne 
»Snitmethode« maa denne Resultant da holde Ligevægt mod 
alle de ydre Kræfter, der virke paa det udskaarne Stykke af 
Legemet (»paa den ene Side af Snittet«). 

Naar man paa denne Maade har bestemt Spændingernes 
Afhængighed af de ydre Kræfter, mangler man endnu kun en 
Relation mellem Spændinger og Formforandringer; en saadan 
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kan kun udledes ved Forsøg med de enkelte forskellige 
Legemer. De Legemer, vi her have med at gøre, ere kun 
saadanne, der anvendes i Bygnings-, Maskin- eller lignende 
Konstruktioner, og de ere som oftest ikke fuldkommen elastiske; 
Formforandringen bestaar af en elastisk og en permanent Del 
selv for de mindste Paavirkninger, fuldkommen Elasticitet 
findes sandsynligvis aldrig, i alt Fald ikke i Legemernes op- 
rindelige Tilstand. Naar Formforandringerne saaledes ere dels 
elastiske, dels blivende, er det kun de første, der fremkalde 
aktive indre Kræfter, Spændinger, og den omtalte Relation 
mellem Spændinger og Formforandringer angaar altsaa i alle 
Tilfælde kun de elastiske Formforandringer. 

Hvad nu selve denne Relation angaar, saa har man i lange 
Tider antaget den for lineær. Det blev allerede fremsat i Aaret 
1678 af Englænderen Hooke, at Spændinger og Formforandringer 
vare ligefrem proportionale, og denne Hooke's Lov har dannet 
Grundlaget for Elasticitetslæren lige op til vor Tid. I Tidens 
Løb blev man efterhaanden klar over, at den i alt Fald kun 
gælder, saalænge Paavirkningen (eller Formforandringen) ikke 
overskrider en vis Grænse, og op til samme Grænse antog 
man saa i lang Tid, at Formforandringerne vare fuldkommen 
elastiske. De senere Aars videnskabelige Materialundersøgelser 
have imidlertid vist, at der er en Mængde Legemer, for hvilke 
Loven ikke gælder — naturlige og kunstige Sten, Cement- 
mørtel, Støbejærn og forøvrigt vistnok Størstedelen af Metal- 
lerne — og for Øjeblikket staar Sagen nærmest saaledes, at 
man kun kan antage den som rigtig for smedeligt Jærn op til 
en vis Grænse. 

Imidlertid er smedeligt Jærn nu til Dags langt det vigtigste 
af alle Byggematerialer, og den Grænse, indenfor hvilken Hooke's 
Lov her gælder, ligger i alt Fald saa højt, at de i permanente 
Konstruktioner optrædende Spændinger holde sig indenfor den. 
Og selv om man er sig bevidst, at Hooke's Lov ikke er nøj- 
agtig for de andre Materialer, regner man dog endnu som 
oftest med de ved den udledede Formler, dels paa Grund af 
de mange Aars Hævd, dels fordi Beregningerne blive ulige 
vidtløftigere, saasnart man antager, en anden Lov; undertiden 
kan man ved en Erfaringskoefficient bringe Overensstemmelse 
til Veie med de virkelige Forhold. I et følgende Afsnit skulle 
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vi komme nærmere ind paa de enkelte Materialers virkelige 
elastiske Forhold og de heraf følgende korrektere Beregnings- 
maader. I dette Afsnit ville vi gaa ud fra Hooke's Lov som 
almindeligt gældende; men de her udledede Formler kunne 
altsaa strengt taget kun anvendes for Svejsjærn og Staal og 
endda kun under Forudsætning af, at Paavirkningen ikke 
overskrider Lovens Gyldighedsgrænse, den saakaldte Propor- 
tionalitetsgrænse. I Overensstemmelse hermed ville vi ogsaa i 
dette Afsnit ganske afholde os fra Undersøgelsen af Fænomener, 
der vise sig i Nærheden af Materialernes Brudgrænse, hvor 
Hooke's Lov absolut aldrig gælder. 

Ogsaa de for de enkelte Materialer gældende Konstanter, 
som man faar Brug for ved Beregningerne, skulle først med- 
deles senere, 


I. Træk eller Tryk. 


δ 14. Naar en Stang er paavirket til Træk efter sin 
Længderetning, vil Formforandringen bestaa i en Forøgelse 
af Længden og en Formindskelse af Tværsnittets Dimensioner. 

Vi se foreløbig bort fra den sidste Virkning og betragte 
en fuldstændig prismatisk Stang af homogent Materiale, paa- 
virket til Træk af en ensformigt over Normalsnittet fordelt 
Kraft; Kraften er parallel med Stangens Længderetning. 
Stangens . oprindelige Længde er ἰ, dens Tværsnit F; hele 
Kraftens Størrelse er P (kg), Kraften pr. Arealenhed af Normal- 
snittet (ifølge den ensformige Fordeling): 


σ- 5 (kg./cm.2). 


Idet alle de forskellige »Fibre« paalangs i Stangen maa 
forholde sig ens, kunne vi betragte et Prisme med Tværsnit 
lig Arealenheden, Længde ἰ, og have for et saadant, idet For- 
længelsen kaldes λ: 


ifølge Hooke's Lov: Å =—=. C.0, 


ifølge Forudsætningen om Homogenitet: λ. = οι. 1, 


altsaa: λ = K.0.leller σ = Κι. F> 
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hvor K, (eller K) er en Konstant, der alene afhænger af 
Materialet. Konstanten K, benævnes Elasticitetskoefficienten ") 
og betegnes ved E, hvorved Ligningen bliver: 





ol λ 
λ -- ο eller σ -- ΕΤ. (1). 
og 
η λ 
λ -- EF eller P - ΕΡΤ. (1 α). 





Betydningen af Størrelsen E kan findes ved i Formlen (1) 
at sætte λ. = I, hvilket giver E = 0; E er altsaa den Kraft 
pr. Arealenhed (kg./cm2), der bevirker en Forlængelse lig den 
oprindelige Længde, eller som vilde bevirke en saadan For- 
længelse, hvis det var muligt; imidlertid er selvfølgelig Propor- 
tionalitetsgrænsen overskreden længe forinden. 

Af Ligning (1) findes ogsaa, idet man indfører Betegnelsen: 


z -- & =— Forlængelsen pr. Længdeenhed: 


ε 


Elasticitetskoefficienten er altsaa Forholdet mellem Kraften 
pr. Arealenhéd og Forlængelsen pr. Længdeenhed. 

Hvis man i et Koordinatsystem afsætter σ som Ordinat, 
& som ÅAbscisse, vil Ligning (1), o = Ε.ε, fremstille en ret 
Linie gennem Begyndelsespunktet; Ε er altsaa lig tg. af denne 


Linies Vinkel med £-Axen. Almindeligt har man so = f(2); 


den herved bestemte Kurve er forskellig for de forskellige 
Materialer. Denne Kurve kaldes Materialets »Arbejdslinie« og 
er af stor Vigtighed ved Bedømmelsen af Materialets elastiske 
Egenskaber; dens nærmere Udseende komme vi tilbage til i 
et følgende Afsnit. Den indbefaiter Hooke's Lov som specielt 
Tilfælde. Naar Hooke's Lov ikke gælder, kan man naturligvis 
udtrykke dette saaledes, at Arbejdslinien kun er retlinet for 
en uendelig lille Tilvæxt til ø eller &; man kommer paa den 


”) 6, Bach benytter ikke Konstanten E, men a = 1: E, som han kalder 
»Forlængelseskoefficient« (Dehnungskoefficient). Udtrykket for 4% bliver 
derved ganske analogt med det for en Temperaturvariation gældende 
( ΞειΏ; dog fastholdes sædvanlig Benyttelsen af E, 
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Maade til αἱ opfatte E som tg. af Vinklen mellem ε-Αχοη og 
Tangenten til Kurven σ — [{ε) og taler derfor om en variabel 


Elasticitetskoefficient for vedkommende Materiale. I hele dette 
Afsnit betragte vi imidlertid Ε som konstant, 

Naar et Prisme er paavirket til Tryk efter sin Længde- 
retning af en over Normalsnittet ensformig fordelt Kraft 
P — oF, udleder man paa ganske den samme Maade som 
ovenfor en Relation mellem Kraft og Formforandring.  Rela- 
tionen bliver den samme som for Træk [Lign. (1) eller (1 α)], 
naar man heri lader λ betegne den totale Forkortelse, E 
Elasticitetskoefficienten for Tryk. Denne sidste Størrelses 
Betydning er ganske analog med Betydningen af Elasticitets- 
koefficienten for Træk, altsaa er E her lig Forholdet mellem 
Kraften pr. Arealenhed og Forkortelsen (ε) pr. Længdeenhed. 
For smedeligt Jærn har E meget nær samme Værdi for Træk 
og Tryk, og da de paa Grundlag af Hooke's Lov udviklede 
Formler nærmest kun gælde for dette Materiale, ville vi, som 
man ogsaa plejer at gøre, her almindeligt regne med samme 
Værdi for Træk og Tryk og bruge samme Betegnelse E for 
begge Størrelser. 

Idet vi ogsaa afsætte Størrelserne σ og & for Tryk som 
Ordinat og Abscisse i et Koordinatsystem, og idet vi regne 
Tryk-Spændinger og Forkortelser negative (i Sammenligning 
med Træk), komme vi ogsaa her til en ret Linie som Udtryk 
for Relationen mellem σ og ε, og naar E har samme Værdi for 
Træk og Tryk, falde de to rette Linier i hinandens For- 
længelse, 

For fuldstændig at faa Formforandringen bestemt mangle 
vi endnu et Udtryk for Tværsnitsformindskelsen, hvis Legemet 
er strakt, eller Tværsnitsforøgelsen, hvis det er trykket. Man 
antager Formforandringen pr. Længdeenhed &, vinkelret paa 
Kraftretningen lige stor i alle Retninger og ligefrem propor- 
tional med Formforandringen pr. Længdeenhed i Kraftretningen 
(€), sætter altsaa: 





For fuldkomment homogene Legemer have Navier og 
Poisson ad theoretisk Vej udledt, at m = 4. Direkte Maalinger 
have i Almindelighed for Byggematerialer givet Værdier mellem 
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3 og 4. Man finder forøvrigt temmelig forskellige Opgivelser, 
formodentlig hidrørende fra ikke ganske identisk Beskaffenhed 
af de undersøgte Stoffer. Exempelvis anføres følgende: 








— — 
| 1 

| Værdier af " angivne af 
| Amagat") | Everett "") 


Staal 300 . | 0,269 0,310 





Svejsjærn ...... | 0,275 
Støbejærn ...... j 0,267 
Κοῦδεγ 285305. 35 | 0,327 0,378 
Messing ....... | 0,328 0,469? 
Deltametal ..... | 0,340 

η αμ να | 04948 | 


| 


I Praxis regner man i Almindelighed m — 4, hvilket ikke 
synes at afvige meget fra det rette for de forskellige Arter af 
Jærn og Staal. 

Vi have nu fundet de nødvendige Relationer mellem 
Spændinger og Formforandringer, og hvis de ydre Kræfter 
virkelig ere ensformig fordelte over Stangens Endeflader, og- 
saa mellem de ydre Kræfter og Formforandringerne. Den 
nævnte Betingelse er ganske vist sjældent opfyldt, meget ofte 
paavirkes Leggmet kun (tilnærmelsesvis) i et enkelt Punkt, af 
en Enkeltkraft.. For αἱ Formlerne (1) og (1 a) i saa Fald skulle 
være anvendelige, maa det i alt Fald forlanges, at Kraftens 
Angrebspunkt er Endefladens Tyngdepunkt, ellers kan den 
ikke holde Ligevægt mod ensformigt over Normalsnittet for- 
delte Spændinger; og selv da kan Spændingen i Tværsnittene 
nærmest Enderne ikke være ensformig fordelt. Hvis Stangen 
imidlertid er nogenlunde lang, kan man nok for det midterste 
Stykke regne med Ligningerne (1) og (1a). Paa samme Maade 
maa, hvis: man har flere Enkeltkræfter, disses Resultant gaa 
gennem Tyngdepunktet, for at Spændingen skal kunne fordele 
sig ensformigt, og selv da sker dette kun tilnærmelsesvis i 
Midten af lange Legemer. Som Exempel herpaa kan nævnes 





”) Rapport XXVI. de la commission des méthodes d'essai des matériaux de 
construction, T. III, Paris 1895. 
%) Christiansen: Indledning til den mathematiske Fysik, Kbhvn. 1887. 1, S.125. 
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det almindelige Normal-Prøvelegeme for Cementmørtel (Træk- 
prøver), til hvilket Trækket fra Prøvemaskinen overføres i to 
symmetriske Punkter; men paa Grund af Prøvestykkernes 
ringe Længde kan Spændingen i Brudtværsnittet ikke antages 
ensformig fordelt; den sædvanligt opgivne Brudbelastning, som 
findes ved Formlen P = 6.F, er derfor sandsynligvis en Del 
for lille. Dette skulle vi senere komme tilbage til (5 51). 

Vi have nu alt fornødent for at løse de forskellige Opgaver, 
der kunne stilles. For et prismatisk Legeme med givne Dimen- 
sioner og paavirket af en given Kraft P, der nøjagtigt nok kan 
regnes ensformig fordelt over Stangens Endeflade, finder man 
Forlængelsen eller Forkortelsen ved Ligning (1a). Naar man 
omvendt skal bestemme Dimensionerne (F), maa der foruden 
Kraften (P) og Materialet (E) være givet den »tilladelige Form- 
forandring« (ει): man finder da af Ligning (1 a): 


Ra 
E.& 

Til Formforandringen ει svarer der en Spænding r, den 
»tilladelige Fiberpaavirkning«, bestemt ved Ligning (1), altsaa: 


Τ Ξ- E.&%, 


Ε -- 


og herved bliver Ligningen til Dimensionsbestemmelse: 


F= ο vi. 
bzr SE 

Man former i Almindelighed Ligningen saaledes, fordi det 
er bekvemmere at angive den tilladelige Fiberpaavirkning end 
den tilladelige Formforandring, og fordi Betydningen af Lig- 
ningen er mere umiddelbart indlysende. 

Denne Form af Ligningen vilde man forøvrigt have faaet 
direkte, hvis man som Princip for Dimensionsbestemmelsen 
havde opstillet dette, at Spændingen ikke maa overskride 
den tilladelige Fiberpaavirkning; saalænge Spænding og Form- 
forandring ere proportionale, er det naturligvis ogsaa lige- 
gyldigt, om man udtrykker sig paa den ene eller den anden 
Maade, men naar Proportionaliteten hører op, maa man træffe 
et Valg mellem de to Muligheder, og der kan da ikke godt 
være Tale om at gaa ud fra andet end Formforandringerne. 
Hvis man paa en eller anden Maade hindrer Formforandringen 
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i at finde Sted, kunne Legemerne taale Indvirkningen af saa 
at sige uendelig store Kræfter; et Legeme, der paavirkes til 
Tryk, men ved Indeslutning paa hele den upaavirkede Del af 
sin Overflade hindres i at vige ud til Siden, kan ikke knuses 
ved noget Tryk. 

Ved Formlerne (1 a) bestemmes kun Tværsnitsarealets 
Størrelse, dets Form er ligegyldig. Dette er dog ikke ganske 
Tilfældet i Virkeligheden, men da det navnlig konstateres ved 
Brudforsøg, skulle vi opsætte Omtalen deraf til næste Afsnit, 

Endnu maa det bemærkes, at de udviklede Formler til 
Dimensionsbestemmelse af trykkede Legemer kun kunne an- 
vendes, naar Længden ikke er for stor i Forhold til Tvær- 
snitsdimensionerne. Det forudsættes nemlig, at Legemet kun 
paavirkes til direkte Tryk, men ved lange Prismer, Søjler, op- 
træder der næsten altid en Tilbøjelighed til Bøjning ud til 
Siden, og derved kompliceres Sagen. Beregningen af Søjler 
skulle vi.senere komme tilbage til. 

Exempel. En 5"- lang Rundjærnsstang skal taale et Træk 
paa 121". Bestem Diameteren og Stangens Forlængelse. Til- 
ladelig Paavirkning regnes til 750 kg./cm.2, E = 2000000 kg. /cm.32, 


12000 








Man har: Fr lærd = 7ο 16 cm2, 
altsaa d = 4,52 cm. % 4,6 cm. 
uge 500 
λ -- E 750. 5000000 == 0,19 cm. 


Alle Længder maa indføres i cm. og Kraften i kg., naar 
r og E ere givne i disse Enheder. 


Opg. 6. Hvor store Spændinger bevirkes der i en Jærnstang ved en 
Temperaturvariation af + 35? C., naar den er anbragt saaledes, at den ikke 
kan udvide sig eller trække sig sammen. Udvidelseskoefficienten er 0,000012 
for 15 C., E = 2000000 kg. /cm.?. 

Opg. 7. Hvor stor Afstand kan man anvende mellem Ophængnings- 
punkterne for en Telegraftraad af 4 mm. Diameter, naar den hænger i en 
Bue med Pilhøjde lig το af Længden. Vægten pr. πα. er 0,1 kg., tilladelig 
Paavirkning 1200 kg./cm,?”. (Denne meget flade Kædelinie kan uden væsentlig 
Fejl erstattes med en Parabel under Beregningerne.) 


& 15. For en prismatisk Stang paavirket til Træk eller 
Tryk skal endnu undersøges, hvor stor en Arbejdsmængde, 
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der behøves til at frembringe en vis Formforandring λ.. Det 
antages, at Førmforandringen voxer jævnt, uden Svingninger, 
op til Værdien Ἆι: den ydre Kraft, der frembringer Formfor- 
andringen, maa altsaa ogsaa voxe jævnt op til den Værdi P,, 
der ifølge Ligning (1a) svarer til A,, og saaledes at den i hvert 
Øjeblik udvikler lige saa stor en Årbejdsmængde, som de indre 
Spændinger kønsumere. I et eller andet Øjeblik under Be- 
vægelsen har den ydre Kraft Værdien P, Formforandringen 
gen ifølge Ligning (1 a) tilsvarende Værdi 4, og i det paa- 
følgende Tidselement udvikles og konsumeres der Arbejds- 
mængden P.di. Hele den søgte Arbejdsmængde er da 


ἔρρα. 


Naar man (Fig. 39, Pl. 5) afsætter P som Ordinat, λ som 
Abscisse, faar man ifølge Ligning (1 a) en ret Linie OA, og 
Størrelsen Ρ. 4). betyder det i Fig. 39 skraverede Arealelement; 
den søgte Arbejdsmængde K er altsaa lig Arealet af Tre- 
kanten ΟΑΑ., 


Κ -- {/Ρι..λι. 
Indføres heri: 
å 1 
Ρ, -- σι. Ε, λι -- κ ; 
Fag = 
faas: κ -- SÅ = SE 0. V, (2). 


hvor V betegner Legemets Volumen. 


Den konsumerede Arbejdsmængde er altsaa proportional med 
Slutningsspændingens Kvadrat og med Legemets Volumen. Stør- 
relsen K kaldes Legemets Deformationsarbejde; Udtrykket for- 
udsætter, at Proportionalitetsgrænsen ikke er overskreden. For 
fuldkommen elastiske Legemer angiver det tillige Størrelsen af 
den Arbejdsmængde, der kan magasineres i Legemet, og som 
dette vil give fra sig igen, naar det faar Lov til at gaa tilbage 
til sin oprindelige Længde. 

Ved Udtrykket (2) kan ogsaa findes den Spænding og ved 
Ligning (1) dernæst den tilsvarende Formforandring, der frem- 
bringes, naar en given ydre Arbejdsmængde meddeles til 
Legemet, bl. a. ogsaa naar den overføres pludseligt, altsaa 
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virker som et Stød. Vi ville undersøge et Par specielle Til- 
fælde af Stød. 

1) Kraften P, begynder strax at virke med sin fulde Størrelse, 
dog uden Begyndelseshastighed. Legemet kan ikke strax antage 
den til Kraften svarende Forlængelse; i et vilkaarligt Øjeblik 
under Bevægelsen, hvor Formforandringen har naaet Stør- 
relsen λ, har den ydre Kraft udviklet et Arbejde, der (Fig. 39) 
er repræsenteret ved Rektanglet OC2C; Αι, medens Legemet kun 
har konsumeret det ved Trekanten OC2C fremstillede Arbejde. 
Bevægelsen vil ikke standse, førend det udviklede Arbejde er 
lig det forbrugte, hvilket først er Tilfældet, naar Forlængelsen 
er bleven OB; = 2.042; den tilsvarende Spænding er 
BB -- 2. Å2A. Punktet B kaldes den dynamiske Ligevægts- 
stilling, Punktet 4 den statiske; hvis Kraften voxede jævnt, 
saa der stadig var Ligevægt mellem den og de indre Spændinger, 
vilde Forlængelsen kun blive OA2. Naar Kraften strax virker med 
sin fulde Størrelse, vil altsaa baade Spænding og Formforandring 
blive dobbelt saa store som de til statisk Ligevægt svarende. 
Naar Bevægelsen er standset i B, vil der ikke være statisk 
Ligevægt, Formforandringen vil derfor aftage, svinge forbi den 
statiske Ligevægtsstilling til den anden Side ο. s. v. og tilsidst 
paa Grund af ufuldstændig Elasticitet ο. 1. standse i denne. 

2) Legemet er paavirket af en Kraft Pin. og den dertil 
svarende Ligevægtsstilling Οἱ (Fig. 40, Pl. 5) har indstillet sig; 
Kraften faar pludselig en Tilvæxt, saa den bliver ΈΏμα,.  For- 
holdene ville da stille sig, ganske som om Begyndelsespunktet 
O var flyttet til Οἱ: der vil først blive dynamisk Ligevægt i B, 
idet B;B = Βωα.. = Prmin. Den hele dynamiske Spænding bliver: 


BB = Ῥπως. + (Pmax. = Pin.) = Pmax. + Variationen. 


Denne Formel gælder ogsaa, hvis P%x. og Pin. have mod- 
sat Fortegn, og kan i det hele bruges, naar Kraften pludselig 
varierer mellem en højere og en lavere Værdi, naar blot Punktet 
B ikke falder udenfor Gyldighedsgrænsen for Hooke's Lov. 
Ogsaa her vil der indtræde Svingninger om den statiske Lige- 
vægtsstilling Α. 

3) En Vægt Q falder ned fra Højden h og træffer en lod- 
ret prismatisk Stang, der ved Stødet paavirkes til Strækning eller 
Sammentrykning. 1 den dynamiske Ligevægtsstilling er Form- 
forandringen Λι, Resultanten af Spændingerne P,. Vægten Q 


. 
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har da gennemløbet Vejen ᾗ-ί-λι, og ved at sætte det ud- | 
viklede Arbejde lig det forbrugte faas: 


Q(h + λι) = 4 Ρι.λι. 


Kaldes den til Kraften Q svarende statiske Formforandring 


AX, haves: 

år 2: 

A! 4” 
hvorved : X (h+- 1) = λα, 


λι — λ + Vi: + 21h, 
re rer DN 


For h -- 0 findes heraf: 4, = 24, P; = 20, stemmende 
med Resultatet ovenfor. For h = 4λ faas: λι = 4λ, P, -- 40, | 
og man ser i det hele, at den dynamiske Spænding voxer 
meget hurtigt med h. Naar h er saa stor, at A kan regnes 
som forsvindende i Sammenligning hermed, faar man: | 


i -- ΥδλΗ, P, = ϱ Vt, 


hvilket man strax vilde finde ved at hbortkaste Arbejds- 
mængden Q.A, 3). 


Exempel. Hvor stor en Faldvægt Q kan den i Exemplet 
i 9 14 behandlede Rundjærnsstang med Diameter 4,055. taale, 
naar Fiberpaavirkningen ikke maa overskride 750 kg./cm.%, og 
naar Faldhøjden h = 23.3 

Til Spændingen 750 kg./cm.2 svarer en Formforandring 
0,19. som beregnet i 6 14, og denne Værdi maa λι ikke 
overskride. Af Tilnærmelsesformlen findes da 


— 09,19 





re en gem. 
λ 406 0000000”. 
og derefter ϱ -- Ε XL — 2000000 πω, — 5,7 kg. 





”) En nærmere Undersøgelse af Virkningen af Stød paalangs findes f. Ex. i: 
Flamant: Résistance des matériaux, Paris 1886. 
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I Stedet for at benytte denne Tilnærmelsesformel kan man 
lige saa let direkte gøre Brug af Udtrykket for Stangens De- 
formationsarbejde i Ligning (2) og sætte: 
σι" 750? 


γ 


Q. 200 "pm 22000000 " 16 - 500 — 1125 kg. cm. 


& 16. Variabelt Tværsnit. Hidtil har det paavirkede 
Legeme været forudsat fuldstændig prismatisk; Formlerne 
kunne imidlertid temmelig let anvendes, selv om dette ikke 
er Tilfældet, naar blot Legemet har en retlinet Axe, der inde- 
holder Tyngdepunkterne af alle Tværsnit vinkelret paa denne 
Axe (Omdrejningslegemer ο. 1.). Kraftretningen skal da falde 
i Axen. 

Man lægger en Række Snit vinkelret paa Axen og uendelig 
nær ved hinanden og anvender de tidligere fundne Formler 
paa de mellem Snittene liggende uendelig tynde Skiver. For 
en saadan Skive med Tykkelse dx og Tværsnit F haves For- 
længelsen ifølge Ligning (1 a): 


hvoraf λ - 


Naar man her kender F og P som Funktioner af x, kan 
Integrationen udføres. 
Forlængelsen pr. Længdeenhed ε er her variabel, 


då P. σ 
dd ΕΕ Ε) 


εἐ-- 


Hvis Kraften P er konstant, ses & at være størst i det 
Tværsnit, hvis Areal er mindst; dette maa derfor — naturligt 
nok — lægges til Grund ved Dimensionsbestemmelsen. Denne 
udføres saa forøvrigt, idet σ og & ogsaa her ere proportionale, 
ved Ligningen P = F,.r, hvor F, er det mindste Tværsnitsareal. 

Som Anvendelse heraf plejer man at beregne Formen 
af en lodret Stang, der er ophængt i sin ene Ende og skal 
bære en i den anden Ende ophængt Vægt P foruden sin egen 
Vægt, idet Fiberpaavirkningen skal være den samme i alle 
Snit (Fig. 41, Pl. 5). Tværsnittet af Stangen, skal være en 

Α. Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære, 4 
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Cirkel, og da Kraften voxer opad, maa Tværsnittet ligeledes 
voxe opad. 
Det nederste (mindste) Tværsnit har Radius ϱυ, bestemt af: 


πρυ..Γ = Ρ. 


I Afstanden æ tra den nederste Ende er Radius 9; Kraften 
er her P + Q,, hvor Q, er Vægten af Længden æx af Stangen. 
Det konsekutive Tværsnit har Radius ϱ + dø og skal bære 
P— Qz + dQ», hvor ἀθ, = .πρ'. dæ, idet Vægtfylden kaldes 
q; dette Snits Areal er: πρ" — 270 - dø. 

Altsaa haves: 


(πρ' + 2πράρ)γ = P +- Qx <- ᾳ.πρ΄άα, 


hvoraf: 5 Br" 
og ved Integration, idet x = 0 giver ρ = 9,: 
Wi 


e "MS 


ο. - e" 


ϱ, 


der er Ligningen for Legemets Meridiankurve. Forlængelsen 
findes her overmaade let, da'Spændingen er konstant: 

uw ρ. rl 

λ -- κ. -ἜἝ | αν -Ἔτ- 

Den fundne Form gælder selvfølgelig ogsaa for Tryk. Den 

kunde tænkes anvendt for høje, fritstaaende Bropiller (Mellem- 

piller), men faar ingen praktisk Betydning, fordi man af andre 

Grunde maa gøre det mindste Tværsnit større end nødvendigt 

for den direkte Trykpaavirkning. 


8 17. Træk- eller Trykpaavirkning samtidigt i 
flere Retninger. Da Formforandringerne baade i Kraftens 
Retning og vinkelret derpaa ere lineære Funktioner af Belast- 
ningerne, kan den fra flere samtidig virkende Kræfter hid- 
rørende Formforandring findes ved Addition af de af hver 
Kraft for sig bevirkede. Har man saaledes et Parallelopipedum 
(Fig. 42, Pl. 5), der i sine tre Hovedretninger er paavirket af 
Kræfterne P,, P, og P, (positive for Træk, negative for Tryk), 
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saa beregner man først Formforandringerne pr. Længdeenhed 
Β, oz 

ERR Ε) 
idet Tværsnittet vinkelret paa æ-Retningen har Arealet F, og 


fra hver Kraft for sig. Kraften P, alene giver & — 


F Ξ σε; med analoge Betegnelser i de andre Retninger faas 
æ 


følgende Sammenstilling : 


Forlængelser i 
x-Retningen y-Retningen z-Retningen 


Ρ, alene giver ε : ε : ε 

Æ gi Varg ἂν δν ο” 
1 1 

PP, — - — — 8 ε —— .&, 

y m ”" SÅ me 
1 1 

ΒΡ. -- -- «κ τος ὃς — — δς 8:. 
πι πι 


Ved samtidig Virkning af alle tre Kræfter faas Forlængel 
serne pr. Længdeenhed i de tre Retninger &,, & og &3, hvor 


1 
δες εντ (ἐν + &:) μοι KR ία. -- li (ον + σ)), 


og analoge Udtryk for ει og εν. 

Nu ere Formforandringerne bekendte. Hvis man skal 
bestemme Dimensionerne for et paa den Maade paavirket 
Legeme, har man blot at sørge for, at den største af disse 
Formforandringer ikke overskrider den tilladelige Grænse. Af 
de i $ 14 angivne Grunde plejer man imidlertid at forme 
denne Beregning saaledes, at man først bestemmer den ideelle 
Spænding σι, d. v. s. den Spænding (pr. Arealenhed), som vilde 
frembringe samme største Formforandring, hvis den virkede 
alene. Hvis f. Ex. & er den største af Formforandringerne, 


har man: 


3 1 
σι -- Ε.ει Ξ- 0,— — (0 


πι + σε), 


og nu skulle Dimensionerne bestemmes saaledes, at σι < r 
(den tilladelige Fiberpaavirkning). 

Man ser, at Spændingen her ikke er ligefrem proportional 
med Formforandringen, saa det er ikke ligegyldigt, hvilken af 
disse Størrelser man gaar ud fra ved Dimensionsbestemmelsen. 

43 
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Naar alle Kræfterne virke til Træk, ser man, at σι er 
mindre end den største af Spændingerne σ,, 6,, 62; Dimen- 
sionerne kunne altsaa gøres mindre, naar alle Kræfter virke 
samtidigt, end naar den største virker alene. Det kan følgelig 
være en Fordel at tilføje nye Kræfter, naar de nemlig mod- 
virke den Formforandring, som de oprindelige Kræfter stræbe 
at frembringe. Hermed stemmer det ogsaa, at det virker til 
Gunst, naar man paa anden Maade end just ved Tilføjelse af 
nye Kræfter formindsker Formforandringen, saaledes f. Ex. 
hvis man paa en eller anden Maade hindrer Tværsnittets For- 
mindskelse (ved Træk) eller Forøgelse (ved Tryk). Dette kan 
direkte eftervises ved Forsøg, som vi senere skulle se (& 42). 


Opg. 8. Et retvinklet Parallelopipedum af Støbejærn med Kantlæng- 
derne a, b og ο er parallelt med Kanten b paavirket af et Træk paa 12t+«., 
parallelt med Kanten a af et Tryk paa 20. Kanten ο er 10 cm. lang; find 
de to andre Kanters Længde, naar den tilladelige Paavirkning er 150 kg./em.” 
for Træk og 700 kg./cm.” for Tryk. 


IL Forskydning. 


& 18. De Formforandringer, vi hidtil have betragtet, vare 
Ændringer af Længder; nu skulle vi undersøge Ændringer af 
Vinkler. 

Af et Legeme, der er paavirket af ydre Kræfter, tænke vi 
os et uendelig lille Parallelopipedum skaaret ud og lade Spæn- 
dingerne i dets Sideflader virke derpaa som ydre Kræfter. 
Foreløbig tænke vi os, at der kun findes Spændinger i to mod- 
staaende Sideflader AA og BB (Fig. 43, Pl. 5), og at disse 
Spændinger virke i Sidefladernes Planer; de maa da være lige 
store og modsat rettede, for at der kan være Ligevægt. De 
nævnte Kræfter kunne aabenbart ikke bevirke nogen som helst 
Længdeforandring af Siderne AA og BB; det eneste, der kan 
ske, er, at Sidefladerne AA og BB komme til at glide i deres 
Planer, saa de blive forskudte for hinanden, og det viser sig 
ved, at de oprindelig rette Vinkler have forandret deres Størrelse. 

Idet den uendelig lille Kraft, der virker i ΑΑ, kaldes dT7, 
Sidefladen AA's Areal dF, haves Kraften pr. Arealenhed 

dT 


Træ - 


αρ) 
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hvilken Størrelse kaldes Forskydningsspændingen.  Formfor- 
andringen BB' maa ifølge Hooke's Lov være proportional med 
Kraften dT, ifølge Forudsætningen om Homogenitet ligefrem 
proportional med Længden AB, omvendt med Tværsnittet dF; 
man har altsaa: 


BB -- Κ. ABT, eller τ-- Κι αν. 

K. er en Konstant, der kun er afhængig af Materialet; 
den kaldes Elasticitetskoefficienten for Forskydning og betegnes 
sædvanlig ved. G. Af Ligningen ovenfor ses Betydningen af 
6 at være ganske analog med Betydningen af E i $ 14; man 
har nemlig 6 lig Forholdet mellem Kraften pr. Arealenhed (τ) 


og Forskydningen pr. Længdeenhed (5) G er af Dimen- 
sionen kg./cm.?. 


idet FE --- ig. p (Fig. 43), skrives Udtrykket for r: 


τ-- Gtg.p, (3). 


hvilket er Relationen mellem Spænding og Formforandring. 
Denne sidste er udtrykt ved tg. p, hvor φ er Ændringen af 
den rette Vinkel mellem det Snit, hvis Forskydning der er Tale 
om, og dets Normal. Hvis Snittet selv flytter sig under Legemets 
Formforandring, kan man tænke sig det bragt hen i sin nye 
Stilling ved en Parallelforskydning og Drejning uden Ændring 
af nogen Vinkel og først derefter Forskydnings-Formforandringen 
udført; Vinklen p, der skal bruges som Maal for Formfor- 
andringen, er i saa Fald den Vinkel, som Snittets Normal maa 
dreje sig, efterat Snittet er bragt hen i sin nye Stilling. 

Vi skulle nu have fat paa en Relation mellem Forskyd- 
ningsspændingen τ og de ydre Kræfter. Hvis vi lægge et 
Snit, der deler Legemet i to Dele, og kun betragte det paa 
den ene Side af Snittet liggende Stykke af Legemet og de 
herpaa virkende ydre Kræfter, skal Resultanten T af alle de 
ydre Kræfters Projektioner paa Snitplanen være lig Resultanten 
af de forskydende Kræfter τ. αξ i de enkelte Arealelementer 
dF af Snittet. Man kunde nu paa sædvanlig Maade opskrive 
tre Ligevægtsbetingelser for alle disse Kræfter i Snitplanen, 
men alene derved vilde man dog ikke faa tilstrækkeligt til at 
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bestemme Størrelsen af τ i alle de forskellige Punkter. Vi 
skulle senere efterhaanden se, hvorledes man i specielle Til- 
fælde kan naa til en saadan Bestemmelse; her skal blot be- 
mærkes, at hvis Forskydningsspændingen var ensformig fordelt 
over Snittet {τ lige stor og ens rettet i alle Punkter), vilde 
man have: 


Τ -- [τάς --τ.Ε-- 6.Ρ.ιφ, (3 a). 


” hvor T er Projektionen af de ydre Kræfters Resultant paa 
Snitplanen, F Snittets Areal. 

Den nævnte Fordeling af Forskydningsspændingerne kan, 
som vi strax skulle se, aldrig forekomme, men man regner i 
Praxis i mange Tilfælde, som om den var til Stede; man faar 
naturligvis saa ikke den nøjagtige Størrelse af 7, men en 
Middelværdi for det paagældende Snit, og dette kan ofte være 
nøjagtigt nok. 

Hvis vi ville gaa videre med Forudsætningen om den ens- 
formige Fordeling af Føorskydningsspændingen, have vi i 
Ligning (3 a) Relationen mellem de ydre Kræfter og Formfor- 
andringen, saa denne sidste kan bestemmes, naar T er givet. 

Naar man skal bestemme Dimensioner, har man hertil, 
at Formforandringen tg. ikke i noget Punkt maa overskride 
den tilladelige Værdi. Da tg.p og t ere proportionale, kan 
man imidlertid ligesom i & 14 i Stedet herfor sætte den Be- 
tingelse, at Forskydningsspændingen τ ikke i noget Punkt maa 
overskride den tilladelige Værdi f. Under Forudsætning af 
ensformig Fordeling af τ faas da til Dimensionsbestemmelsen 
(Bestemmelse af F): 


T= f.F. 


Denne Lignings Anvendelse i Praxis er ofte fuldkommen 
berettiget; thi som vi senere skulle se, gaar man ved Fast- 
sættelsen af [5 Værdi ud fra den Spænding τ, som ved Forsøg 
findes at frembringe Brud; og denne Spænding τ beregnes af 
den Kraft Τ, der er nødvendig for at frembringe Brud, og af 
Tværsnittet F ved samme Ligning: T = cx.F. 


8 19. Forskydningsspændingerne i to paa hin- 
anden vinkelrette Snit. Naar man i et af ydre Kræfter 
paavirket Legeme lægger et Snit, vil Spændingen heri i Al- 
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mindelighed være skraat rettet mod Snittet og altsaa kunne 
opløses i en Komposant vinkelret paa Snittet og en i Snittets 
Plan. Den første bevirker alene Træk eller Tryk (Normal- 
spændinger), den sidste alene Forskydning. 

Hvis man betragter et bestemt Punkt i Legemet og ud- 
skærer et uendelig lille tresidet Prisme om Punktet, og hvis 
man endvidere forudsætter, at der ingen Kræfter virker i 
Retning af Prismets Kanter, hvad som oftest vil være Tilfældet 
i de praktiske Anvendelser, har man (Fig. 44, Pl. 5) Spæn- 
dingerne paa Sidefladerne AB og AC fremstillede ved de skraat 
rettede Kræfter P, og Β,. P.opløses i Ρ Æ AC og Ρ." i AB, 
ligesaa P, i Py Æ AB og Pr," i AC. Idet AB og AC ere 
uendelig smaa, kunne P, og P; og ligeledes Kraften P,, paa BC 
altid betragtes som ensformig fordelte over de Snit, hvorpaa 
de virke, og derfor som gaaende gennem Snittenes Midtpunkter. 
For at der skal være Ligevægt, maa de tre Kræfter gaa gennem 
samme Punkt og danne en lukket Krafttrekant.  Ligevægts- 
betingelsen kan ogsaa udtrykkes saaledes, at Resultanten af 
P, og P. skal være lig P, og modsat rettet. Sammensætningen 
af P, og P. kan foretages ved at sammensætte deres ovenfor 
nævnte Komposanter, og da P, og Ρ aabenhart give en Re- 
sultant gennem Midtpunktet af BC, maa dette ogsaa være Til- 
fældet med P," og P4'; for at det sidste skal være muligt, 
maa imidlertid: 

Pe! Ρ 
AB" AC" 

Disse Brøker fremstille Spændingerne pr. Arealenhed i 
Snittenes Planer, naar Opløsningen af Kræfterne foretages som 
her angivet. Hvis man i Stedet for Kræfterne Β. og ιν havde 


opløst Spændingerne αν og αν efter de to Snitretninger, vilde 
man altsaa faa de i Snitplanerne faldende Spændinger lige store. 


es 0, maa ogsaa Per 
AB ig AC 

at naar man i et Punkt kender et Snit a og Retningen af den 
herpaa virkende Spænding P,, saa maa Spændingen P, paa et 
Snit b τε P, være rettet parallelt med Snittet α. Snittene a og 
b kaldes konjugerede Snitretninger, P, Æ b, P, Æ α. Til Be- 
nyttelsen heraf skulle vi komme tilbage i et senere Afsnit. 


Hvis specielt — 0, hvoraf følger, 
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Hvis specielt Snittene AB og AC ere vinkelrette paa hinanden, 
angive Komposanterne P' og P" de normale og tangentielle 


Kræfter; Spændingen 5 — τε er Forskydningsspændingen i 
Snittet ΑΒ. Man har altsaa: 
Το = Ty 


følgelig: i to paa hinanden vinkelrette Snit ere Forskydnings- 
spændingerne lige store, og man ser fremdeles, at det er nød- 
vendigt for Ligevægten, at τι og τε begge virke hen mod Skærings- 


"linien Α mellem Snittene eller begge bort fra denne. %) 


I & 18 forudsatte vi, at der paa det uendelig lille Paral- 
lelopipedum (Fig. 43, Pl. 5) kun virkede Forskydningsspæn- 
dinger i to modstaaende Sideflader, og det bemærkedes, at 
disse to Kræfter maatte være lige store og modsat rettede, for 


at der skulde kunne være Ligevægt. Naturligvis er dette ikke 


tilstrækkeligt til at skaffe Ligevægt; de to Kræfter i Snittene 
AA og BB danne et Kraftpar, og der kan følgelig kun blive 
Ligevægt, naar Parallelopipedet er paavirket af endnu et Kraftpar 
med lige saa stort Moment og drejende i modsat Retning. Ifølge 
den nu beviste Sætning maa der imidlertid i de to Sideflader AB 
ogsaa virke Spændingerne r (pr. Arealenhed), og naar ΑΑ --- dæ, 
AB — dy og den tredie Kant = dz, har man Momentet af 
det første Kraftpar lig (udædz). dy, af det andet (rdydz).dæ 
Sætningen om Forskydningsspændingernes Ligestorhed i to 
paa hinanden vinkelrette Snit er her kun bevist under Forud- 
sætning af, at der ingen Kræfter virker parallelt med Prismets 
Kanter i Fig. 44. Den gælder imidlertid ganske almindeligt. 

Vi betragte igen et uendelig lille Parallelopipedum (Fig. 45, 
ΡΙ. 5), der er skaaret ud af et af ydre Kræfter paavirket Legeme, 
og i alle sine Sideflader er paavirket af normale og tangentielle 
Kræfter. Vi lægge et Koordinatsystem med Begyndelsespunkt 
O i det ene Hjørne og med Axerne sammenfaldende med de tre 
fra O udgaaende Kanter. Parallelopipedets Kantlængder ere dæ, 
dy og dz. Sidefladen OA er paavirket af en Normalspænding ax og 
af en forskydende Spænding τ,, der har Komposanterne τ., og 


”) Udviklingen hidtil er taget efter W. Ritter: Anwendungen der grafischen 
Statik, 1., Zårich, 1888. 


57 8 19. 


Tzy efter z- og y-Axerne. I Sidefladen BC maa der da, idet 
vi forudsætte en kontinuerlig Variation af Spændingerne, virke 


2: dz) og Forskydningsspæn- 


dingerne --- (α + Se dx) og -- (εν En rn dz). 


Normalspændingen --- (ο. -- 


Alle Spændinger regnes positive i de positive Koordinat- 
retninger. Ovenstaaende Udtryk angive Spændingerne, d. v. s. 
pr. Arealenhed; Kræfterne (absolute Størrelser) findes ved at 
multiplicere med Sidefladens Areal dydz. Spændingerne i de 
andre Sideflader betegnes analogt hermed. Foruden de nævnte 
Kræfter virker der visse Massekræfter, ydædydz, angribende i 
Parallelopipedets Midtpunkt; Overfladekræfterne angribe i Side- 
fladernes Midtpunkter. 

Vi ville opskrive Momentligningen for en Axe gennem 
Parallelopipedets Midtpunkt og f. Ex. parallel med y-Axen. 
Alle Normalkræfter og Massekræfter skære Axen eller ligge i 
den og give altsaa ingen Momenter, Forskydningsspændingerne 
i Sidefladerne OB og AC heller ikke og endelig de med y-Axen 
parallele Komposanter af Forskydningsspændingerne i de fire 
tilbageværende Sideflader heller ikke. — Tilbage er der nu 
kun Forskydningsspændingerne τ,. (i Α0) og τ., (i OC) samt 
de tilsvarende i BC og AB; kun disse ere derfor viste i Fig. 45. 
Momenltligningen bliver da: 

(εω dzdy) 1 ας + (12, + FE de) dzdy .ådx 





+ (Fe dædy) ådz + (= κ LA dæ) ἀκάμ. }ά: — 0. 


Naar uendelig smaa Størrelser af 4de Orden bortkastes og 
dædydz bortdivideres, faas heraf: 


Ένα  Tiz. 


I sin almindeligste Form hedder Sætningen altsaa: i io 
vilkaarlige paa hinanden vinkelrette Snit ere de Komposanter af 
Forskydningsspændingerne, der staa vinkelret paa Snittenes 
Skæringslinie, lige store, og de virke begge hen mod eller begge 
bort fra denne Skæringslinie. Den sidste Del af Sætningen 
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følger af, at man fandt: τε, = —- r,, med de i Fig. 45 angivne 
Kraftretninger. 

Ved Hjælp af denne Sætning kan man indse, at den oven- 
for omtalte ensformige Fordeling af Forskydningsspændingerne 
er umulig. Vi lægge de to paa hinanden vinkelrette Snit- 
elementer a og b saaledes (Fig. 46, ΡΙ. 5), at det ene (6) falder 
i Overfladens Tangentplan; for denne Beliggenhed af Snittene 
gælder Sætningen ovenfor lige saa godt som ellers, og da For- 
skydningsspændingen i Overfladen er Nul, maa ogsaa den 
Komposant af Forskydningsspændingen i a være Nul, der er 
vinkelret paa Snittenes Skæringslinie (Tangenten til Snittet d's 
Omrids). Heraf følger altsaa, at Forskydningsspændingen i et 
Snitelement ude ved Legemets Overflade og vinkelret paa denne 
er rettet efter Snittets Tangent; den kan følgelig ikke i alle 
et Snits Punkter være parallel med den tangentielle Komposant 
T af de ydre Kræfter, saaledes som den ensformige Fordeling 
ovenfor forudsætter. Endvidere kan Spændingens Størrelse ikke 
være den samme i alle et Normalsnits Punkter; thi i det Element, 
hvis Tangent er vinkelret paa 7, er Forskydningsspændingen Nul. 


& 20. Relationer mellem Konstanterne for Nor- 
malspændinger og Forskydningsspændinger, Hidtil 
have vi betragtet Træk og Tryk for sig, Forskydninger for 
sig; i Virkeligheden optræde de imidlertid altid samtidigt. 

Hvis vi saaledes tage et Prisme (Fig. 47, Pl. 5), der er 
paavirket til Træk eller Tryk efter sin Længderetning af en 
Kraft P = 0.F, ensformig fordelt over Normalsnittet, saa vil 
der i alle skraa Snit optræde Forskydningsspændinger. I et 


Snit under Vinklen $ med Normalsnittet, altsaa med Åreal 
D 
Fsec $, er Spændingen i P's Retning lig SENE σεοςὺ. Ved 
Fsec $ 
Opløsning af denne efter Snittet og dets Normal findes, at 
dette Snit er paavirket af en Normalspænding σ' og en For- 


skydningsspænding 7' bestemte ved: 
o' = 6 Cc0os'$, τ' -- σεοδ & sin $ = | 06 sin 29, 


σ' har Maximumsværdien σ for $ = 0, Minimumsværdien 


0 for $ -- 3. τ' har Maximumsværdien io for $ = ο. 
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Minimumsværdien 0 for $ = 0 eller $ = 5 . Sættes Z 2 9 


for 9, [πας Forskydningen i dette Snit 7” -- x', stemmende 
med den ovenfor beviste Sætning. I det følgende skulle vi 
navnlig gøre Brug af det Resultat, at i et Prisme, der er paa- 
virket til Træk eller Tryk med Spændingen σ, vil den største 
Forskydningsspænding optræde i Snit, der danne 45? med Kraft- 
retningen, og denne Maximumsværdi er: τ-- 1σ. 

Naar man dernæst undersøger et elementært Parallelo- 
pipedum ABCD (Fig. 48, Pl. 5), paavirket af Forskydnings- 
spændingen τ i Fladerne BC og AD, vil man finde, at der i 
de forskellige Snit ogsaa optræder Træk- eller Trykspændinger. 
Under Forskydningens Indvirkning er Parallelopipedets Form 
bleven ÅEFD; Maalet for Forskydningen er 

αφ = sed 
CD" 

Diagonalen AC er kommen hen i Stillingen AF og er der- 
ved bleven forlænget Stykket CG, idet FG < AC (den vinkel- 
rette FG træder i Stedet for en Cirkelbue med Centrum Å, 
idet Formforandringerne behandles som smaa Størrelser). Man 
har altsaa Forlængelsen pr. Længdeenhed: 


08 ΟΡ 
— ΑΟ. CDcosec $ 
Variationen af ε for de forskellige Værdier af $ — i for- 


&€ 





i tg. p. sin 29. 


skellige Snit — er givet herved. For $ -- 0 og $ = 5 


haves & -- 0; største og mindste Værdi af ε findes for 
$= -- 1 , og Værdierne ere + i tg. p. Forskydningen er αἰί- 


saa altid ledsaget af Træk og Tryk; største Forlængelse og For- 
kortelse optræder i Retninger, der danne + 45? med Forskydnings- 
retningen, og have Værdierne + 4 lg. φ. 

Relationen mellem Forskydningsspændingen τ og de 
største Træk- og Trykspændinger 0%4x. findes ved i Ligningen 
Emax. — 7 j tg. p at indføre: 


σιικ. — Ε «Εμ T— Gtg.y, 


T "Gr 
hvorved -- —= + i 4 eller 7 -- 225% «Omaz. 


G 
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Naar man skal bestemme Dimensioner af et Legeme, der 
er paavirket til Forskydning, maa man selvfølgelig sørge for, 
at hverken den tilladelige Forskydning (tg. w) eller den til- 
ladelige Forlængelse (ε) overskrides. Heraf følger, at den til 
ladelige Værdi af Forskydningen (tg. p) højst maa være dobbelt 
saa stor som den tilladelige Forlængelse, eller idet Spændinger 
og Formforandringer her ere proportionale, at 


fz τα. (4). 


Herved kan man udlede den tilladelige Forskydnings- 
spænding f af den tilladelige Træk- eller Trykpaavirkning r, 
hvis man kender G og E. Naturligvis gælder Relationen (4) 
kun for fuldstændig isotrope Legemer. 

G og E kunne bestemmes ved Forsøg. Imidlertid kan 
man ad rent theoretisk Vej udlede en Relation mellem dem, 
saaledes som vi nu skulle se. 

Vi betragte en Tærning ABCD med Kanten 1 (Fig. 49, 
Pl. 5) paavirket til Træk af Spændingen (Kraften) σ. Herved 
forlænges AB til A,B, =— 1 £ og forkortes AD til Å,D, 


=— 1— 2. Som vi ovenfor have set, optræder der i skraa 


Snit i Tærningen Forskydningsspændinger, som naa deres 
Maximum i Diagonalplanerne AC og BD. Disse danne op- 
rindelig en ret Vinkel med hinanden, og et Maal for Forskyd- 
ningen haves i Ændringen φ af denne rette Vinkel. 


== 


Idet / BOB, -- jp, og tg.a — RT haves 


φ -- 3 + - BOG, -- 3 — 2a, 


(== | 
1 om 
1 — tg. a ο μα 


ἴρ.φ -- cot 2a --- πια == ---- 5 
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σον 

---ᾱ- |... … m 

ο πο 1 --ε 1) 
πι 





og ved her αἱ multiplicere den første Βτοκ i Tæller og Nævner 
med 1— το , den anden med 1 ---ε og bortkaste 24επ Potens 


af den lille Størrelse ε findes: 
t ε (1 + 2) 
εφ HK 
Ovenfor have vi fundet, at Forskydningen τ i Diagonal- 


planen er: 
T=— Gtg.p -- fo, 


hvorved o — 2G& (1 — <) 3 
m 


og idet σ = Ε.ε: 


G m 
Ἔ αι +]) 6 


Idet man herved kender Forholdet mellem G og Ε, bliver 
Ligning (4) til: 


f= FF (4 a). 


Sættes m — 4, haves altsaa: 
G = 0,4.E, f=< 0,8.r. (6). 


πι — 3 giver G -- 0,375. E, f< 0,75.r, saa det spiller 
ikke stor Rolle, om man tillægger m den ene eller den anden 
Værdi. Man regner gerne πι —= 4. En Verifikation af disse 
Resultater ved Forsøg kan bedst iværksættes ved Vridning, 
hvorom nedenfor. Her skal blot anføres, at Forsøg af Appleby”), 
Bauschinger ””) ο. fl. med forskellige Sorter smedeligt Jærn 





”) Forsøgene refererede af: Commission des méthodes d”'essai des matériaux 
de construction. Rapport ΧΧΧΗ. T. IIL, Paris, 1895. 

+%) Mittheilungen aus dem mech.-techn. Laboratorium der techn. Hochschule 
in Miinchen, Heft 3. 


' 
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have givet 6: Ε -- 0,96 — 0,49, som Middeltal 6: Ε -- 0,43. 
Det sædvanlig brugte Forhold, σ: Ε — 0,4 er altsaa nærmest 
lidt for lavt. De specielle Værdier af Konstanterne for de 
særlige Materialer komme vi tilbage til i et følgende Afsnit. 


II. Vridning. 


8 21. Vridning af en ret, cirkulær Cylinder. Naar 
en saadan Cylinder i sine to Endeflader er paavirket af to lige 
støre, modsat drejende Kraftpar, hvis Planer staa vinkelret 
paa Axen, vil Formforandringen bestaa i, at de forskellige 
Tværsnit blive drejede i Forhold til hinanden om Cylindrens 
Axe. Idet vi forudsætte Cylindren fuldstændig homogen, maa 
Drejningen være ensformig fordelt over Længden; Vridnings- 
vinklen pr. Længdeenhed kaldes $. Endvidere forudsætte vi, 
at alle Normalsnit i Cylindren holde sig plane; i saa Fald kan 
Formforandringen kun bestaa i en Drejning om Axen; denne 
maa nemlig blive ved med at være en Symmetrilinie, Normal- 
snittene maa derfor vedblive at være vinkelrette paa den, og 
da Axens Længde ikke forandres, maa Normalsnittene ved 
Vridningen glide i deres egne Planer. — Af det nu sagte 
følger, at en Linie i Cylindren, der oprindelig var parallel med 
Axen, efter Formforandringen er gaaet over til at blive en 
Skruelinie. 

Vi lægge to konsekutive Normalsnit i Afstanden dz (Fig. 50, 
Pl. 6). Idet Vridningsvinklen pr. Længdeenhed er $, vil det 
ene af de to Snit dreje sig Vinklen 9.dz i Forhold til det 
andet. Idet vi tænke os det nederste Normalsnit liggende 
fast, vil et Punkt Α i det øverste Snit blive drejet hen til 
Stillingen Α΄, idet / AOA' = $.dz. Af den uendelig tynde 
Skive mellem de to Normalsnit tænke vi os dernæst udskaaret 
et Prisme omkring den lodrette Linie AA med AÅrealelementer 
i Normalsnittene som Grundflader; ved Formforandringen vil 
Prismets øverste Endeflade glide i det øverste Normalsnit, saa- 
ledes at Kanterne lægge sig efter Skruelinie-Elementer som 
AA". Den Formforandring, Prismet herved er undergaaet, er 
en ren Forskydning, og den Vinkel c, der er et Maal for For- 
skydningen, ses i Fig. 50 lodret projiceret som / A',,ArÅr, 
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ldet Punktet Α befinder sig i Afstanden ϱ fra Axen, haves: 


εν ἆτ 
1ρ.φ -- be = 09.0. 


Det erindres, at Vinklen p skal være Ændringen af den rette 
Vinkel mellem et Snit og dets Normal, altsaa her Komplement 
til den Vinkel, som Prismets Kanter danne med dets Ende- 
flade, og deraf følger, αἱ ovenstaaende Udlryk for tg. p kun er 
rigtigt, hvis Normalsnittet har holdt sig plant og vinkelret 
paa Axen. 

Spændingerne i et Normalsnit maa aabenbart holde Lige- 
vægt mod det ved den ene Ende af Cylinderen virkende ydre 
Kraftpar med Moment M,, det vridende Moment. Forskydnings- 
spændingen paa Årealelementet dF ved A (Fig. 50) er: 


T= G.tg.p = G.0.9. 


Kraften τ. dF paa Arealelementet dF virker vinkelret paa 
Radius; ved at tage Momenterne med Hensyn til Axen faas: 


M, = | ἀρθαΡ.ρ-- 6.9 φαξ = 6.9.1 

hvor I, betegner Tværsnittets polære Inertimoment. Denne 
Ligning vilde gælde ganske uafhængig af Tværsnitsformen, 
hvis de Forudsætninger, under hvilke den er udviklet, vare 
korrekte i Almindelighed; dette er dog kun Tilfældet for 
cirkulært Tværsnit, som vi skulle se nedenfor. 

For den cirkulære Cylinder haves: 17, = 4ar', idet r 
betegner Radius til Omkredsen, hvorved: 


2M, 2IM, 
Gr 8 μόνα. (7). 


idet 9 betegner Vridningsvinklen for Længden /. Ligning (7) 
er Relationen mellem de ydre Kræfter og Formforandringen 
9 eller Ø; hvis man afsætter M, som Ordinat, $ som Abscisse, 
faas en ret Linie gennem Begyndelsespunktet, ganske analogt 
med Forholdene ved Træk og Tryk. 

Den største Forskydning optræder aabenbart ude ved Om- 
kredsen, og Dimensionerne skulle bestemmes saaledes, at denne 
største Formforandring 4% ikke overskrider det tilladelige, 5]. 
Naar vi her, som sædvanligt, hvor Kræfter og Formforandringer 
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ere proportionale, udtrykke den tilladelige Formforandring 9, 
ved den tilladelige Spænding f, haves altsaa hertil: 


f—= Gr%, 
og ved at indføre denne Værdi af 9, i (7) findes: 
' Μ, -- ἐπί (8). 


til Bestemmelse af Dimensionerne. 
For en hul cirkulær Cylinder med Radierne r, og Γο haves: 


ly = 47 (η — τοῦ), 


2M', 


= Er (7 a). 


hvorved : ον 
ώς, 4 
og M', =— inf ne (8 a). 

1 
Sammenlignes en hul og en massiv Cylinder med samme 
Volumen, haves: rr? -- 7," — 14, og sættes γι =— nr (n > 1), 
faas: το = (1? — 1)r, 72 + τὸ = (2n? — 1) r?, og endelig: 
Γιά ---- Γον = (2n? — 1)r'. Man finder da Forholdet mellem 
Vridningsvinklerne for samme vridende Moment (M, = Μι): 
9 i 
δε — 2 —17>1, 
altsaa er en hul Cylinder »stivere« end en massiv med samme 
Volumen (at et Legeme er i Besiddelse af stor Stivhed, vil sige, 
at dets Formforandring under Paavirkning af en given Kraft 
er 16). Paa samme Maade findes Forholdet mellem de 
vridende Momenter, som de to Cylindre kunne modstaa med 

samme tilladelige Fiberpaavirkning f: 

Μ, n 
MT mi St 
Bæreevnen er altsaa ogsaa størst for den hule Cylinder, men 
..---- 

da 2n?— 1 > 2n = Å er Fordelen ved at anvende en hul 
Cylinder større for Stivhedens end for Styrkens Vedkommende. 
Denne Sammenlignings Resultater ere paa Forhaand temmelig 
indlysende, idet Materialet i Nærheden af Cylinderens Axe 
kun bliver svagt paavirket og altsaa ikke gør synderlig Nytte. 
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Exempel. En Smedejærns Axel af 93 Længde skal over- 
føre et vridende Moment paa 6,4/”"". Bestem Dimensionen og 
Vridningsvinklen, idet f = 560 kg./cm.%, G = 800000 kg./cm.?, 


κ... VEN 





Man har: 560 ο gem., 
2. 900. 640000 > 
6 = ο ο — 407 7. 


Man finder lettere 6, naar man i Forvejen har beregnet r 
ved Hjælp af Relationen: 


Ligesom Formlerne for Træk og Tryk kunne ogsaa de 
her udviklede for Vridning anvendes paa Omdrejningslegemer. 
For at finde Vridningsvinklen af et saadant Legeme opskriver 
man ved (7) den uendelig lille Vinkel, der faas for en Skive, 
begrænset af to konsekutive Planer vinkelrette paa Axen: 

2M,dz 
de = TER" 
og finder hele Vridningsvinklen ved en Integration; for at 
kunne udføre denne maa man kende Relationen mellem r og 2, 
Ligningen for Meridiankurven. Legemets Bæreevne bestemmes 
ved Lignirig (8), hvor r er Radius i det mindste Tværsnit. 


& 22. Den Arbejdsmængde, der er nødvendig for at frem- 
bringe en vis Vridning (θ'), bestemmes ganske paa sammé 
Maade som ved Træk eller Tryk (5 15), idet Relationen mellem 
Kraft og Formforandring [Ligning (7)| ligesom for Træk og 
Tryk er grafisk fremstillet ved en ret Linie. 

Vi antage foreløbigt, at Formforandringen foregaar uden 
Stød, altsaa at det vridende Moment begynder med Værdien 
Nul og voxer jævnt op til Slutningsværdien Μ,, idet der stadig 
udvikles og konsumeres lige meget Arbejde. I et vilkaarligt 
Øjeblik er det vridende Moment M,, Vridningsvinklen 9, og i 
det derpaa følgende Tidselement udviklés og konsumeres Arbejds- 
mængden Μ,. ἆθ. Hvis man i Fig. 39, Pl. 5, lader Ordinaterne 
betyde M,, Abscisserne 9, er M,.d9 fremstillet ved et Areal- 


Α. Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære, 
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element som det skraverede, og hele Arbejdsmængden K er 
altsaa lig Arealet af Trekant OAA,, idet ΟΑι -- 6", A2A = My, 
følgelig: 
Κ — 1 Μ. .θ'. 
Indføres heri: 
VRE NE gren r.l É 
G.r 


Μι = jæ.t.r, 


hvor 7' er Spændingen paa Radius r (den største Spænding), faas: 


“3 ρἳ “. 
τὸ  ππΙ τ ν β. 


É πο] -- 
. gå G 4ςσ 


avor V er Cylindrens Volumen. 

Den konsumerede Arbejdsmængde er altsaa ligesom i $ 15 
proportional med Slutningsspændingens Kvadrat og med Legemels 
Volumen. 

Ved Ligning (9) kan man ganske som i $ 15 finde den 
Spænding, der frembringes, naar en given ydre Arbejdsmængde 
meddeles til Legemet, altsaa bl. a. ogsaa Virkningen af et 
Stød, og man kommer naturligvis til ganske analoge Resul- 
tater. Et vridende Moment, der strax begynder at virke med 
sin fulde Styrke, vil altsaa frembringe en dynamisk Spænding, 
der er dobbelt saa stor som den statiske, og der vil indtræde 
Svingninger om den statiske Ligevægtsstilling. En pludselig 
Tilvææt til det vridende Moment vil bevirke en dynamisk Spænding 
lig den statiske Maximumsspænding plus Variationen. 


& 23. Vridning af en Cylinder med vilkaarligt 
Normalsnit. Ovenfor have vi gjort forskellige Forudsæt- 
ninger, som ganske vist ville vise sig at være opfyldte for et 
cirkulært Tværsnit, men som ogsaa kun slaa til for et saadant. 
Vi have navnlig forudsat, at Normalsnittene blive ved at være 
Planer; imidlertid er det ifølge $ 19 bekendt, at der ikke kan 
optræde Forskydningsspændinger i Normalsnittet, uden at det 
samme vil være Tilfældet i Planer vinkelret derpaa, og disse 
med Axen parallele Forskydningsspændinger ville i Almindelig 
hed bevirke, at Normalsnittet netop ikke holder sig plant. — 
Endvidere regnede vi ovenfor Forskydningsspændingen i et 
vilkaarligt Punkt af Normalsnittet som vinkelret paa Radius: 
dette er rigtigt for en cirkulær Cylinder, hvor de oprindelig 
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retlinede Frembringere antage Form af Skruelinier, men for 
et andet Tværsnit kan det ikke være rigtigt, hvilket indses ved 
at gaa ud til Konturen; her maa Forskydningsspændingen 
være rettet efter Tangenten. Vi skulle se, hvorledes man kan 
gennemføre Beregningen uden disse Forudsætninger. 3) 

Vi lægge (Fig. 51, Pl. 6) som ovenfor to konsekutive 
Nørmalsnit i Legemet og betragte et uendelig lille Prisme med 
lodrette Kanter og med sine Endeflader beliggende i Normal- 
snittene; den nederste Endeflade dannes af Arealelementet om 
Punktet 4. Formforandringen bestaar i en ren Forskydning, 
hvorved den øverste Endeflade kommer hen til Punktet Α’. 
For at faa et Udtryk for Spændingen maa man have fat paa 
den Vinkel w, der er et Maal for Forskydningen. φ er Kom- 
plement til Vinklen mellem Prismets Kanter og Endeflade, 
efterat Formforandringen har fundet Sted, men man maa her 
erindre, at Prismets Endeflade ikke er bleven liggende i det 
oprindelige Normalsnit. Dette har antaget Form af en krum 
Flade z -- f(æ, y), og Prismets Endeflade ligger i Tangent- 
planen til denne Flade i Punktet Α med Koordinaterne αν, y, 2: 
φ er altsaa Vinklen mellem denne Flades Normal N i A og 
Linien AA'. 

Man har nu Spændingens Størrelse 7 = G.tg. mp; for og- 
saa at faa dens Retning bestemt ville vi søge dens Kompo- 
santer τ, og τν efter Koordinataxerne x og y; z-Axen er den 
Axe, hvorom Vridningen finder Sted. Idet Formforandringen 
tg. p betragtes som en lille Størrelse, kan man sætte tg. p = p 
og behandle Vinklens Projektioner paa æz- og yz-Planerne paa 
samme Maade. Man har da: τι = Gtg. φ’, hvor φ’ er Projek- 
tionen af p paa xz-Planen, og naar Normalen N er projiceret 
i Ny, (Fig. 51), haves med Figurens Betegnelser: φ' -- a —- β. 
Ved Behandlingen af den cirkulære Cylinder havdes 2 = 0 
og φ’ = a; endvidere tg. p -- 9.9, hvoraf tg.p' = — 4. 
($.0 afsættes i Retningen Ap Å'y og projiceres paa x-Axen); 


her er altsaa tg.a -- —$9.y. tg. er som bekendt lig ο 5 


hvorefter man har: 


τ, = Gtg.y' = G(tg.a + tg.8) = G(S κου). (α). 





") Problemet er navnlig behandlet af de Saint-Venant. Fremstillingen her 
følger nærmest den af Flamant (Résistance des matériaux, Paris, 1886) givne. 


5 
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øg paa samme Maade findes: 
76 (5: + 97). (b). 


Vi tænke os dernæst, at det betragtede uendelig lille Prisme 
om Punktet Α er et retvinklet Parallelopipedum med Kanterne 
dx, dy, dz (Fig. 52, Pl. 6). I dettes nederste Flade, AB, virke 
Spændingerne τ, og ty, altsaa maa der i AC virke en Spænding 
Tx, i BD: —+ (τν + dr;), i AD: t,,i BC: — (εν + dr,); der virker 
ingen Normalspændinger. Ligevægten fordrer, at Summen af 
de lodrette Kræfter er Nul, hvorved: 


t,dydz --- (t, +: ος ἀπ) dydz + tydædz + (εν + SE du) dædz=0, 


år, dry 
eller i σετ δη 


og ved Indførelse af de ovenfor fundne Værdier af τ, og τγ: 


&?z 
LESSLESE 0, (9. 
hvilket er Differentialligningen for den Flade, hvorefter Nor- 
malsnittet har krummet sig. 

Som i Indledningen til denne Paragraf bemærket, have vi 
endnu en Betingelse, der skal tilfredsstilles: ude ved Normal- 
snittets Omkreds er Forskydningen rettet efter Omkredsens 
Tangent. Derved faas (Fig. 51): 


dy Ty 
tg. 7 dx τ, > (d). 
hvilken Betingelse skal være opfyldt i alle Punkter af Om- 
kredsen (med Ligningen F(x, y) = 0). 

Hvis man nu ved Integration af Ligning (c) har faaet den 
Flade bestemt, hvorefter Normalsnittet vil krumme sig, kender 


man i Ligningerne (a) og (b) og derved Spæn- 


ὃτ ὃτ 
δε ὁ Sy 
dingens Variation, og man kan da opskrive Ligevægtsbetingelsen 
for det ydre vridende Moment og de indre Kræfter i et Nor- 
malsnit ganske som for den cirkulære Cylinder. ΄ 

Vi ville søge Betingelsen for, αἱ Normalsnittet holder sig 
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plant. Den Flade z = f(x, y), hvorefter Normalsnittet krummer 
sig, skal i saa Fald have Ligningen: z -- 6, hvorved aaben- 
bart Differentialligningen (ο) er tilfredsstillet. Ligning (d) 
bliver da ved Hjælp af (α) og (0) til: ; 


dy DE 
dx η) 
som er Differentialligningen for Normalsnittets Omkreds. Dens 
Integration giver: 
αἲ -- μἳ = 6. 


Udviklingen i $ 21 [ο επ cirkulær Cylinder er altsaa 
korrekt. 
Vi ville dernæst undersøge Vridningen af en elliptisk 
Cylinder. Normalsnittet har Ligningen : 
αἳ y 
a! ΜΗ 


hvorved Ligning (4) bliver: 


1; 


Dette Forhold mellem Spændingerne gælder foreløbigt kun 
ude ved Omkredsen, men vi ville prøve, om det ikke kan 
gælde for alle Tværsnittets Punkter. 


Hvis vi sætte: 
τι — ΑΗ, τν = βα, 
faas af Ligningerne (α) og (0): 


åz Α ὃς B 
dx” G υ τὸν dy” G 98; 


og ved Differentiation heraf ses, at Ligning (c) er tilfreds- 
stillet; den antagne Spændingsfordeling er altsaa rigtig. Ved 
Integration af de to Ligninger faas: 


ες) sz+ plv), ος --(ὁ —9) xy + w(a), 


og da disse to skulle være identiske, maa: 
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A B 
7 ο ig 74 — Kog giy; mm dui = 6, 


hvorved z= Krg —C. 


Nørmalsnittet krummer sig altsaa efter επ hyperbolsk Para- 
boløide. 


Da Ps ὁ- G — 3, 

Tz dy Ay Α αἳ 
øg da 7, ε.α Br” altsaa BT TE" 
faar man: 2a" 2b: 

Α -- ο ρε ὅσο. B= on 96. 


Nu har man, at det ydre vridende Moment skal være lig 
Momentet af alle de forskydende Kræfter i Normalsnittet. For 
et Arealelement drdy er Forskydningens Moment lig: 

(7,.x—r,.y) dædy, 
altsaa: 
( νο 

-- — År ESS 4 
Μ, (fox Αγ’ κάν = gi 
hvor Integrationen udstrækkes over hele Tværsnittet. Man 
finder: 


fi (bx? — a?y?) απ άν. 


29G : 206 
Μπι η (bl, + al) = 7; RE (52.3 xab + a? . 4 ab'a), 
ab 
Μ, -- %9G. ας δ) 


hvoraf Vridningsvinklen Καπ beregnes. 
Forskydningsspændingen i det vilkaarlige Punkt (αι y) er: 


τ-- Yri tri = VA'y + Ρα". 


Ved Differentiation under Benyttelse af Ellipsens Ligning 
findes heraf, idet a > b, at største Spænding optræder for 
α æ 0, y —=— + b, altsaa i Endepunkterne af den lille Are. 
Hvis man derimod regnede ganske som ved den cirkulære 
Cylinder, altsaa under Forudsætning af plane Normalsnit efter 
Formforandringen, vilde man finde den største Spænding længst 
borte fra Axen, d. v. s. i Endepunkterne af den store Axe. 





71 8 23. 


Maximumsværdien af τ bliver: 


»— db 2, 
Trax. 29G . ad? Fra Bb -- παδ - 
herved kan Bæreevnen undersøges, idet Tax ikke maa over- 


skride den tilladelige Paavirkning f, altsaa: 
Μι = I nfab"?. 


Paa lignende Maade som her vist for Ellipsen kunne 
andre Tværsnit behandles; rektangulært Tværsnit f. Ex. har 
langt større praktisk Betydning end elliptisk, men Under- 
søgelsen er vanskeligere paa Grund af Omkredsens Diskon- 
tinuitet. Saadanne Beregninger have givet følgende almindelige 
Resultater: 

Bæreevnen er givet ved: 


My nf tu, (10). 
Vridningsvinklen pr. Længdeenhed ved: 
I, M, 
9 -- πι CF år (11). 


hvor Iwn. betegner det mindste Inertimoment af Tværsnittet, 
I, det polære Inertimoment, F Tværsnitsarealet. 
b betegner en Længde, n og πι Talværdier, nemlig: +) 





Tværsnitsform | b | n | πι 
| sl 
| 
ει ομως το Radius [ Hen 5 
Cirkelring.....…. | udv. Radius { 2 IE: "39, 
EPS 24 res | lille Halvaxe || FR 
Ellipsering ....... πάν. — i 2 rr == 89,5 
b 
Rektangel, , = 1 .. mindste Side 3 | 42,68 
| | | 
— πα i ..1 . | . j 42,0 
æn 3 =1 η 2 | > | 40,2 
9 -=j.. | >» | > 38,5 
Ligesidet Trekant ... | Siden | 1,385 45,0 
> 1.694 41,0 





Regulær Sexkant. ... | 
i | 


”) Se f. Ex. 6. Bach:  Elasticitåt und Festigkeit, 2te Aufl. Berlin, 1894, 
5 
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For et Rektangel med Siderne b og h faas saaledes: 


ig bh 


My 1 — å [beh 


fr (b%h + 9) πι bh? M, 


GER! T 12 Οδ GG" 





I -- πι 


i Koefficienterne πι ere saa lidt forskellige, at man sædvanlig 
sætter πι = 40, uafhængigt af Tværsnitsformen. 

Alle de her udviklede eller blot anførte Formler gælde 
selvfølgelig kun indenfor Proportionalitetsgrænsen, og ved For- 
søg til Verifikation af dem maa følgelig denne Grænse ikke 
overskrides. Der kan derfor ikke godt være Tale om Veri- 
fikation af andre Formler end (11) hvor man kan maale 
sammenhørende Værdier af $ og Μ,. 

Her skal nævnes nogle Forsøg af Bauschinger.%) 

1. Smedeligt Jærn. Som Middeltal af 13 Forsøg med 
cirkulære Cylindre med 1013. Diameter og kvadratiske Prismer 
af samme Materiale, med Sidelinie 10” fandtes: 


Vridningsvinkel for Cylinder 1 
Vridningsvinkel for Prisme 0.696” 





) αλ. . 1 == 
medens Formel (11) giver: 0698" 


De enkelte Forsøgsresultater varierede dog betydeligt (fra 
1: 0,633 til 1: 0,747). 


2. Støbejærn. Som Middeltal af 2 Forsøg med Stænger 
af følgende Tværsnit: 


a. Cirkel, Vridningsvinkel = ὃς 
b. Ellipse, ο -- i, == --δ, 
c. Kvadrat — = ὃς 
d. Rektangel, Ø = = — Ξ- δα 
6. --- 4 = £ — -ᾖ, 


3) Bach: Elasticitåt und Festigkeit. 39 Aufl. Berlin, 1894. 5. 198 ο. [. 
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Fa: ὃν : Je : δα : I, 
fandtes følgende Forhold: 1: 1,24: 1,20: 1,47 : 9,65 
medens Formel (11) giver: 1:1,25:1,13: 1,40: 9,10. 
Støbejærn følger imidlertid slet ikke Hooke's Lov, saa 
man kan ikke vente nøjagtig Overensstemmelse. 
Til Brudforsøg komme vi tilbage i et følgende Afsnit. 


IV. Bøjning. 


& 24. Almindelig Behandling af en lige Bjælke 
med konstant Tværsnit, idet Kraftplanen er en Sym- 
metriplan. 

En Bjælke bliver bøjet, naar den er paavirket af ydre 
Kræfter vinkelrette paa Længderetningen. Disse ydre Kræfter 
maa naturligvis først og fremmest selv være i Ligevægt, og 
idet vi her antage alle Kræfterne parallele og beliggende i samme 
Plan, faas derved to Ligevægtsbetingelser: 


ΣΡ — 0, XPx — 0; (12) 


xt-Axen er lagt i Bjælkens Længderetning, y-Axen vinkelret 
derpaa. 

De ydre Kræfter ere to Slags: givne aktive Kræfter (Be- 
lastningen) og Understøtningsreaktionerne; de sidstes Størrelse 
er ikke bekendt forud, men til deres Bestemmelse tjener netop 
Ligningerne (12). Herved kan der bestemmes to ubekendte, 
og hvis Bjælkens Understøtninger ere saaledes beskafne, at 
der optræder. to ubekendte Reaktioner og ikke flere, er Be- 
stemmelsen mulig ved (12) alene, og Bjælken kaldes statisk 
bestemt. Er der kun én ubekendt Reaktion, vil der ikke kunne 
være Ligevægt, med mindre begge Ligningerne (12) tilfældigvis 
af sig selv skulde være tilfredsstillede, altsaa kun for en spe- 
ciel Størrelse eller Virkemaade af de aktive ydre Kræfter; ved 
en lille Variation i Belastningens Størrelse forstyrres Lige- 
vægten strax, hvorfor en saaledes understøttet Bjælke ikke 
kan anvendes til Bygningskonstruktioner. — Er der endelig 
flere end to ubekendte Reaktioner, ville de statiske Ligevægts- 
ligninger (12) alene ikke være tilstrækkelige til deres Bestem- 
melse; Bjælken kaldes statisk ubestemt. Som vi senere skulle 
se, er Beregningen dog mulig, naar man tager Ligningerne til 
Bestemmelse af Formforandringerne til Hjælp. 
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Under Indvirkning af disse Kræfter vil Bjælken antage 
en krummet Ligevægtsform. Fibrene paa den konvexe Side 
ville blive forlængede (strakte), paa den konkave Side for- 
kortede (sammentrykkede), og idet der maa være en kontinu- 
erlig Overgang fra Strækning til Sammentrykning, maa der et 
eller andet Sted i Legemet findes et Lag Fibre, som beholde 
deres oprindelige Længde; dette Lag kaldes den neutrale Flade. 
Foruden de her omtalte Træk- og Trykspændinger optræder 
der, som vi skulle se, i Almindelighed ogsaa Forskydnings- 
spændinger i Bjælkens Tværsnit. 

Vi skulle nu se at finde det tilstrækkelige Antal Relationer 
mellem Spændingerne i et Normalsnit i Bjælken og de ydre 
Kræfter. For at simplificere Sagen forudsætte vi, at Bjælken 
har en Symmetriplan (efter Længderetningen) og at alle de 
ydreKræfter virke i denne Plan. Vi kunne da tænke os og- 
saa alle de indre Kræfter i et Normalsnit flyttede hen i samme 
Plan, idet de Kraftpar, der maa tilføjes ved Flytningen af 
Kræfterne fra to symmetriske Elementer, ophæve hinanden. — 
Den omtalte Symmetriplans Skæringslinie med den neutrale 
Flade kaldes Bjælkens neutrale Linie; paa Grund af Symme- 
trien skæres endvidere den neutrale Flade af Tværsnittets Plan 
i en vinkelret paa Symmetriplanen, og den neutrale Flade er 
altsaa en Cylinder med denne Skæringslinie, Tværsnittets neu- 
trale Axe, som Frembringer, den neutrale Linie som Ledelinie. 

Vi lægge et Normalsnit i Bjælken; der skal da være Lige- 
vægt mellem alle de ydre Kræfter paa den ene Side af Snittet 
og de indre Kræfter i Snittet; de sidste ville i Almindelighed 
være dels Normalspændinger, dels Forskydninger. Da alle 
Kræfter tænkes virkende i Symmetriplanen, faa vi saaledes 
tre Ligevægtsbetingelser af den almindelige Form: 


SY = 0, ΣΧ -- 0, 5(Yr— Xy) = 0, (13) 


idet vi lægge απ-Αχοπ i det ubøjede Legemes Længderetning. 
Ved den nærmere Undersøgelse af disse Ligninger ville 
vi gøre Brug af følgende to Forudsætninger: Bjælkens Form- 
forandringer betragtes som forsvindende (i Sammenligning med 
Længden), og Normalsnittene antages at holde sig plane. lig 
ningerne (13) gælde selvfølgelig først, efterat Bjælken har an- 
taget sin krumme Ligevægtsform, men ifølge den første For- 
udsætning regne vi dog med de oprindelige Koordinater til 
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Kræfternes Angrebspunkter. Tværsnittene i Bjælken, der op- 
rindelig stode vinkelret paa x-Axen, dreje sig ved Bøjningen 
en lille Vinkel, men ikke desto mindre regne vi Normalspæn- 
dingerne i Tværsnittet som parallele med æ-Axen, de for- 
skydende Spændinger parallele med y-Axen. 

Vi ville nu undersøge Betydningen af hver af Ligningerne 
(13) for sig. 

Den første indeholder kun Kræfter i y-Axens Retning, alt- 
saa dels alle de ydre Kræfter f. Ex. til venstre for Snittet ab 
(Fig. 53 Pl. 6), herunder indbefattet Understøtningernes Reak- 
tioner, dels de forskydende Spændinger i Snittet. Resultanten 
af Forskydningerne kaldes 7; det er den eneste ubekendte 
i Ligningen. Denne kan med Betegnelserne i Fig. 53 skrives: 


P, + P,+.…. Py+ T = 0, 
T— —%"P. (14) 


T maa regnes med Fortegn i samme Retning som Kræf- 
terne ellers; vi vedtage y-Axens positive Retning som den po- 
sitive Kraftretning. Det almindeligst forekommende Tilfælde 
er en vandret Bjælke med lodret Belastning, og i saa Fald 
lægge vi y-Åxen med sin positive Retning nedad og regne altsaa 
ogsaa Kraftretningen positiv nedad. 

Ved Ligning (14) faa vi kun Resultanten af Forskydnings- 
spændingerne bestemt; til Størrelsen af Spændingen i de enkelte 
'Tværsnitspunkter skulle vi senere vende tilbage. — Ligning 
(14) indeholder Kræfterne tilvenstre for Snittet; man kunde 
naturligvis lige saa godt have taget Kræfterne til højre for 
Snittet, hvorved : 


Par + Ρο. ιν. δι + Τι = 0, 
Τι = — Sm+: Ρ. 
Imidlertid er ifølge Ligning (12): 
Σι P+ Σηνιβ — 0, altsaa T = — Τι. 


Dette Resultat er paa Forhaand indlysende, idet T og T; 
staa i samme Forhold til hinanden som Aktion og Reaktion. 
T betegner Indvirkningen af Bjælkestykket til højre for Snittet 
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paa det til venstre, Τι Indvirkningen af Stykket til venstre paa 
det til højre. 

Forskydningen i et Tværsnit er altsaa lig Summen af Kræf- 
terne paa den ene Side af Snittet; dens Fortegn er i og for sig 
ligegyldigt, da det, forstaaet paa rigtig Maade, kan være baade 
positivt og negativt. — Man bruger undertiden Betegnelsen 
Transversalkraft for det samme; her ville vi hellere tillægge 
hvert af disse Ord sin bestemte Betydning. Ved Forskydning 
ville vi forstaa den indre Kraft, der virker i Snittets Plan og 
søger at bevirke en Forskydningsformforandring, hvorimod 
Transversalkraften for Snittet skal betegne Resultanten af de 
dre Kræfter paa den ene Side af Snittet, ogsaa i Henseende til 
Beliggenhed. Størrelsen af Forskydning og Transversalkraft 
er altsaa den samme, Beliggenheden forskellig; Fortegnet er 
ligegyldigt for Forskydningen, for Transversalkraften ville vi 
derimod vedtage, at den skal være lig Resultanten af Kræfterne 
til venstre for Snittet, altsaa positiv, hvis denne Resultant virker 
i den positive Kraftretning. Transversalkraften betegnes i det 
følgende ved ϱ. " 

Den anden af Ligningerne (13) indeholder kun Kræfter i 
æ-Axens Retning, altsaa kun Normalspændingerne i det be- 
tragtede Snit. For at finde et Udtryk for dem maa vi bruge 
Formforandringerne som Gennemgangsled. — Som ovenfor 
bemærket ville nogle Fibre blive forlængede ved Bøjningen, 
audre forkortede. Hvis vi derfor betragte to oprindelig pa- 
rallele, konsekutive Normalsnit AA og BB (Fig. 54, ΡΙ. 6) 
kunne de ikke under Bøjningen vedblive at være parallele, 
men da vi forudsætte, at de fremdeles holde sig plane, maa 
de nu danne en lille Vinkel med hinanden og skære hinanden 
i Afstanden 9 fra den neutrale Linie OO; ϱ er Krumnings- 
radius for den neutrale Linie i det betragtede Punkt. I Af- 
standen y fra OO vil den derværende Fiber være forlænget 
eller forkortet et Stykke λ, og man har Spændingen σ i dette 
Punkt bestemt ved: 


o— Εε-- Ε 


Af Figuren findes imidlertid: 
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hvorved Spændingen σ -- E y, (15) 
og Kraften paa Årealelementet dF af Tværsnittet : 
dS = σαξ --- : ydF. 


dS er et Træk, hvis y er positiv, Tryk, hvis y er negativ. 
Ifølge Ligningen (13) haves nu: 


fas — 0, 


og idet Hooke's Lov antages at gælde (E konstant), og idet ϱ 
er den samme, saalænge vi befinde os i samme Tværsnit, faas: 


El ydF --- 0, eller altsaa Ενας Ξ- 0, 


hvor Integrationen skal udstrækkes over hele Tværsnittet. 
Denne Ligning udtrykker, at Tværsnittets statiske Moment 
med Hensyn til den neutrale Axe (Linien gennem O, vinkelret 
paa Papirets Plan) skal være Nul, altsaa at den neutrale Axe 
gaar gennem Tværsnittets Tyngdepunkt. Vi have her tillige set, 
at Normalspændingerne i et Tværsnit ere proportionale med Af- 
standene fra den neutrale Axe (σ-- C.y) og altsaa grafisk 
fremstillede som Ordinater til en ret Linie gennem Ο. Hvis 
vi sammensætte alle de strækkende Kræfter til en Resultant 
5, og ligeledes alle de trykkende Kræfter til en Resultant S”, 


haves S = — $S', saa $ og S' danne et Kraftpar. 
I den tredie af Ligningerne 13 indeholder det ene Led 
— ΣΧ — kun Normalspændingerne i Tværsnittet, det andet 


— ZYx — kun de ydre Kræfter og Forskydningen T. Vælge 
vi imidlertid som Momentcentrum et Punkt af Kraften T's 
Retningslinie — Skæringslinien mellem Tværsnittets Plan og 
Symmetriplanen —, bliver Forskydningens Moment Nul, og 
Leddet ZYæ indeholder kun Momentet af de ydre Kræfter paa 
den ene Side af Snittet; vi ville kalde det M. Dette Μρπιεπί 
skal nu være lig Momentet af Kraftparret ὁ, 5’, dannet af 
Normalspændingerne. 

Vi tage Momenterne med Hensyn til Punktet O (Fig. 54); 


Kraften paa Arealelementet i Afstanden y fra O er z ydF, og 
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dens Moment altsaa E y”dF. Summen af alle den Slags Mo- 


menter faas ved Integration over hele Tværsnittets Areal, saa 
at den sidste af Ligningerne (13) nu kan skrives: 


Er 
Μος ἐν ας — CL (16) 


ν 


hvor I betegner Tværsnittets Inertimoment med Hensyn til den 
neutrale Axe. 

Vi fandt ovenfor (15) Loven for Nøormalspændingernes 
Fordeling over Tværsnittet; nu kunne vi ved Ligning (16) finde 
deres Størrelse. (16) giver nemlig: ; = gl , hvorved Lig: 
ning (15) bliver til: 

E, M 17 
σ 2 απ p (17) 

Største Spænding optræder i de længst fra den neutrale 

Axe fjernede Punkter (y — ει eller y = ει, Fig 54) og er: 


κ δι. (173) 

Ved Ligningerne (16) og (17) kan man løse de forskellige 
Opgaver, der kunne stilles, under Forudsætning af at der ses 
bort fra Forskydningen, hvad vi her ville gøre. I Almindelig 
hed er Forskydningsspændingernes Indflydelse paa f. Ex. Form- 
forandringerne temmelig lille i Sammenligning med Normal- 
spændingernes, dog just ikke altid forsvindende; vi skulle | 
i & 39 komme tilbage hertil. 

Dimensionsbestemmelsen udføres i Almindelighed saaledes, 
at den største Normalspænding (givet ved 17a) ikke overskrider 
den tilladelige Paavirkning til Træk (τι) eller Tryk (r2). Dette 
er for saa vidt rigtigt, som Forskydningsspændingen er Nul 
for y =— & eller y = οι (ifølge &$ 19), men dermed er det 
rigtignok ikke giyet, at den resulterende Spænding ikke kan 
være større i et andet Punkt, hvor Normalspændingen ganske 
vist ér mindre, men hvor der tillige optræder en Forskydning; 
vi skulle i $ 68 nærmere undersøge dette Spørgsmaal, og det 
vil da vise sig, at det næsten altid er tilstrækkeligt at tage 
Hensyn til de yderste Fibre og altsaa at sørge for, at Normal- 
spændingen her ikke bliver for stor. 


M 
max. | ti eller 9 min. — 
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For specielle Materialer, der have en særlig lille Modstands- 
evne overfor Forskydningsspændinger, f. Ex. Træ, i Længde- 
retningen, kan det dog blive Forskydningsspændingerne alene, 
der bestemme Dimensionerne (se $ 38, Slutningen, og &$ 57, 
Slutningen). 

Naar man kender Belastningen, kan man finde M, og idet 
man i Ligningerne (17a) indfører den tilladelige Paavirkning i 
Stedet for c max. eller σπα, kan man ved disse Ligninger bestemme 
É eller %, der alene ere Funktioner af Tværsnittets Dimen- 
sioner. Derimod kan man i Almindelighed ikke direkte be- 
regne de enkelte Tværsnitsdimensioner — f. Ex. for rektan- 
gulært Tværsnit: Bredde og Højde —, da man kun har den 
ene Ligning til Raadighed. Der er da ikke andet at gøre end 


ved Forsøg at finde et Tværsnit, for hvilket Funktionen i 
1 


I 
eller 5 har den forlangte Størrelse. 
2 


Man indfører sædvanligt en særlig Benævnelse for denne 
Funktion, nemlig Modstandsmomentet, der betegnes ved W; 
Modstandsmomentet er af Dimensionen cm, Ligningerne til 
Dimensionsbestemmelsen blive da: 


M = nr, W, eller M -- r2Wz, (18). 


eller for Tværsnit, der ere symmetriske om den neutrale Axe 
(W, = W)), og for hvilke den tilladelige Paavirkning til Træk 
og Tryk ere lige store (Γι = γ,): 


Μ =—r.W. (18 a). 


Naar alle Tværsnit have mindst det saaledes bestemte 
Modstandsmoment, er Bjælken stærk nok, men den nødvendige 
Størrelse af W kan tilvejebringes paa mange Maader, og i 
Almindelighed gælder det om at vælge det mest økonomiske, 
altsaa at skaffe et saa stort W som muligt med det mindst 
mulige Tværsnitsareal. En nærmere Undersøgelse af dette 
Forhold for de forskellige Tværsnitsformer findes i δ 33. 

Selv om man nu ved at give Bjælken et Tværsnit med 
tilstrækkelig stort Modstandsmoment har sørget for, at den 
bliver stærk nok, er det ikke dermed givet, at den er stiv 
nok; det kan være, at Nedbøjningerne blive større end ønske- 
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ligt. Som tilladelig Grænse for Nedbøjningernes Størrelse sættes 
ofte ved Husbygningsarbejder (det er i Almindelighed kun ved 
saadanne, der kan være Fare for utilstrækkelig Stivhed) 
1 1 
600 800 
denne Fordring, der alene bliver bestemmende for Dimen- 
sionerne; inden vi kunne indlade os paa at opstille Formler 
herfor, maa vi imidlertid have en Relation mellem de ydre 
Kræfter og Nedbøjningerne. 

Bestemmelsen af Formforandringen udføres ligeledes ved 
Ligning (16), der kan skrives: 


1 M 
ο ΕΙ 
Idet vi her forudsætte konstant Tværsnit, altsaa I kon- 
stant, og tillige E konstant, ses af Udtrykket for 9, at naar 
Momentet er konstant, vil Bjælken bøje sig efter en Cirkelbue. 
I Almindelighed vil imidlertid M variere fra Punkt til Punkt, 
altsaa være givet som en Funktion af x, og man indfører da 


Krumningsradiens Værdi: 
“)Ί. 
[ εὰ (2 É i 


af Bjælkens Længde, og det kan undertiden være 


hvorved man faar Differentialligningen for Bjælkens neutrale 
Linie. Idet man dernæst igen benytter sig af Forudsætningen, 
at Nedbøjningerne y ere smaa Størrelser i Forhold til Bjælkens 


Længde, kan man betragte ag som forsvindende i Sammen- 


ligning med 1, hvorved den neutrale Linies Differentialligning 
bliver : 


ου. ἳ 19) 


πα) ET" 
Det dobbelte Fortegn i (19) hidrører fra, at Fortegnet for 
ϱ er ubestemt — ligesom foreløbig Fortegnet for M. M betyder 
Momentet af de ydre Kræfter paa den ene Side af Snittet, alt 
saa Transversalkraftens Moment; hvis det kun drejer sig om 
den absolute Størrelse af M, er det ligegyldigt, om man tager 
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Momentet af Kræfterne paa den ene eller den anden Side af 
Snittet, idet ifølge Ligning (12) disse to Momenter have Summen 
Nul, altsaa ere lige store med modsat Fortegn. For at komme 
ud over Ubestemtheden for Fortegnets Vedkommende vedtage 
vi imidlertid ved M altid at forstaa Momentet af Kræfterne til 
venstre for Snittet; hvis dette drejer i samme Retning som 
Viserne paa et Uhr, er M positivt. Idet vi betragte Bjælke- 
stykket til venstre for et vilkaarligt Snit, skal Momentet af 
Normalspændingerne i Snittet holde Ligevægt med M, altsaa 
være modsat drejende, og heraf følger, at et positivt M bevirker 
Tryk foroven, Træk forneden i Bjælken i dette Snit, altsaa at 
Bjælken i dette Punkt kommer til at vende Konkaviteten op- 
ad. Retningen af Kurvens Konkavitet er imidlertid bestemt 
9 dy 
ved Fortegnet for de” 
regne y positiv nedad, skal Ligning (19) for at være korrekt 
med Hensyn til Fortegnet skrives: 


og idet vi ovenfor have vedtaget at 


di M 
Fm (19a). 


Heraf findes den neutrale Linies 3) Ligning ved to Integra- 
tioner, hvorved der indkommer to Konstanter. Disse kunne 
bestemmes, hvis man kender et tilstrækkeligt Antal sammen- 
hørende Værdier af α og y eller dg , og saadanne leveres af 
Understøtningspunkterne. — Bjælken kan være understøttet 
paa forskellig Maade. En simpel Understøtning er en saadan, 
der tillader Bjælken frit at dreje sig om Understøtningspunktet; 
den giver kun en Enkeltkraft som Reaktion, altsaa kun én 
ubekendt, og den leverer kun ét Par sammenhørende Værdier 
af æ og y. En Indspænding er derimod en saadan Under- 
støtning, der umuliggør enhver Drejning af Bjælken i dette 
Punkt; Tangenten til den neutrale Linie er den samme før og 
efter Bøjningen. Den leverer altsaa et Sæt sammenhørende 


Værdier af α, y og τι Reaktionen bestaar her baade af en 


Enkeltkraft og et Kraftpar og kræver altsaa Bestemmelsen af to 
ubekendte.  Kraftparret er nødvendigt for at hindre Drejning 





3) Den neutrale Linie benævnes ogsaa ofte »den elastiske Linie«. 
Α. Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære. 6 
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af Tangenten; ved en simpel Understøtning optræder der- 
imod intet Moment. Naar Bjælken skal være statisk bestemt, 
maa der, som ovenfor udviklet, kun være to ubekendte 
Reaktioner at bestemme; heraf følger, at en statisk bestemt 
Bjælke kun kan være understøttet ved én Indspænding, men 
ved to simple Understøtninger. En Bjælke med en simpel 
Understøtning og en Indspænding eller med to Indspændinger 
eller med flere end to simple Understøtninger ο, s. v. er statisk 
ubestemt. 


9 25. Inden vi føre den almindelige Behandling videre, 
ville vi anvende det nu udviklede paa et specielt Exempel, en 
kun ved den ene Ende indspændt Bjælke -AB (Fig. 55, Pl, 6) 
Belastningen bestaar af to Enkeltkræfter P, og Pz, Reaktionen 
i Indspændingspunktet af en lodret Enkeltkraft Α og οἱ Kraft- 
par Μα, der regnes positive i de i Fig. ved Pilespidser angivne 
Retninger. Koordinatsystemet lægges med Begyndelsespunkt i 
Indspændingspunktet, x-Axen positiv til højre, y-Axen positiv 
nedad. 

Til Bestemmelse af Α og Μα haves Ligningerne (12): 


A+ P, ΓΡ, = 0, 
Må + Βιαι + Βμοι = 0, 
hvoraf: Α -- ---(Βι + Pz), Μα = — (Pyæ, + Pzæ)). 


Dernæst ville vi finde Transversalkræfterne Q og Momen- 
terne M for de forskellige Snit i Bjælken. 

Transversalkraften i et Punkt med Abscisse æ, beliggende 
mellem P, og P2, er lig Resultanten af Kræfterne til venstre 
for Punktet, altsaa Resultanten af P,, Α og Μα Her er det 
imidlertid lettere at finde Resultanten af Kræfterne til højre 
for Snittet; man skal da blot forandre Fortegnet for at have 
Transversalkraften; ganske det samme gælder om Momentet i 
Punktet. 

Saaledes faas: 


ο, στο — På, Μ, -- — Ῥε (αι — α)). 


Disse Udtryk gælde kun, saalænge det betragtede Punkt 
ligger mellem P, og Pz. Hvis Punktet ligger mellem P, og B, 
findes der slet ingen Kræfter til højre, altsaa er her ϱ, = 0, 
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M, = 0. Hvis endelig Punktet æ ligger mellem A og P,, faas: 
ο, = —(P; + P3), Με = — Px (22 — x) — Βι (αι — α). 


Vi kunne nu danne os et Billede af Transversalkraftens 
og Momentets Variation; fra Axen A'B' er Transversalkraften 
afsat som Ordinat opad, Momentet nedad (Fig. 55). Trans- 
versalkraften er konstant mellem de enkelte Kræfter, saa man 
faar den aftrappede Linie B'4,; Højden af Trinnet ved P, er 
lig Størrelsen af Kraften P,, Transversalkraften ved Α er lig 
Reaktionen Α. Momentet er mellem to Kræfter fremstillet ved 
Ordinaterne til en ret Linie; af Udtrykkene for Μ, ovenfor 
ses, at de forskellige rette Linier (mellem de forskellige Kræfter) 
skære hinanden paa Kraftlinierne, hvorfor Momentkurven bliver 
en Polygon som B'A2.. Maximumsmomentet faas ved Ind- 
spændingen, og det er lig A'A42 = — (Βιαι + βιων): naar 
Bjælkens Tværsnit er konstant, maa det være dette største 
Moment, der bliver bestemmende for Dimensionerne. 

Exempel. P, = 1,3, P, = 0,6", αι = 0,47, αν —= 1,5" 
Bjælken skal være af Træ (Halvtømmer), for hvilket den til- 
ladelige Fiberpaavirkning kan regnes til 60 kg./cm.? (γι = r)). 
Største Moment findes (numerisk) at være: 


Musx. = 1,58X04—+0,6X 15 = 1 åt, 
Af Ligning (18 a) findes det nødvendige Modstandsmoment 
Mmax.…… 150000 
Γ 60 
For et rektangulært Tværsnit med Siderne b og h (b parallel 


med den neutrale Axe) er W = 1 bh?; her skal specielt b = 1 h, 
hvorved 





W= 


W = iy ht = 2500, h— 31,1, 


Tværsnittet skal altsaa være 15,6 X 31,1 οπ. (67 X 12” 
Halvtømmer). 

Transversalkræfter og Momenter kunne ogsaa let findes 
grafisk (5 6 og 8 10). Man tegner blot en Tovpolygon til de 
givne Kræfter (Fig. 56, Pl. 6). Idet vi, som ovenfor bemærket, 
lettest tage Kræfterne til højre for det betragtede Punkt, faas 
Momentet i Punktet C at være lig h. y, hvor h betegner Pol- 
distancen, y det Stykke, der afskæres paa den lodrette Linie 

6” 
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gennem C af Tovpolygonsiderne før og efter de betragtede 
Kræfter. I Punktet C, faas paa samme Maade M = h.y;, og 
i det hele ser man, at Momenterne ere fremstillede ved Or- 
dinaterne til Tovpolygonen, maalte ud fra den forlængede første 
Side; den skraverede Flade kaldes Momentfladen.. Moment- 


maalestokkens Enheder ere ἆ af Kraftmaalestokkens, idet h 


maales paa Længdemaalestokken. Transversalkraften i Punktet 
C er Resultanten af Kræfterne til højre for C med modsat 
Fortegn, altsaa her naturligvis lig P,; hvis man havde en hel 
Række Kræfter til højre for C, kunde man imidlertid finde 
Transversalkraften lige saa let, nemlig som det Stykke, deri 
Kraftpolygonen afskæres af et Par Straaler, parallele med de af 
Snittet overskaarne Tovpolygonsider. Et System af Kræfter 
faas nemlig ved Tovpolygonen erstattet med to enkelte Kræfter, 
virkende i Tovpolygonsiderne før og efter alle Kræfterne (og 
det er netop disse Tovpolygonsider, der træffes af Snittet), og 
hvis Størrelser angives af de tilsvarende Straaler i Kraftpoly- 
gonen; Transversalkraften er nu Resultant af disse to Kræfter, 
altsaa i Størrelse lig den tredie Side i den Trekant i Kraft- 
polygonen, der bestemmes af de to nævnte Polstraaler. — 
Q's Retningslinie gaar gennem de overskaarne Tovpolygonsiders 
Skæringspunkt. 

Vi gaa dernæst over til at bestemme den neutrale Linie. 
Da Momentet er udtrykt som en diskontinuert Funktion af 
æ, maa den neutrale Linie være sammensat af flere Kurve- 
stykker, idet Overgangen fra det ene til det andet sker i 
Kræfternes Retningslinier. Imidlertid kan Bjælken ikke bøje 
sig saaledes, at der forekommer pludselige Knæk i den 
neutrale Linie, og de forskellige Kurver, hvoraf denne er 
sammensat, maa derfor tangere hinanden i Sammenstøds- 
punkterne (se ogsaa næste Paragraf). 


For Bjælkestykket A — Βι haves: 


αν 


ET αμ 





- — My -- Βι(ων--- α) + Ρι (αι ---ᾱ), 


hvoraf: ΕΙ αρ = (Ριαι + Ρμ)α---} (P, + Ρα. 4 C 


og ΕΙΝ = Σ(Ριαι + Βαν) αἲ — 1 (P, + Ρι) x? + Cx + 6ι. 
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Idet x = 0 skal give y = 0 og ok — 0, findes C = 0, 


ο = 0. 
For Bjælkestykket Βι --- Βι haves: 


Εις 
Elga = Ms = Ρι(αι---α): 
efter Udførelsen af Integrationerne bestemmes Konstanterne 
derved, at x -- αι skal give de samme Værdier for y og og 
her som i de ovenfor fundne. Ligninger for Bjælkestykket 
Α--- Ρι. 
Endelig har man for Bjælkestykket Pz — B: 


hvor Integrationskonstanterne bestemmes ved, at man skal 
finde samme Værdier af y og cu ved at sætte x = αν i Lig- 


ningerne her og i Ligningerne for Bjælkestykket P, — P,. Ved 
at gennemføre Beregningerne finder man Ligningen for den 
neutrale Linie paa Stykket P, — B: 


Ely — ει Pa). x— 4 (δα Ρα) 
herved fremstilles en ret Linie, hvilket Resultat man kunde 
vide paa Forhaand, da ingen Kræfter virke til Bøjning af 


dette Stykke af Bjælken.  Nedbøjningen i den frie Ende af 
Bjælken er, idet AB --- I, 


Ρα) + Ρα). 


1 PR ; 1 
δι --' ΕΙ επι Εν) ΕΙ (Σι ό 


Exempel. For den i Talexemplet ovenfor behandlede 
Bjælke findes, idet / = 2,0", og idet E regnes til 120000 Κμ./ οπι.”: 
I -- vs. 15,6. 31,13 = 8910051". 

Ραἳ + Ρα = 1500 . 40? + 600.1502 = 15900000 kg. cm.2, 
Ρα) + Ρο --- 2121000000 kg. οπι.". 


y, = 02653. 
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Forøvrigt kan ingen Beregning, der er opstillet under For- 
udsætning af Homogenitet, gælde nøjagtigt for et saa uhomo- 
gent Materiale som Træ, saa et Resultat som dette er ikke 
meget paalideligt. 


δ 26. Vi skulle nu føre den almindelige Behandling i 
5 24 videre, 

Hvis Belastningen paa Bjælken er kontinuerlig fordelt 
efter Belastningskurven p = f(x) (Fig. 57, Pl. 6), og vi be- 
tragte to konsekutive Snit 1 og 2, er Forskellen mellem Trans- 
versalkræfterne Οι og Q2 i de to Snit lig Belastningen p.dæ 
paa det uendelig lille Stykke dæ mellem Snittene, altsaa: 


ϱ.--Οι = dQ = pdx, 


mm — ρ. (20) 

Hvis Belastningen er ensformig fordelt, p altsaa konstant, 
ses heraf, at Transversalkraftkurven (den Kurve, hvis Ordinater 
angive Størrelsen af Transversalkræfterne i Bjælkens forskellige 
Punkter) er en ret Linie, der med Abscisseaxen danner en 
Vinkel, hvis ig er lig p. Naar Belastningen bestaar af Enkelt- 
kræfter som i Exemplet i forrige &, er Q konstant mellem 
Kræfterne, og Transversalkraftkurven har pludselige Spring i 
Kraftlinierne; Ordinatdifferensen i et saadant Punkt er lig den 
i Punktet angribende Kraft. 

Endvidere faas i Fig. 57, idet vi som i Fig. angivet an- 
tage Q beliggende til højre: 


Μι = --0.ἔ, Μι = + Q (& — dx) — pdæ. 4 dæ. 


hvoraf med Bortkastelse af sidste Led, der er uendelig lille af 
2den Orden, faas: 


Μι-- Μι = dM = — Qdx, 
= —Q. (21). 


Hvis Q virkede til venstre for Snit 1, vilde man have: 


Μι = —Q&, Μι = —Q (€ + dx), 


saa Resultatet vilde blive det samme. Relationen (21) gælder 
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ogsaa, selv om Belastningen bestaar af Enkeltkræfter; i Kræf- 
ternes Retningslinier varierer baade Q og >= pludseligt. 


Af (21) følger, αἱ Momentkurven har et Maximums- eller 
Minimumspunkt, naar Q — 0. 
Af (20) og (21) udledes: 
dM 
de "TP SÆR 


hvoraf følger, at Momentkurven er en Tovpolygon til Belast- 
ningen med Poldistance 1 (αρ. den almindelige Differential- 
ligning for en Tovpolygon, & 7). Naar p er konstant, [πας af 
(22), at Momentkurven er en Parabel. — 

Vi ville nu tage Nedbøjningerne y og »Tangentvinklerne« 
(de Vinkler, som Tangenterne til den neutrale Linie danne 
med α-Αχεπ) awtga = pl med i vore Betragtninger. 

"Af Ligningen 


sammenlignet med (22) følger, : at Nedbøjningen y y findes af M 


mr 


ganske paa samme Maade, som M findes af ρ 





ad 
dy "dx ἁἆα M 
Af de τα  ἅσ ΕΙ 


sammenlignet med (20) følger, at Tangentvinklen α ligeledes 


findes af τη paa samme Maade, som Q findes af ρ. Ned- 


bøjning og Tangentvinkel. kunne altsaa findes som Moment og 
Transversalkraft i en Bjælke med. Belastningen pr. Længdeenhed 


M M Fr) 
ET "BT, (Belastningskurven P= El) 


For at kunne beregne y og α paa denne Maade maa man 
imidlertid er hvorledes den Bjælke er understøttet, hvorpaa 


Belastningen =Å virker. Dette faar man Oplysning om ved at 


gøre sig klart, hvorledes man skulde have bestemt Integrations- 
konstanterne, hvis man havde fundet den elastiske Linie ved 
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Integration; i saa Fald vilde man have. benyttet to Betingelser, 
hentede fra Beskaffenheden af den givne Bjælkes Understøt- 
ninger, og disse samme to Betingelser bestemme Βε5κα[εη- 
heden af den nye (tænkte) Bjælkes Understøtninger.  Spørgs- 
maalet forstaas lettest, naar vi nedenfor vise, hvorledes den 
elastiske Linie kan konstrueres grafisk. Vi skulle derfor ikke 
indlade os videre derpaa her; blot skal bemærkes, at da man 
kun benytter to Betingelser til at bestemme Integrationskon- 
stanterne for den elastiske Linie, maa den nye Bjælkes Under- 
støtninger være saaledes beskafne, at der kun kan hentes to 
Betingelser derfra, hvorfor den nye Bjælke maa være statisk 
bestemt, selv om den oprindelig givne Bjælke ikke er det. 
Som det er vist i Indledningen og ogsaa benyttet i ο 25, 
kunne Momenter og Transversalkræfter overmaade let be- 
stemmes grafisk ved Hjælp af Kraft- og Tovpolygon; man maa 
derfor kunne finde y og α paa samme Maade. Dette ses og- 
saa ved Sammenligning af den almindelige Differentialligning 
for en Tovpolygon med den elastiske Linies Differentialligning: 


By P og Fu M. 
de ο ὃν TT ET 





den elastiske Linie er følgelig en Tovpolygon”) (den »elastiske« 
eller »2Zden« Tovpolygon) med Poldistance 1 til Belastningskurven 
M 

Ρ ΠΕΙ 
For at kunne maale Momenterne som Ordinater til en Του- 
polygon maa man imidlertid kende den Axe, Slutlinien, hvor- 
fra de skulle maales. Denne Slutlinie er bestemt i & 10 for 
en Bjælke med to simple Understøtninger, i δ 25 for en i den 
ene Ende indspændt Bjælke, og vi skulle i det følgende se flere 
Exempler herpaa. For den elastiske Tovpolygon er Slutlinien 
ikke andet end den rette Linie, der angiver den ubøjede 
Bjælkes Axe, og den faas bestemt derved, at man kender 
Understøtningernes Beskaffenhed. Antage vi f. Ex., at Kurven 
A'B' (Fig 58, Pl. 6) er en Tovpolygon med Poldistance E/ til 
Belastningskurven p =— M for den simpelt understøttede Bjælke 
AB, saa vides det, at Nedbøjningen er Nul i Α og B, og den 
rette Linie ΑΒ’ maa derfor angive Beliggenheden af den 


eller med Poldistance ΕΙ til Belastningskurven p = M. 


3) Først vist af Mohr, 1868. 
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ubøjede Bjælkeaxe i Forhold til Tovpolygonen; Nedbøjningen 
i Punktet C maales som den lodrette Ordinat y. — Vi kunne 
nu ogsaa for dette specielle Exempels Vedkommende besvare 
det ovenfor stillede Spørgsmaal, hvorledes den Bjælke skal 


Ν & 
være understøttet, hvorpaa p -- 7 skal virke som Belast- 


ning, hvis man vil beregne (og ikke tegne) Nedbøjningerne 
som Momenter. For at gøre det betragte vi Fig. 58 som 
en ren Momentbestemmelse; vi vide, hvorledes Slutlinien 
for Momentkurven ΑΗ’ er lagt ind, og kunne deraf slutte 
os til, hvorledes den Bjælke maa være understøttet, for 
hvilken Momenterne ere bestemte som i Fig. 58. Slutlinien 
A'B' er indlagt saaledes, at Ordinaterne til Tovpolygonen i 
A' og B' blive Nul, altsaa maa Understøtningerne være saa- 
ledes beskafne, at Momenterne i 4 og B ere Nul, d. ν. s. den 


Bjælke, hvorpaa ρ -- i skal virke som Belastning, maa være 


simpelt understøttet i Α og B. 

Vi ville tage endnu et Exempel. For en i den ene Ende 
indspændt Bjælke AB (Fig. 59, Pl. 6) kendes Momentkurven, 
og til den som Belastningskurve antage vi at have tegnet Tov- 
polygonen A'B' med Poldistancen ET; A'B' angiver altsaa 
Formen af den elastiske Linie efter Bøjningen. For at kunne 
maale Nedbøjningerne y som Ordinater til Kurven A'B' maa 
vi finde Stillingen af den ubøjede Bjælkeaxe i Forhold til 
Kurven A'B'. Hertil have vi, at Nedbøjningen i Α er Nul, 
saa den søgte Slutlinie maa gaa gennem Punktet Α΄, og end- 
videre at Tangenten til den elastiske Linie i Α΄ skal falde 
sammen med den ubøjede Bjælkeaxe, hvorfor denne maa 
tangere Kurven A'B' i A'; derved er Slutlinien ΑΒ" bestemt. 
Tangenten til Tovkurven A'B' i Α΄’ er Tovpolygonsiden umid- 
delbart til venstre for Α΄. Ved Sammenligning med den gra- 
fiske Momentbestemmelse i $ 25 se vi nu, at Slutlinien A'B” 
her er indlagt ganske paa samme Maade, som hvis A'B' var 
Momentkurve for en ved B indspændt, ved Α fri Bjælke; saa- 
ledes maa derfor den Bjælke være understøttet, hvorpaa man 
her skal lade Belastningen ρ -- M virke. — Tangentvinklerne 
α findes som Transversalkræfter i den samme tænkte Bjælke. 
Vi ville i det følgende komme til at se flere Exempler paa, at 
den tænkte Bjælke ikke falder sammen med den virkelige. 
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Naar man vil konstruere den elastiske Linie som Tov- 
polygon, maa man som altid ved grafiske Konstruktioner have 
Opmærksomheden henvendt paa Maalestokken. Man skal 
konstruere en Tovpolygon til Belastningskurven med Ordinater 


i og Poldistance 1. Kræfterne, der skulle benyttes, ere da 





2 DE » eller idet man som sædvanligt maa erstatte de uendelig 
smaa Længder dæ med endelige Længder Sw, SE , hvor 


Ax betegner Bredden af de Strimler, hvori man inddeler 
Momentffladens Areal. Μ. απ er af Dimensionen kg. οπι, 
EI ligesaa, Kræfterne ere altsaa rene Tal. Hvis man nu efter 
at have foretaget Inddelingen i Strimler beregner de tilsvarende 
Størrelser Hd 
EI 
vilkaarlig Maalestok for rene Tal, saa skal man blot vælge 
Poldistancen lig 1 efter samme Maalestok; Tovpolygonen 
leverer da Nedbøjningerne i Tegningens Maalestok for Længder. 
I Almindelighed opnaar man dog intet paa denne Maade. 
fordi Nedbøjningerne ere for smaa til at kunne maales i Teg- 
ningens Maalestok; for at faa et brugeligt Resultat maa man 
sørge for, at Tovpolygonen leverer Nedbøjningerne i forstørret 





og afsætter dem i Kraftpolygonen efter en 


Maalestok. Dette kan opnaas ved at bruge Poldistancen 1, 


hvorved Ordinaterne i Tovpolygonen blive multiplicerede med 
n. Ofte kan det være bekvemt at finde Nedbøjningerne i sand 
Størrelse, uafhængigt af Tegningens Længdemaalestok; i saa 


Fald skal man blot vælge L lig Tegningens Maalestoksforhold. 


Saaledes som nu beskrevet udføres Konstruktionerne dog 
sjældent. I Almindelighed har man nemlig fundet Momenterne 
ved Hjælp af en Tovpolygon (Poldistance h), og man danner 


da ikke Udtrykkene HELE men bruger direkte Tovpolygonens 


Areal som Belastning. Analogt med lignende tidligere omtalte 
Konstruktioner gaar man da frem saaledes: Bjælkens Længde 
inddeles i et Antal lige store Dele Αα, de tilsvarende Arealer 
af Momentfladen (Tovpolygonen) forvandles til Rektangler med 
fælles Grundlinie a og disse Rektanglers Højder anvendes som 
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Kraftstørrelser (det hele udføres ved Hjælp af en Reduktions- 


vinkel). Idet Tovpolygonens Ordinater ere τ », bliver Arealet 


af en Strimmel af Momentffladen lig τι . dx, og naar dette 


Areal forvandles til et Rektangel med Grundlinie a, bliver 
Rektanglets Højde lig mzt. dette er Størrelsen af de anvendte 
Kræfter. Hvis Kraftstørrelserne vare Μ. 4π, skulde man bruge 
Poldistancen i . EI for den elastiske Tovpolygon; nu har 


man divideret Kraftstørrelserne med h.a, hvorfor man ogsaa 
maa dividere Poldistancen med h.a, hvis Tovpolygonen skal 
blive den samme. Naar man gaar frem som ovenfor beskrevet, 
skal man altsaa benytte en Poldistance 


ΕΙ 
νά ορ (23). 


a maales paa Tegningens Længdemaalestok; af Størrel- 
serne h og h; maales den ene paa Kraftmaalestokken, den 
anden paa Længdemaalestokken (EI er af Dimensionen 
kg. cm.2). 

Exempel. En 163. lang, i begge Ender simpelt under- 
støttet Jærnbjælke (Fig. 60, Pl. 7) er belastet med de i Fig. 
angivne Enkeltkræfter; tegn Nedbøjningslinien. 

De givne Kræfter ere afsatte i en Kraftpolygon efter Maale- 
stokken: 1=m —= 1, med Poldistancen h = ὅπ (maalt 
paa Længdemaalestokken) er der tegnet en Tovpolygon A'E'F'B', 
og Slutlinien A'B' er indlagt som i $ 6 beskrevet. Momen- 
terne i de forskellige Punkter af Bjælken ere da fremstillede 
ved de lodrette Ordinater mellem Slutlinie og Tovpolygon 
(6 10, se ogsaa ὃ 28), idet Momentmaalestokken er: 1mm 
-- ås m, Største Moment findes at være 87,5'+ ”, Idet den 
tilladelige Fiberpaavirkning regnes til r = 750 kg./cm.2, findes 
det nødvendige Modstandsmoment at være: 


8750000 


Fm EY 
n 750 


- 1106703". 


Bjælken konstrueres som en nittet Pladejærnsdrager; Be- 
stemmelsen af dennes Dimensioner kunne vi ikke komme 
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nærmere ind paa her, som Resultat anføres blot, at et passende 
Tværsnit vil være det i Fig. 60 længst til højre viste, for 
hvilket det nyttige Modstandsmoment W —= 1191019. 

Nu skulle vi konstruere Nedbøjningslinien som Tovpolygon 
til den fundne Momentflade (de punkterede, savtakkede Til- 
føjelser til Momentkurven ved begge Ender have ingen Betyd- 
ning her). Momentfladen inddeles i Strimler af den konstante 
Bredde Ax =— 2", og ved Hjælp af Reduktionsvinklen afsættes | 
i af Strimlernes Middelhøjder som Kræfter (Kraftpolygonen 
nederst til højre i Fig.); Størrelsen a i Formel (23) er altsaa 
lig 3 X 2% — 6%,  Inertimomentet (uden Fradrag af Nitte- 
huller) er 910750", Hvis vi ville have Nedbøjningerne i sand 
Størrelse, sættes n = 200 (Tegningens Længdemaalestok er 
1:200), og man skal da for den elastiske Tovpolygon bruge 
en Poldistance (E = 2000000 kg./cm.2): 


2000000. 910750 


ki == 7500, 600.500 


— 30358 kg. = 50063, 
idet alle Størrelser i Formlen ere indførte i kg. og cm. Største 
Nedbøjning findes paa Fig. at blive 1,25%, 

Den Tovpolygon, man faar tegnet paa denne Maade, 
tangerer som bekendt den virkelige Tovkurve i Punkterne 
lodret under Skillelinierne mellem Strimlerne. Undertiden har 
man, som vi skulle se i det følgende, kun Brug for at finde 
Tangenterne til Tovkurven lodret under Understøtningspunkt- 
erne, de yderste Tovpolygonsider; disse blive de samme, hvor- 
ledes man end inddeler Momentfladens Areal, ved lodrette eller 
skraa Skillelinier, og man kan f. Ex. ogsaa finde dem ved at 
lade hele Momentfladens Areal virke som Enkeltkraft i dens 
Tyngdepunkt og tegne Tovpolygonen hertil. 

Endnu et Par almindelige Bemærkninger maa finde Plads 
her. Transversalkraftens Størrelse findes jo som en Sum af 
Kræfter, Momentets ligeledes som Summen af de enkelte 
Kræfters Momenter; det samme gælder om Tangentvinkler og 
Nedbøjninger, da de som ovenfor vist kunne findes som Trans- 
versalkræfter og Momenter. Heraf følger, at man kan bestemme 
de af en hel Række Kræfter frembragte Transversalkræfter, 
Momenter, Tangentvinkler og Nedbøjninger ved først at finde 
disse Virkninger for hver enkelt af Kræfterne, betragtet som 
virkende alene, og til Slut addere de enkelte Virkninger. 
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Af de i Begyndelsen af denne Paragraf udviklede Rela- 
tioner mellem p, Q, M, α og y kan videre dannes: 


BIT) — ο, 


og ET gå = Ρ. 


Hvis nu Q i et Punkt af Bjælken varierer i Spring (ved 


en Enkeltkraft), vil ER ligeledes variere i Spring, altsaa have 


to forskellige Værdier i Punktet. Derimod vil Ea kun have 


én Værdi i et saadant Punkt, da M kun har én Værdi, og det 


samme gælder αν ο I en Enkeltkrafts Angrebspunkt vil der 
altsaa (som vi ogsaa have set i $ 25) være en Diskontinuitet 
i den neutrale Linie; denne vil bestaa af forskellige Kurve- 
stykker, der støde sammen i Punktet. Men de to Kurver 


2 
skulle have samme y, ον og Gå i Sammenstødspunktet. Paa 
samme Maade ses let, at et pludseligt Spring i Belastnings- 
kurven (p) ligeledes vil bevirke en Diskontinuitet i den neu- 
trale Linie; men her skulle de to Kurvestykker endog have 


Ty fælles i Sammenstødspunktet +). 


Vi skulle nu gaa over til at behandle de almindeligst fore- 
kommende Understøtnings- og Belastningsmaader for Bjælker 
i det enkelte. 


& 27. En kun ved den ene Ende indspændt Bjælke. 
I $25 er den almindelige Methode til Beregning af Spændinger 
og Formforandringer vist; der er ganske vist kun behandlet 
en Belastning bestaaende af to Enkeltkræfter, men Udvidelsen 
til flere Kræfter foretages uden Vanskelighed. Sammesteds er 
ogsaa vist den grafiske Bestemmelse af Momenter og Trans- 
versalkræfter. I & 26 er forklaret, hvorledes Slutlinien for den 
elastiske Tovpolygon indlægges, hvorefter den grafiske Kon- 
struktion af Nedbøjningerne let foretages. Endelig er det i 


”) Grashof: Theorie der Elasticitåt und Festigkeit, Berlin, 1878. 
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& 26 vist, hvorledes den Bjælke skal være understøttet, hvor- 
paa man skal lade Momenffladen virke som Belastning, hvis 
man vil beregne Nedbøjningerne som Momenter: naar den 
givne Bjælke er indspændt ved Α, fri ved B, skal den tænkte 
Bjælke være indspændt ved B, fri ved A. Vi ville nu under- 
søge nogle specielle Belastninger og til Beregning af Nedbøj- 
ningerne navnlig anvende den sidste Fremgangsmaade. 

1. Der virker kun en Enkeltkraft P i den frie Ende B. 
Man finder let, at Transversalkraften er konstant over hele 
Længden og lig P, og at Momentkurven er en ret Linie, der 
har Ordinaten Nul ved B og Ordinaten — P.I1 ved Indspæn- 
dingspunktet Α, Momenffladen altsaa en Trekant. Lader man 
denne Trekants Areal virke som Belastning paa en ved B 
indspændt Bjælke (Fig. 61, Pl. 6) og bestemmer Transversal- 
kraft og Moment ved B, finder man Tangentvinklen αν og 
Nedbøjningen y, i den givne Bjælkes frie Ende ved blot at 
dividere disse Størrelser med El.  Transversalkraften ved B 
(Fig. 61) er lig Belastningstrekantens Areal 4 PI?, Momentet ved 
B findes ved at lade dette Areal virke som en Enkeltkraft i 
Trekantens Tyngdepunkt, hvorved faas: 4 PI; altsaa er: 

Pl" Pl 


6ο gg TT spg" 


2. Belastningen er ensformig fordelt, p pr. Længdeenhed. 
1 Fig. 62, Pl. 6, er Koordinatsystemets Begyndelsespunkt lagt 
i B. Til venstre for Punktet med Abscisse æ virker Belastningen 
p.æ, altsaa er: 


Qz = + p.x, Μ, = —pr.læ =— —j ρα". 
Transversalkraftkurven er en ret Linie ΒΑ, Μοπιεπί- 
kurven en Parabel B'A'", (Fig. 62); Parablen kan konstrueres 
ved 5 7, Fig. 18, idet Toppunktet er B' og A'A', = i pl?. Den 
elastiske Linie kan findes ved Integration af Ligningen: 


2 
Elg) - --- ὁ ρα, 


idet Konstanterne bestemmes derved, αἱ x -- I giver  -- 0, 


dy 
æn? 

Tangentvinklen αι og Nedbøjningen y, i den frie Ende 
findes lettest ved at lade Momenffladen virke som Belastning 
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paa en ved B indspændt Bjælke (Fig. 63, Pl. 7). Μοπιεπί- 
fladen betragtes som Differens mellem Rektanglet 4ΑιΡιΒ og 
Parabelsegmentet A,B;B.  Transversalkraften ved B er lig 
pl? — 4 pl? =— ; pl, Momentet sammesteds: 4 pl? 41— I pl?. δῖ 
— { pl; altsaa haves: 


Hvis der samtidig virker en Enkeltkraft P i den frie Ende 
og en ensformig Belastning p, bliver Nedbøjningen i den 
frie Ende: 


1 
== ΕΙὁ PI? + 4 pl"). 


3. Trekantbelastning (Fig. 64, Pl. 7). Idet Begyndelses- 
punktet lægges i den frie Ende, er Belastningskurvens Ligning 
p — κ.α. Man finder: 


Qz = + ikæ, M, -- —Å Ο,άα + C = — 1 kæ, 


idet Konstanten C er bestemt saaledes, αἱ x -- 0 giver M, = 0. 
Største Moment findes ved Α og er i kl?, Indfører man heri: 
hele Belastningen paa Bjælken = Ρ-- ikl?, faas 


Νο. — —4$ PI 


Den neutrale Linie bestemmes ved Integration af Ligningen : 





αἲ 
ΕΙ πα = 1 Καὶ; 
man finder: 
kl PP klé På: 
αν 


= ΠΕΙ 12E0' δν ο 80ΕΙ DEN 


Trapezbelastning, hvor Belastningskurven er: ῥ-- a+ κα, 
behandles som Sum af en ensformig Belastning a pr. Længde- 
enhed og en Trekantbelastning. Man faar saaledes: 

κ κ 
ΠΟ — SETT 30ET' 


Disse Belastningsmaader forekomme ved Vandtryk. 


Mmax. = —( al? + å kb), 


οαῖς ] 
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8 28. En ved begge Ender simpelt understøttet 
Bjælke. 
1. Belastningen bestaar af en Række Enkeltkræfter (Fig. 65, 
ΡΙ. 7). Beregning. Reaktionerne Α og B bestemmes ved (12), 
hvorved (idet Pyæ + Psx2 +... P,%x betegnes Σβα): 
Σρα ο ΣΡ(Ι--- α) 


Β-- SE, Α ; 








For et Tværsnit mellem Α og P,, i Afstanden α fra Α, 


findes: 
ο, -- Α, Μι. -- -Α. αν 


for et Tværsnit mellem P, og Βε, i Afstanden α fra Α, findes: 
Ο, = 4+P,, M, = — År --- Βι(α --- αι). 


Paa lignende Maade bestemmes Transversalkraft og Mo- 
ment i hvilket som helst Punkt af Bjælken. Man ser, at Q 
er konstant paa Stykket mellem to Kræfter, Transversalkraft- 
kurven bliver en aftrappet Linie (Fig. 66, Pl. 7); ligeledes indser 
man, at Momentkurven bliver en Polygon med Vinkelspidser 
paa Kraftlinierne. 

Den elastiske Linie bestemmes ved Integration af Ligning 
(19 a). Da Μ er en diskontinuert Funktion af æ, maa Inte- 
grationen deles, og man faar den elastiske Linie sammensat 
af forskellige Kurvestykker mellem de forskellige Kræfter. 
Imidlertid have vi i Slutningen af $ 26 vist, at de to Stykker 
af den elastiske Linie, der støde sammen i en Kraftlinie, have 
fælles Tangent i Sammenstødspunktet. Herved kan man faa 
alle Integrationskonstanterne bestemt; man begynder med 
Stykket A — Βι og bestemmer Konstanterne saaledes, at x = 0 


giver y = 0, sg —= α (foreløbig ubekendt); for Stykket Ρι ---- P, 
benytter man, at x = αι skal give samme Værdier af y og 
sl her som i Stykket Α--- Βι, og saaledes gaar man efter- 
haanden videre; for Stykket P, — B endelig bestemmes Kon- 
stanterne ved Værdierne af y og αν for x - απ hvorefter 


man har, at α — I skal give y = 0, og dette tjener til Be- 
stemmelse af α. 


ø 
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Grafisk Methode. (Fig. 66, Pl. 7). Ved Hjælp af Kraft- og 
Tovpolygon bestemmes først Reaktionerne Α og B, idet Slut- 
linien ab og den dermed parallele Straale i Kraftpolygonen 
drages.  Momenterne ere fremstillede ved Ordinaterne i Tov- 
polygonen, maalte ud fra Slutlinien (M, = h.yc); Transversal- 
kraften i C findes som det Stykke, der i Kraftpolygonen af- 
skæres af et Par Straaler, parallele med de Tovpolygonsider, 
der træffes af Snittet gennem C; Q, = ΑΙ Βι, og da A > Β,, 
er Q. negativ. Den ene af de nævnte Tovpolygonsider er altid 
Slutlinien; det er derfor kun den ene af de nævnte Straaler i 
Kraftpolygonen, der flytter sig, naar C varierer. Man ser, at 
Transversalkraften er negativ, saalænge den bevægelige Straale 
ligger over den med Slutlinien parallele, positiv, naar den 
ligger under denne; Bjælken deles altsaa i to Dele, saaledes at 
Transversalkraften i den til venstre altid er negativ, i den til 
højre altid positiv. Den aftrappede Transversalkraftkurve er 
konstrueret i Figuren lige ud for Kraftpolygonen. Transversal- 
kraften gaar over fra at være negativ til at være positiv i 
Punktet Ρε: i Overensstemmelse med Ligning (21) findes det 
største Moment i samme Punkt. 05 Angrebspunkt er Skærings- 
punktet for de Tovpolygonsider, der træffes af Snittet gennem 
ος af Figuren ses, at Q, virker til venstre for C, saalænge den 
er negativ, til højre for C, naar den er positiv, stemmende 
med at Momentet i den simpelt understøttede Bjælke altid er 
positivt(Momentet er lig Transversalkraftens Moment). Detstørste 
Moment maa altid findes som Ordinat til en af Tovpolygonens 
Vinkelspidser, altsaa i Angrebspunktet for en af Kræfterne. 

Nedbøjningerne konstrueres ved at tegne en Tovpolygon 
til Momentfladen som Belastning, saaledes som det er vist i 
ὃ 26 (Fig. 60, Pl. 7); de kunne beregnes som Momenter i den 
oprindelige, simpelt understøttede Bjælke, paavirket af Moment- 
fladen som Belastning. 

Specielt antages der kun at virke en Enkeltkraft P (Fig. 67, 
Pl. 7). Man har da Reaktionerne 

NEN my b τς a 
+… Momenffladen er en Trekant, største Moment findes ved 
P og er lig — A.a, altsaa 
ab 


Mox. — Ρ.Τ ; 


A, Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære. 7 
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Opg. 9. Find det Punkt af den i Fig. 67 viste Bjælke, hvor Nedbøj- 
ningen er størst Benyt, at Nedbøjningerne kunne beregnes som Momenter, 
og at Maximumsmomentet findes i det Punkt, hvor Transversalkraften er 


Nul. (vis ας ῦ, er det søgte Punkts Afstand fra B: υγ + Sg $ ) 


Hvis P virker i Midtpunktet, bliver hver af Reaktionerne 
— iP; største Moment er: 
Μαι — 4 PI. 


Naar Momentfladen virker som' Belastning paa Bjælken 
(Fig. 68, ΡΙ. 7), frembringes der Reaktionerne 7, PI?. Momentet i 
Midtpunktet findes ved at erstatte Trekantbelastningen. til 
venstre herfor med en Enkeltkraft i Tyngdepunktet, hvorved 
man faar: 

τα ΡΙ3. 1] --- 3, PP, 41 —= 2, PP, 

Tangentvinklen &, i Understøtningspunkterne og Nedbøj- 

ningen i Midten, ymsx, ere altsaa: 


Pl? El 
da" ØE]? Ymes.  18ΕΙ ᾽ 


Der virker to lige store Kræfter, lige langt fra Midten (Fig. 
69, Pl. 7). Reaktionerne blive: Α -- 8 -- — P; Momentet 
er konstant paa Stykket mellem de to Kræfter og lig: 


Mox. Ἔ- P.a. 


Transversalkraften paa dette Stykke er Nul. 
Af Ligningen 
1) M 
ο El 
følger, at Bjælken paa Stykket mellem de to Kræfter krummer 
sig efter en Cirkelbue (ϱ er konstant). Ved Benyttelse af det 
tilnærmede Udtryk for Krumningsradius i den neutrale Linies 
Differentialligning finder man derimod en Parabel; Fejlen er 
som sædvanlig uden Betydning. Nedbøjningerne findes paa 
sædvanlig Maade ved at lade Momenffladen (Trapezet i Fig. 
69) virke som Belastning paa Bjælken; man finder Tangent- 
vinklen ας i Understøtningspunkterne og Nedbøjningen ymx. i 
Midten: 
— Psa(l—a) 


Pa i i 
da Εν. ΕΙ (CT — 4dt). 


99 & 28. 


2. Belastningen er ensformig fordelt, p pr. Længdeenhed, 
Reaktionerne blive: Α -- B = — i pl. Transversalkraften i et 
vilkaarligt Punkt i Afstanden α fra Understøtningen A (Fig. 
70, Pl. 7) er: i 


Os A+ pr — Ρ(-- 0) 


Transversalkraftkurven er altsaa en ret Linie, der afskærer 
Stykkerne + 1 pl af Understøtningsvertikalerne og har Ordi- 
naten Nul i Midten. Momentet i Punktet æ er: 


M, = --Α.α — pr. jæ = i p (læ — x), 
hvorved fremstilles en Parabel, der gaar gennem Understøt- 
ningspunkterne og har største Ordinat (paa Midten) lig 
Μαι. — å på. 


Parablen kan let konstrueres ved disse givne Størrelser. 
Den elastiske Linies Differentialligning er: 


PU mm 


ET 4 οὐ 


---Μ,  ὁρ(αἳ--- Ix); 
ved Integration findes: 
di 
Elg -- ἑρ(1α.-- 41) + C, 


Ely — Yp (fy æt — ὁ læ) 4 Cx + Ci, 


og til Bestemmelse af Konstanterne haves, at: x Ξθορα- τί 
give y — 0; dette giver 6ι -- 0, C = 3% pl, Tangentvinklen 
αα i Understøtningspunkterne og Nedbøjningen ymax. i Midten 
blive: 
ώς ο Pi 
πα ΕΙ: Ότο 884 ET" 


De samme Resultater findes ved at lade Momentfladen 
virke som Belastning paa Bjælken AB. Reaktionen Α er lig 
det halve Parabelsegments Areal (Fig. 70), altsaa: 


A=3.1L.1pP = fy pl = El. do 


Momentet i Midten af den med Parabelsegmentet belastede 
Bjælke findes ved at lade det halve Parabelsegments Areal 


7% 


74 A 1 0 odde 
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virke som Enkeltkraft i Tyngdepunktet (2, / fra Midten), hvor- 
ved faas: 


M = dy pl. 41— ει pl. ὃν {πετ pl' = ΕΙ. ως 


Opg. 10. En i begge Ender simpelt understøttet Bjælke er paavirket 
af en ensformig Belastning p pr. Længdeenhed, der dækker en Længde a (CI, 
symmetrisk beliggende om Midten. Bestem største Moment og Nedbøjning. 


Opg. 11. En Træbjælke med kvadratisk Tværsnit er simpelt under- 
støttet i to Punkter med 4,2m- Afstand. Belastningen bestaar af tre Kræfter 
paa 0,9ts, der virke i Midten og i to symmetriske Punkter 1,22. fra Midten 
samt af Bjælkens Egenvægt (Vægtfylden regnes til 0,8). Bestem Dimen- 
sionerne, Tangentvinklen ved Understøtningerne og Nedbøjningen i Midten, 
idet den tilladelige Paavirkning r = 60 kg./cm.”, og E = 120000 kg./cm.7. 
Først foretages en foreløbig Beregning uden Hensyn til Egenvægten for at 
finde denne. 


3. Trekantbelastning. Med Begyndelsespunktet i 4 er 
(Fig. 71, ΡΙ. 7) Belastningskurvens Ligning p = Καὶ hele Belast- 
ningen paa Bjælken er P — i κ. Reaktionerne findes ved 
at lade P virke som Enkeltkraft i Trekantens Tyngdepunkt, 
hvorved : 

Α -- --ᾗἶ Β, B= --ᾱΡ. 

Endvidere findes: 

Qz = A+ ka", M, —= —(Qsdr + 6 = — år — I Καὶ, 


idet Konstanten C er bestemt saaledes, at x -- 0 giver M, = 0. 
Maximumsmomentet findes i det Punkt, hvor Q, = 0, hvor- 
ved faas: 


τ 9 
α — IVY, Mox. — —= Pl = 0,128 Pl. 
V 3 9Υ9 
Trapezbelastning, hvor Belastningskurven er p = α-- Κα, 


behandles som en Sum af den ensformige Belastning a og 
Trekantbelastningen p -- Κα. Udtrykkene for Qz og M, kunne 
direkte adderes, Udtrykkene for Max. derimod naturligvis ikke, 
da Mmax. ikke optræder i samme Punkt for de to enkelte Be- 
lastningsarter. Det Punkt, hvor Momentet er størst, findes 
ved at sætte Q, -- 0 som ovenfor, men det almindelige 
Resultat bliver noget kompliceret. — 
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9 20. En ved begge Ender simpelt understøttet 
Bjælke, der i Understøtningspunkterne er paavirket 
af Kraftpar. 

Bjælken AB (Fig. 72, Pl. 8) er i Punkterne Α og B paa- 
virket af to givne Kraftpar med Momenter Μα og M,, drejende 
i de paa Fig. angivne Retninger; der findes ingen anden 
Belastning. Reaktionerne bestemmes som sædvanligt; ved at 
tage Momenterne med Hensyn til B eller Α findes: 


Μα-- Ms Al Οἱ 4 ῃ. Ma My. 


M—M + Bl = 0f” i 


Reaktionerne Α og B danne et Kraftpar med Moment M, — Μη. 
Transversalkraften i et vilkaarligt Punkt er lig Reaktionen Α, 
altsaa konstant for alle Bjælkens Punkter: 


Μι--- Μι 
Q,= ==, (24) 





Momentet i Punktet α΄ er: 








MM ACE Μα[α 1) FM. η, 


κ... M 7 ΣΤ. (25) 


Momentkurven er en ret Linie, der af Understøtnings- 
vertikalerne afskærer Stykkerne M, og Μ, (Fig. 72); Moment- 
fladen er et Trapez; hvis M, eller Μι specielt er Nul, faas en 
Trekant. 

Nedbøjninger og Tangentvinkler findes ved at lade Mo- 
mentfladen virke som Belastning paa Bjælken AB; denne Be- 
lastning giver en Reaktion Α, der findes ved at dele Trapezet 
i to Trekanter (Fig. 72): 


— 43.4 Μα[-ι- 3.4M l = 11(2M, + Μυ)]; 
Reaktionen B findes ved Ombytning af Μα og M,. Tangent- 


vinklerne αι og αν i Understøtningspunkterne ere altsaa: 


I 
"gET ῶΜα + Μ0), αν = gg (Ma + 2M)). (26) 


Formlerne (24)—(26) skulle benyttes flere Gange i det 


αμπ- 
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følgende; ved deres Anvendelse maa man erindre, αἱ Μο og Μι 
her ere indførte som positive, naar deres Omdrejningsretning er 
den i Fig. 72 angivne (naar de altsaa søge at bøje Bjælken 
saaledes, at den vender Konkaviteten opad). — Nedbøjningerne 
kunne findes som Momenter af Momentfladens Areal, men de 
have ikke den Interesse; største Nedbøjning findes i det Punkt, 
hvor Transversalkraften fra Momentfladen som Belastning 
er Nul. 

Hvis der foruden Kraftparrene M, og Μι tillige virker en 
given lodret Belastning, kan man, som tidligere vist, ligefrem 
addere de fra hver Art af Belastning for sig hidrørende Virk- 
ninger. Idet Transversalkraft og Moment i et vilkaarligt Snit, 
hidrørende fra den lodrette Belastning alene, kaldes Q, og Ms, 
haves altsaa fra den kombinerede Belastning: 





Gå ον τν. ο (28) 


ορ, = + M, (29) 


α 
Ἱ, 

I Fig. 73, Pl. 8, er Bjælken AB saaledes paavirket af 
Kræfterne P; og P, foruden af Kraftparrene. Momentkurven 
for Βι og Ῥι er konstrueret som Tovpolygon med Slutlinien 
a'b', og for Snittet æx findes de paa Fig. angivne Q, og M,. 
Den resulterende Momentflade findes ved til M,-Fladen at 
lægge et Trapez med Ordinaterne M, og M, ved Enderne, My 
maales altsaa fra den nye Slutlinie ab til Tovpolygonen. 
Transversalkraften Q, skal bestemmes efter Formlen (28), men 
det kan vises, at Qx kan findes paa sædvanlig Maade ved i 
Kraftpolygonen at trække et Par Straaler parallele med de af 
Snittet æ& overskaarne Tovpolygonsider, naar man blot lader ab 
være den ene af disse i Stedet for a'b'. Idet nemlig αα’ --- te 3 
bb' -- ms (Nævneren h er udeladt i Fig.) findes let ved lige- 


dannede Trekanter: 
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Ὁ, er altsaa lig Ου + πι, men dette Stykke afskæres netop i 
Kraftpolygonen mellem Straaler parallele med ab og med den 
overskaarne Tovpolygonside. 

I Fig. 74, Pl. 8, er Bjælken AB paavirket af en ensformig 
Belastning p pr. Længdeenhed og to Kraftpar M, og Με, der 
søge at bøje Bjælken opad (ere negative). M,-Kurven er en 
Parabel, der let kan tegnes, idet Ordinaten paa Midten er { ph, 
Da Μο er positiv, Μα og Μι negative, faas Μ, som en Diffe- 
rens; Μ,-Εἰαάεπ er skraveret i Fig. 74. Q,-Kurven er en ret 
Linie, der af Understøtningsvertikalerne afskærer Stykkerne 
+ i pl; de positive Ordinater ere i Fig. 74 afsatte nedad. 


Stykket ed Ξ- πι er i Fig. 74 aabenbart positivt, da 


Μα og Μι ere negative og Μι numerisk større end Μα; den 
resulterende Q;-Flade er skraveret i Figuren. Nulpunktet for 
Qz-Kurven skal ligge lodret under Maximumspunktet for 
M,-Kurven. 





& 30. EnitoPunkter simpelt understøttet Bjælke, 
der er forlænget ud over Understøtningerne. 

Til Kræfterne P, — P, er der i Fig. 75, Pl. 8, tegnet en 
Tovpolygon, ved hvis Hjælp man som sædvanligt finder Reak- 
tionerne Α og B ved at indlægge Slutlinien ab og trække den 
dermed parallele Straale i Kraftpolygonen. Momenffladen er 
det skraverede Areal mellem ab og Tovpolygonen; Momentet 
i Punktet æ vil nemlig sige Momentet af Kræfterne Α, P,, Ρε, δε, 
og det er lig det Stykke, der afskæres paa Vertikalen gennem 
Punktet α af Tovpolygonsiden før A (ab) og efter P;, multipli- 
ceret med Poldistancen. I Figuren er M, positiv; det har 
nemlig aabenbart samme Fortegn, som hvis Bjælken ikke var 
forlænget ud over A og B; derimod ere Momenterne ved 
Enderne negative. Momenterne skifte Fortegn i to Punkter, 
hvilke svare til Vendepunkter for den elastiske Linie. — Trans- 
versalkraften ϱ, findes som sædvanligt ved i Kraftpolygonen 
at trække to Straaler parallele med de af Snittet x overskaarne 
Tovpolygonsider. 

Bjælkeenderne udenfor A og B forholde sig, hvad Mo- 
menter og Transversalkræfter angaar, ganske som om de 
vare indspændte ved A og B (sammenlign den grafiske Mo- 
mentbestemmelse i $ 25), og paa den Maade behandles de 
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lettest. Bjælkestykket mellem 4 og B forholder sig som en 
simpelt understøttet Bjælke, der ikke er forlænget ud over sine 
Understøtninger, men til Gengæld i disse Punkter paavirket 
af to negative Kraftpar af Størrelserne aa' og bb'; den skraverede 
Momentflade er nemlig Differensen mellem den »simple« Mo- 
mentflade med Slutlinien a'b" (Fladen mellem a'b' og Tovpoly- 
gonen) og Trapezet aa'b'b. Denne Betragtningsmaade gælder 
almindeligt for Stykket AB, idet man naturligvis altid kan 
tænke sig Bjælken skaaren over i 4 og B, naar man til 
Gengæld tilføjer Indvirkningerne af Bjælkeenderne paa Stykket 
AB (Momenterne aa' og bb") som ydre Kræfter; Nedbøjninger 
og Tangentvinkler for Punkter mellem A og B kunne altsaa 
ogsaa findes herved. 

Hvis Bjælken over hele sin Længde er paavirket af en ens- 
formig Belastning p pr. Længdeenhed, faas de i Fig. 76, Pl. 8, 
viste Transversalkraft- og Momentkurver. Paa Stykket AC ere 
Momenterne fremstillede ved en Parabel, der har Toppunkt i 
C" og afskærer Stykket --- I pl: = Αα paa Vertikalen gennem 
Α (se & 27); ligeledes er D”b en Parabel med Toppunkt i D"”, 
og B"b = — i plå. For Stykket AB angiver Parablen gennem 
Α΄ og B" og med Ordinaten paa Midten lig 1 pl? de Momenter, 
der vilde optræde, hvis Bjælken var skaaren over i Α og B, 
og herfra trækkes Trapezet A”abB”, der angiver Momenterne 
fra de negative Kraftpar M, = — 4 pli og Μι = — 5 pl. Trans- 
versalkræfterne ere afsatte som Ordinater ud fra Axen A'B', 
positive nedad. For Stykket AC faas den rette Linie C"A,, idet 
A'A, Ξ- i pl (5 27), for Stykket BD den rette Linie D'B,, idet 
B'B, = — i pl. For Stykket AB fremstilles Q4 ved den punk- 
terede Linie A4',B',, idet A'A', = — 1 pl, BB, = + 1 pl. Til Q& 
My — Μι 
SEES, 
og idet M, og Μι ere negative og M, numerisk større end M;, 
bliver denne Størrelse negativ og skal altsaa afsættes opad fra 
A'%B'. De resulterende Moment- og Transversalkraftkurver 
ere skraverede. 

Af Transversalkraftkurven aflæses direkte Reaktionernes 
Størrelser: 


skal lægges det konstante Stykke A'2A2 = B'2B; -- 


Α == År Ås, B -- BB. 
Reaktionen Α er nemlig Differensen mellem Transversal- 
kraften umiddelbart til venstre og umiddelbart til højre for 
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Understøtningspunktet, og da disse have modsat Fortegn, 
bliver Reaktionen den numeriske Sum af dem. 


Opg, 12. Tegn Moment- og Transversalkraftkurverne for en Bjælke som 
ovenfor, belastet med p pr. Længdeenhed og med Enkeltkræfterne Ρι og Pz 
i de frie Ender. 


Opg. 13. Bestem Dimensionerne af en lodret Træbjælke med kvadratisk 
Tværsnit, naar den er simpelt understøttet i sit nederste Endepunkt og i et 
Punkt, der ligger 2m. højere oppe, medens hele Længden er 3m., og naar den 
er paavirket til Bøjning af Vandtrykket paa en 0,9m. bred lodret Flade af 
Bjælkens Længde. Vandets Overflade befinder sig ved Bjælkens øverste 
Endepunkt. Tilladelig Paavirkning = 60 kg./cm.?, 


Den elastiske Linie kan ligesom tidligere konstrueres som 
Tovpolygon til Momentfladen som Belastning; kun maa man 
her erindre, αἱ Momentfladens Areal skal regnes med Fortegn. 
Efterat den elastiske Tovpolygon er tegnet, indlægges Slutlinien, 
hvorfra Nedbøjningerne skulle maales (den ubøjede Bjælkeaxe), 
derved at Nedbøjningerne i A og B ere Nul. Heraf følger, 
som vi skulle se i næste Paragraf, at Nedbøjningerne kunne 
beregnes som Momenter i en ved C og D indspændt Bjælke, 
der er forsynet med Charnierer ved Α og B og belastet med 
Momentfladen (et Charnier er en Forbindelse, der ingen Mod- 
stand gør mod en Drejning, medens derimod en Forskydning 
af de forbundne Dele i Forhold til hinanden er umulig. Der 
kan derfor kun overføres Transversalkræfter, men intet Moment 
gennem οἱ Charnier. I Fig. 77, ΡΙ.δ, er den beskrevne Bjælke 
skematisk fremstillet paa to Maader; øverst er Forbindelsen 
nærmest tænkt som et Passercharnier, nederst som en simpel 
Understøtning, der blot ikke er anbragt paa et fast Underlag, 
men paa den ene af de i Charnieret sammenstødende Bjælke- 
ender. Et Charniers Virkemaade er for Momenternes og Trans- 
versalkræfternes Vedkommende ganske den samme som en 
simpel, Understøtnings). 

Naturligvis kan man ogsaa her opskrive Differentialligningen 
for den neutrale Linie og finde Nedbøjningerne ved Integration. 


& 31. Statisk ubestemte Bjælker over én Aabning. 
1. For en Bjælke, der er indspændt i begge Ender og paa- 
virket af parallele Kræfter, bestaar hver af Reaktionerne af en 
Enkeltkraft og et Kraftpar. Der haves saaledes ialt fire ube- 
kendte, medens man kun har to statiske Ligevægtsbetingelser 
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(12); de to manglende Betingelser faas først ved at tage Hensyn 
til Formforandringerne. (Opgaven kan løses paa flere Maader. 

a. Direkte Benyttelse af den elastiske Linies Differential- 
ligning skal kun vises ved et Exempel.  Belastningen antages 
ensformig fordelt, p. pr. Længdeenhed (Fig. 78, Pl. 8); vi ville 
foreløbig ikke gøre Brug af Symmetrien. Idet de ubekendte 
Momenter i Understøtningspunkterne kaldes Μα og Με, blive 
de statiske Ligevægtsbetingelser: 


A+ B+ pl — 0, 
Μο-- Μι-- ΑΙ-- I pl -- 0. 


Momentet i Punktet α er: 





d? 
Mz — Μω-- Λα--- .ραῖ -- — BEIGE. 
Ved Integration findes: 
--ΕΙ dd -- Ma — Art — i pa" + C, 


— Ely = 1 Μια — å Αα — gy ρα! + Cx + 6ι. 
Nu haves til Bestemmelse af de to Konstanter og de fire 
ubekendte ved Understøtningerne dels de to Ligevægtsbetingelser 
ovenfor, dels at x -- 0 skal give y = 0 og dø — 0, x —= l lige- 


ledes. Ved at sætte x = 0 findes C = 0 og C, = 0, hvor- 
efter x = I giver: 


Mal — HA — ὁ pl' -- 0, 
{ Μαϊ ---ᾗ AP — 3, pl? = 0. 
Heraf findes: 
Α == —åpl, Ma = — fy pl, 
og de to Ligevægtsbetingelser ovenfor give da endelig: 
Β -- —Ipl = Α, My = —7's pl? = Μα 


Beregningen kunde have været simplificeret i høj Grad 
ved at gøre Brug af Symmetrien, hvorved man strax har 
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A -- Β, M, = Μι. — Nu haves Momentet i det vilkaarlige 
Punkt: 


Με == — ερ ἐ plæ — ὁ ρα, 
og Transversalkraften: 


Qz = Αρα = — pl + pæ; 


de grafiske Fremstillinger skulle vi senere komme ind paa. 
Nedbøjningerne findes ligefrem ved Indsættelse af den specielle 
Værdi af æ i den neutrale Linies Ligning. 

Naar Belastningen bestaar af Enkeltkræfter, bliver Methoden 
betydelig mere besværlig, idet Momentet bliver udtrykt som en 
diskontinuert Funktion af æ, hvorfor Integrationen maa deles. 
Man begynder f. Ex. Beregningen nærmest ved Α, foretager Inte- 
grationen for Stykket hen til den første Enkeltkraft og bestemmer 
de to indkomne Konstanter ved Hjælp af Understøtningen A. 
Dernæst tager man det næste Stykke og bestemmer her Inte- 
grationskonstanterne ved den Betingelse, at den neutrale Linie 
for x =— αι (den første Enkeltkrafts Angrebspunkt) skal have 


samme y og =D til begge Sider. Paa den Maade gaar man 


efterhaanden videre, indtil man har faaet Integrationskon- 
stanterne bestemt for det sidste Stykke af Bjælken, og saa 
har man endelig Betingelserne fra Understøtningen B til Be- 
stemmelse af 4 og Μα. 


Opg. 14. Bestem efter denne Methode største Moment og Nedbøjningen 
i Midten for en i. begge Ender indspændt Bjælke, der er paavirket af en 
Enkeltkraft P i Midten. 


b. Man behandler Bjælken, som om den var simpelt under- 
støttet i begge Ender og foruden af den givne lodrette Belastning 
paavirket af to foreløbig ubekendte Kraftpar, Μα og Μι, ved 
Understøtningerne. Hvis den lodrette Belastning virkede alene, 
vilde den frembringe visse Drejninger &', og a', af Tangenterne 
i Understøtningspunkterne; ligeledes vilde Kraftparrene alene 
bevirke Drejningerne αι og αν, og da Tangenterne paa Grund 
af Indspændingerne skulle beholde deres Stilling uforandret, 
maa man have 


dg Ξ --αα αν --ᾱαἵ, 


hvorved Μα og Μι kunne bestemmes. 
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αα ΟΡ αν ere ved Ligning (26), & 29, udtrykte som Funk- 
tioner af M, og Ms. &', og a', bestemmes ved at betragte den 
»simple« Momentfflade (d. v. 5. den, man faar ved at lade den 
givne lodrette Belastning virke alene paa en simpelt under- 
støttet Bjælke) som Belastning paa Bjælken og bestemme 
Reaktionerne. Man har almindeligt (Fig. 79, Pl. 8), hvis F 
betegner Arealet af den simple Momentflade, & og &' dens 
Tyngdepunkts Afstande fra Understøtningerne: 


å Ἐνξ Ε.ξ 
κ τσ μμ’ 

Naar man paa denne Maade har faaet M, og Μι bestemt, 
kunne Momenter, Transversalkræfter, Nedbøjninger ο. 5. v. let 
beregnes ved Hjælp af 5 29; nu har man nemlig en simpelt 
understøttet Bjælke, der er paavirket dels af en given lodret 
Belastning, dels af to bekendte Kraftpar, M, og Μι, og man 
summerer da ligefrem de fra hver af disse to Belastnings- 
arter hidrørende Virkninger. Momenter og Transversalkræfter 
ere givne ved Formlerne (28) og (29). 

Specielt bemærkes, at man faar den grafiske Fremstilling 
af Momenterne i de forskellige Punkter ved blot (Fig. 79) at 
afsætte Μα = Aa, My = Bb og maale fra Slutlinien ab til den 
simple Momentkurve. Det er klart, at Opgaven i Virkeligheden 
er løst, saasnart man har faaet denne Slutlinie ab bestemt. 
Ovenfor have vi vist, hvorledes man direkte kan beregne 
Ordinaterne Aa og Bb, men en hvilken som helst anden Be- 
stemmelse af ab er naturligvis lige saa god. Ved en Omform- 
ning af Ligningerne &, = — 4", og αι —= --αι kan man ud- 
lede en simpel geometrisk Egenskab ved Momentffladen i Fig. 79. 
αα er (5 29) lig Reaktionen Α (divideret med ΤΠ, naar Bjælken 
AB belastes med Trapezet AabB. Kaldes dettes Areal F, og 
dets Tyngdepunkts Afstande fra Understøtningerne &, og δ', 
haves: 


af αι = —«', og den analoge følger nu (uden Hensyn til 
Fortegnet): 


F.&' = Ει.δι og Ε.ξ = ΕΙ. δι, 
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hvoraf ved Addition, idet ἕ + & -- δι — δι — I: 
F="F, &= &£. 


Slutlinien ab skal altsaa indlægges saaledes, at Trapezet 
AabB og den simple Momentflade faa samme Åreal, og saaledes 
at deres Tyngdepunkter ligge i samme lodrette Linie. I specielle 
Tilfælde, f. Ex. hvor der er Symmetri, kan denne Egenskab 
ofte anvendes med Fordel; en almindelig geometrisk Konstruk- 
tion, der i Virkeligheden løber ud paa det samme, skulle vi 
se nedenfor. 

En anden simpel Konstruktion af Slutlinien ab faas paa 
følgende Maade: 

Udtrykkene for &, og αι [Ligning (26)) kunne skrives: 





l I 
== — 1 Ξ- 
La οΕ]( 3 Μα-- i Μι) BEL” 
l 2 δν ο, 
og --- αν — SET 5 Μα-- 3 Μο) = SE > 


idet r og 7” ere Ordinater til Slutlinien ab i de Punkter, der 
dele Længden AB i tre lige store Dele (Fig. 79). 


Af Betingelsen &q — —'2'g og den analoge følger nu: 
ΕΣ. Ε.ξ 
Γ-- FR 


Størrelsen 7 betyder altsaa Højden i det Rektangel med 
Grundlinie /, der har samme Moment med Hensyn til Under- 
støtningen B som den simple Momenfflade; Betydningen af r" 
er analog hermed. 

Hvis man kendte eller paa en eller anden simpel Maade 
kunde bestemme de Punkter, hvor Slutlinien ab skærer den 
simple Momentkurve og Momentet altsaa er Nul, vilde Op- 
gaven være løst derved. Dette er Tilfældet for den i Slut- 
ningen af forrige Paragraf omtalte, i Fig. 77 fremstillede 
Bjælke, hvor der er indskudt to Charnierer, i hvilke Momentet 
ifølge den givne Definition af οἱ Charnier er Nul. Slutlinien 
gaar da gennem de Punkter, hvor lodrette Linier gennem 
Charniererne skære den simple Momentkurve, og den ind- 
lægges ganske paa samme Maade som Slutlinien for den 
elastiske Tovpolygon for en simpelt understøttet Bjælke, der 
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er forlænget ud over sine Understøtninger (5 30). Herved er 
der ikke for den indspændte Bjælke med to Charnierer gjort 
Brug af nogen Betingelse hentet fra Formforandringerne; denne 
Bjælke er altsaa statisk bestemt. Den kan naturligvis ogsaa 
betragtes og behandles som sammensat af tre statisk bestemte 
Bjælker, nemlig en simpelt understøttet i Midten og en i den 
ene Ende indspændt ved hver Side. 

Naar man har bestemt Momentkurven for den i Aog Β 
indspændte Bjælke, kunne Nedbøjningerne naturligvis findes 
ved at tegne en Tovpolygon til Momentfladen som Belastning. 
Slutlinien for Tovpolygonen — den ubøjede Bjælkeaxe — kan 
f. Ex. indlægges derved, at Nedbøjningerne i Α og B ere Nul; 
heraf følger, at man kan beregne Nedbøjningerne som Momenter 
i en simpelt understøttet Bjælke AB, belastet med Momentfladen. 
Naar Slutlinien indlægges som her angivet, skal det passe, at 
den af sig selv tangerer Tovpolygonen i Α og B. Man kunde 
ogsaa indlægge Slutlinien ved Hjælp af den Betingelse, at Ned- 
bøjningen i Α er Nul, og at Tangenten her beholder sin Ret- 
ning, hvoraf følger, at man ogsaa kan beregne Nedbøjningerne 
som Momenter i en i B indspændt Bjælke, belastet med Mo- 
mentfladen. Ved disse Konstruktioner maa man erindre, at 
Momenterne skifte Fortegn. 

Vi skulle nu se paa et Par Eksempler paa Behandlingen af 
indspændte Bjælker efter den her fremsatte Methode. Belastningen 
bestaar af en Enkeltkraft P i Afstandene a og b fra Understøt- 
ningerne (a+ b — 1). Den simple Momentflade er da (5 28, 1, 
Fig. 67) en Trekant med Højde Lg Arealet af den simple 
Momentflade F er lig 4 Pab, dens Tyngdepunkts Afstand fra 
Α er 1 (1-- α), fra B: 4(1—+- b). Ligningerne ας = —a', 08 
den analoge blive (med Bortkastelse af EI i Nævneren): 





I1+b l i 
i Pab.—7 -- — ο (2M4 + Mi), 
[+ a 1 
ἐραν.- π- --δ (Ma + 280), 
hvoraf findes: 
2 2 
M= -—P.2, Ν,-- --ρ. 
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Nu ere Transversalkræfter og Momenter givne ved (28) og 
(29); for den simpelt understøttede Bjælke er Transversalkraften 
til venstre for P lig Reaktionen A, altsaa for dette Stykke af 
Bjælken: 


mo PE, 


og følgelig for den indspændte Bjælke til venstre for P: 


. MM, ΑΡ ρα , Pab" 
is ERE STEEN SEEK GEE REE ST (EF UGESGEN [og 


b αἳ ) 
ESKE 3 (1+%— E)" 
Hvis Kraften P specielt virker i Midten (α --- b — 4l), faas: 
Μα = Μι -- —i PI; 


i saa Fald er M, — Μι -- 0, saa Transversalkraften bliver den 
samme som i en simpelt understøttet Bjælke med en Enkelt- 
kraft paa Midten, Reaktionerne Α og B ligeledes. Den simple 
Momenfflade er en Trekant med Højde 1 Pl; i den indspændte 
Bjælke bliver Momentet i Midtpunktet lig 1 PI— 1 PI = + 1PI, 
altsaa numerisk lig Indspændingsmomenterne; man har sam- 
tidig største Moment i 3 Punkter, 


Mmax. — τὰ PI, 


Slutlinien halverer den simple Momentflades største Ordinat, 
hvilket ogsaa umiddelbart følger af, at den simple Moment- 
flades Areal skal være lig Arealet af det Rektangel, hvis Højde 
er Mg = Με. Momentet er Nul for x = 1] I og x — ål; her 
har den neutrale Linie altsaa Vendepunkter. 

Nedbøjningerne findes ved at betragte først P alene og 
dernæst Kraftparrene M, og M, alene som Belastning paa den 
simpelt understøttede Bjælke og addere. Vi ville f. Ex. finde 
den største Nedbøjning (i Midten). P alene giver (5 28, 1): 

= På . 
Ymax. == 48ΕΙ 
Nedbøjningen fra Kraftparrene bestemmes som Moment af 


Rektanglet med Højde M,, altsaa som Moment af den ens- 
formige Belastning p = Μα; dette giver: 
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μας. 


νο πε πας 
hvorefter man for den indspændte Bjælke finder: 
ΡΙ5 i På: 


Ymax — Ἐ] (8 — 14) = 1928ET" 

Belastningen er ensformig fordelt, p pr. Længdeenhed. Paa 
Grund af Symmetrien bliver M, = Με, Slutlinien ab for 
Momentkurven altsaa vandret; den kan da bestemmes alene 
ved den Betingelse, at Arealet af den simple Momentflade skal 
være lig Arealet af Rektanglet med Højde M,. Den simple 
Momentflade er en Parabel, hvis Ordinat paa Midten er i på, 
og Parabelsegmentets Areal er 3.1 pP.l; man har altsaa: 


Μα. ἶ = — τς pl, Μα = — τν pl". 


Reaktioner og Transversalkræfter ere de samme som for en 
simpelt understøttet Bjælke. Den grafiske Fremstilling af Mo- 
menterne ses i Fig. 80, Pl. 8. Nedbøjningen ved Midten findes 
paa samme Maade som ovenfor; ved Hjælp af det for den 
simpelt understøttede Bjælke gældende Udtryk (8 28, 2) [πας 
altsaa: | 

g eN) PI + ν 5 pt αρ pl! 

sr 384 ΕΙ " 8EI 9δ4 ΕΙ 96 ΕΙ 9δ4Φ ΕΙ) 








Man vil lægge Mærke til, αἱ Μοπιοπίογπο i en indspændt 
Bjælke altid ere numerisk mindre end i en simpelt under- 
støttet, saa at Dimensionerne altsaa kunne gøres spinklere for 
samme Belastning. Det gunstigste Tilfælde faas aabenbart, 
naar Slutlinien ab for Momentkurven er vandret og halverer 
Maximumsordinaten i den simple Momentflade; da ville de 
største Momenter optræde samtidigt i tre Punkter, og tillige 
blive saa smaa som muligt. Vi saa ovenfor, at dette Tilfælde 
indtraf, naar Belastningen var en Enkeltkraft i Midten, deri- 
mod ikke for en ensformig Belastning. 

Hvis man tænker sig en simpelt understøttet Bjælke med 
ensformig Belastning og lader et Par lige store negative Kraft- 
par virke paa den i Understøtningspunkterne, idet de be- 
gynde med Værdien Nul og voxe jævnt, saa vil der til hver 
Størrelse af Kraftparrene svare en bestemt Beliggenhed af 
Slutlinien ab og ligeledes en bestemt Tangentivinkel ved 
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Understøtningerne. Man kan nu udvide Begrebet Indspænding 
saaledes, at det ganske vist medfører den Betingelse, at Tan- 
genten skal holde sig i en bestemt Stilling, men ikke nødven- 
digvis i den vandrette Stilling; man kan altsaa tale om Ind- 
spænding under forskellige Vinkler, Naar Indspændingsvink- 
lerne ere givne at skulle være 2, og 264, har man Betingelsen: 
Ca + a'a =— βα og den analoge til Bestemmelse af Μα og Μι, 

Blandt alle mulige Indspændingsvinkler vil den være den 
gunstigste, der medfører den mindste Værdi af Maximums- 
momentet. Vi ville bestemme den gunstigste Indspændings- 
vinkel for en ensformig Belastning. I dette Tilfælde skal Μα 
og M, være lig det halve af Maximumsordinaten til den 
simple Momentkurve altsaa 


Μα = Μι = — 48 pl?. 


Hertil svarer en Indspændingsvinkel θα = αα-- &'a, hvor 
(8 28, 2) 


ele ads ο πα PE. 
da πα; ο  3E7 32E1” 
ωω δρ på? 
ον. Ba = eg (fr — 38) — ϱΕ]: 


For at faa en Forestilling om den numeriske Størrelse af 
ØB ville vi foretage en Omformning af Udtrykket. Til Be- 
stemmelse af Bjælkens Dimensioner har man [(18 a), 5 24]: 


Μαι — rep? = r.W= rd. 


og ved Indførelse heraf findes: 


r.l 
E. 


Antages Bjælken at være en Jærnbjælke, hvis Tværsnit 
er symmetrisk om den neutrale Axe, og sættes Bjælkens Højde 
28 = 4, l, hvilket er en af de laveste anvendte Værdier, 
og endvidere γ -- 700 kg./cm.”, Ε -- 20000060 kg./cm.2, 
findes: 





βα — 4. 


ασ 


7 1 0 
βα = 1001 70" 


Man ser, hvor forsvindende denne Størrelse er, og dog 
Α. Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære. 8 
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bevirker en Variation i Indspændingsvinklen [τα 05 til 2," en 
Variation i Maximumsmomentet fra ss pl til (κ pP eller 25% 
af det til vandret Indspænding svarende. Naturligvis kan man 
i Praxis sjældent eller aldrig skaffe en  Indspænding, 
der umuliggør en saa ubetydelig Variation i Vinklen, saa man 
maa være overordentlig varsom med at regne en Bjælke ind- 
spændt og af den Grund gøre den svagere. 


Opg. 15. Bestem største Moment og Nedbøjningen i Midten for en i 
begge Ender indspændt Bjælke, der er paavirket af to lige store Kræfter P, 
virkende lige langt fra Understøtningerne. 


ο. Direkte Benyttelse af den elastiske Tovpolygon%). Hvis 
man ved Konstruktionen af den elastiske Tovpolygon kun 
bryder sig om at finde Tangenterne i Understøtningspunkterne, 
kan man, som vi have set i Slutningen af &$ 26, foretage Ind- 
delingen af Momentfladen ganske vilkaarligt. Vi ville her, 
ligesom ovenfor, opfatte den som Differens mellem den simple 
Momenfflade med Areal F og det af M, og M, bestemte Trapez, 
og dette sidste tænke vi os atter delt i to Trekanter med Åre- 
alerne: { Μαϊ og 4 Myl. Arealerne tænke vi os virkende som 
Kræfter i de lodrette Linier gennem Tyngdepunkterne; de lod- 
rette gennem Trekanternes Tyngdepunkter dele Bjælkens Længde 
l i tre lige store Dele; de kaldes »Trediedelsvertikalerne« og 
ere bekendte forud, skønt Μα og Μι ikke kendes, AT; «-- T,T; 
— TB, Fig. 81, Pl. 8. Tyngdepunktet T for den simple Mo- 
mentflade kan konstrueres og regnes her som bekendt. 

Hvis man nu tegner en Tovpolygon (den stærkt optrukne 
i Fig. 81) med Poldistance h — ΕΙ til de tre Kræfter, 
skal dennes yderste Sider angive Stillingen af Tangenterne til 
den elastiske Linie i Understøtningspunkterne; disse yderste 
Sider skulle da her være vandrette og falde i hinandens For- 
længelse. Ved Hjælp heraf kan man konstruere Tovpolygonen, 
skønt Μα og Μι ikke kendes. Man begynder med at afsætte 
den simple Momentflades Areal F = CC, paa en lodret Linie 
i Afstanden h fra Vertikalen gennem T, vælger et vilkaarligt 
Punkt Ο i denne som Pol, trækker Straalerne OC og OC, og 





”) Methoden angivet af Mohr, 1868, senere videre udviklet af Culmann, 
W. Ritter, Winkler ο. a.; se bl. a, Winkler: Theorie der Briicken, 1. 3te 
Aufl., Wien, 1886; W. Ritter: Die elastische Linie etc. 2te Aufl., Zårich, 
1883. 
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finder det Stykke cc;, der afskæres af disse paa Vertikalen 
gennem Τι. cc, er da lig det Stykke Τι Τι", som de to midterste 
Tovpolygonsider afskære paa Vertikalen gennem Τι; ligeledes 
er dd, = Τ, 1". Tovpolygonen kan følgelig konstrueres ved at 
trække Siderne ΑΤ og Β'Τ og afsætte TT," = cc, og 
TYT," = dd,, hvorefter de to midterste Sider kunne indlægges. 
Og naar Tovpolygonen er bekendt, kan Størrelsen af Kræfterne 
i T, og Τι bestemmes henne i Kraftpolygonen: først findes 
den rigtige Beliggenhed O, af Polen, hvorefter den vandrette 
Straale O,D viser, at Kraften i Τι er DC, i Τε: Οι). Linierne 
06 og OC, kaldes Krydslinierne. 

Da hele Konstruktionen kun udføres for at bestemme 
Kræfterne i Τι og Τε er Poldistancens Størrelse ligegyldig; 
ligeledes er naturligvis Maalestokken, hvorefter F—= CC, af- 
sættes, ligegyldig, naar blot C,D, DC og CC, maales paa samme 
Maalestok. Den simpleste Konstruktion faas, naar man vælger 


Poldistancen h = tIl og afsætter CC, = τι i saa Fald bliver: 


i Mal 
- Ἱ-ᾱ 
DC i 


= ὁ Μα GCD = i Με, 


og ved at forlænge de midterste Tovpolygonsider til Skæring 
med Understøtningsvertikalerne i Α” og B” faas, idet Α T;'A'A" 
» A 0,DC: 

Ρον åMa 
Οι) sg 





A'A" -- AT) =— Ma, 
og paa samme Maade: ΕΒΕ’ = Μι. For saaledes umiddel- 
bart at finde Μα og Μι efter den oprindelige Momentmaale- 
stok (for den simple Momenfflade) skal man blot afsætte 
CC, = az — Højden i det Rektangel med Grundlinie /, der 
har samme Areal som den simple Momentfflade, efter den op- 
rindelige Momentmaalestok. 

Konstruktionen er nu følgende: man tegner Trediedelsverti- 
kalerne samt Vertikalen gennem T, trækker en vandret Linie 


AT T'B', afsætter CC, = z paa en lodret Linie i Afstanden 


41 fra Vertikalen gennem T, vælger et vilkaarligt Punkt O i 
sidstnævnte Vertikal og bestemmer de Stykker cc; og dd,, som 
gt 


Ίντο 
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Krydslinierne OC og OC, afskære paa Trediedelsvertikalerne; 
cc, og dd, afsættes nedad fra Punkterne Τι og Ty”, hvorefter 
Linierne ΤιΤι" og TT," give Punkterne Α” og ΒΑ, saa- 
ledes at A'A" -- Μι, ΒΒ" -- Μι, 

Da baade Kraft- og Tovpolygon lukke sig, ere de tre 
Kræfter i T, Τι og Τε i Ligevægt, hvoraf følger, at det af M, 
og Μι bestemte Trapez og den simple Momentflade have 
samme Areal og have deres Tyngdepunkter liggende i samme 
lodrette Linie, saaledes som vi ogsaa have set ovenfor. Hele 
Konstruktionen kan ogsaa udtydes som gaaende ud paa at 
bestemme en Slutlinie, der opfylder disse to Betingelser. 

2. Bjælken er indspændt i den ene Ende, simpelt under- 
støttet i den anden. Her er der 3 ubekendte ved Understøt- 
ningerne, altsaa kun én mere, end der kan bestemmes ved de 
statiske Ligevægtsbetingelser. Det kan opfattes som et specielt 
Tilfælde af den ovenfor behandlede Bjælke, idet Μι = 0, og 
man kan benytte ganske de samme Methoder som ovenfor. 
Vi skulle vise dette ved et Par Exempler. 

a. Direkte Benyttelse af den elastiske Linies Differentiallig- 
ning. Der virker kun en Enkeltkraft P i Midten (Fig. 82, ΡΙ. 8). 
De statiske Ligevægtsbetingelser ere: 


Α--Β-ΕΡ -- 0, 


Μα -- ΑΙ--- 1 ΡΙ -- 
Momentet i Punktet æ mellem Α og Ρ er: 
αἲ 
Μ, -- Μι--Δα -- -- ΕΙ 3; 


ved Integration findes: 


Ed — M,.x—1 Ax + C, 


—Ely = YMæ! — I Ax + Cx -|- Οι. 


Da α = 0 skal give | = 0 og — 0, faas C = Οι =0. 
For æ> il haves: 
dy 


Μ, — Μο-- år — P(a— Ål) =—— El GÅ, 
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hvoraf — Er -- Μος —f Ax — 4 Pr + Ρίο, 


— Ely = }ὶ Μαα — å Ax? — i Pæ? --- 1 Ρα) + Cx + 6. 
Konstanterne bestemmes derved, at α — il skal give 


samme Værdier af y og og til begge Sider af P; derved findes; 


3 Mål —4 AP -- 1 Μαί-- { AE I PE + I PE + C, 
MG! — gg AP = ἡ Μα! — gg AP — Jeg PP + τς PE + 4 C1+ αν; 
C = --ᾱ PP, C, = + εἰς PP, 
Nu skal Ligningen for den neutrale Linie paa Stykket 
P—B for αἱ — I give y = 0, hvorved findes: 
i Mal? — 4 AP — ας Ρ8 -- 0, 


og heraf i Forbindelse med de statiske Ligevægtsbetingelser 
ovenfor: 


Α -- — UP, B= —$P, Μα = — τε ΡΙ. 
Momentkurven er vist i Fig. 82; Momentet i Midten er 
1PI—1. Pl = τε Pl; 
største Moment er 
Mosx. — Μα -- — ὃς PI. 


Transversalkraften paa Stykket Α-- Ρ er lig— 14 P, paa 
Stykket P— B er den + ῥε P. 

Nedbøjningerne findes ligefrem af Ligningerne for den 
neutrale Linie; i Midten haves 


κε. 
57768 EN 
Punktet med den største Nedbøjning bestemmes ved at 


sætte dg — 0; for Stykket Α--- P kan denne Betingelse ikke 


tilfredsstilles, for Stykket P— B findes Punktets Abscisse: 


α = Ι(1---Υ9), 
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og Nedbøjningen: 
På: 
Juss. στο - 
45.Υ5. ΕΙ 
Opg. 16. Bestem største Moment for en lodret Bjælke, der er indspændt 


i sin nederste Ende, Α. og simpelt understøttet i B. naar Belastningen er 
Vandtryk. Vandets Overflade staar ved Α. 


b. Bjælken behandles som simpelt understøttet i begge Ender 
og paavirket foruden af den givne lodrette Belastning af et fore- 
løbig ubekendt Kraftpar M, ved Understøtningen Α (Μι -- 0). 
Man har da med de tidligere brugte Betegnelser: ας = --ᾱ- 


hvor 
SEE 
SELE 


aa 


(F er den simple Momeniflades Areal, &' dens Tyngdepunkts 
Afstand fra B). αι findes ved at sætte M, -- 0 i (26), altsaa: 
Mel 
ST SET” 


hvorefter man til Bestemmelse af M, har: 





Belastningen er ensformig fordelt, p pr. Længdeenhed. Den 
simple Momentkurve er en Parabel med største Ordinat { pl. 
Man har altsaa: 

F= 3. åpP.l= fy; pl, & = 41, 
M, = — pl". 

Nu ere Transversalkræfter og Momenter givne ved (28) οὗ 
(29); den grafiske Fremstilling af disse Størrelser findes i Fig. 
83, Pl. 9). Ved (28) findes: 

ο, -- Ου — i pl, 
hvoraf atter følger: 
Α -- — pl, B= —å pl. 

Transversalkraften er Nul i Punktet C, der ligger 4 I fra 


Bjælkens Midte; her findes altsaa et Maximumspunkt for Μο- 
mentkurven. Momentet i 6 er: 
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Μο = νε ρῖ)--- ὃ «4 ρἳ = τὸν pl, 
Μαι. -- Μα -- ὰρῖ. 


Nedbøjningerne findes som Sum af dem, der bevirkes af 
den ensformige Belastning, naar den virker alene paa den 
simpelt understøttede Bjælke AB, og af Momentet M, alene. 
I Midten findes f. Ex.: 


5 pl 1 ρί 
v=— 387 gt bå Mal 41 — 4 Mal. 4 I] ρω τος ET 


Det Punkt, hvor største Nedbøjning optræder, Καπ be- 
stemmes ved at finde, hvor Transversalkraften i Bjælken AB 
er Nul, naar den er belastet med Momentffladen. 


Opg. 17. Find Momenter, Transversalkræfter ο. s. v. i en Bjælke, der 
er indspændt i den ene Ende, simpelt understøttet i den anden og belastet 
med en Enkeltkraft P i Afstanden a fra Indspændingen. 


Opg. 18. Find Momenter, Transversalkræfter ο. 5. v. i en Bjælke, der 
er indspændt i Α, simpelt understøttet i B og forlænget ud over B, naar 
Belastningen er p pr. Længdeenhed. 


Opg. 19. Samme Bjælke og samme Belastning som i foregaaende Op- 
gave, blot virker der tillige en Enkeltkraft P i den frie Ende. 


Opg. 20. Samme Bjælke som i Opg. 18, naar den er paavirket af en 
Trekantbelastning med Belastningsordinat Nul i den frie Ende. 


ο. Direkte Benyttelse af den elastiske Tovpolygon. Kon- 
struktionen udføres næsten ganske som for den i begge Ender 
indspændte Bjælke. Den er vist i Fig. 84, Pl. 9, hvor Beteg- 
nelserne ere ganske de samme som i Fig. 81. Her falder blot 
Kraften i Τ, bort, hvorfor de to Tovpolygonsider, der i Fig. 81 
stødte sammen i 7%, her maa falde i Forlængelsen af hin- 


anden. Naar man da har afsat 3 Ξ- CC, paa en lodret 
Linie”i Afstanden οἱ fra T (i Figuren er CC, -- 27 og 


h=— il) og ved Hjælp af Linierne OC og OC, har bestemt 
ce; = Τι Τι, trækkes Tovpolygonsiden B'T,", hvorefter den 
midterste Side 7,'A” afskærer A'A" -- Μι. 


9 92. Kontinuerlige Bjælker. Herved forstaas Bjælker, 
der hvile paa mere end to Understøtninger og derfor ere statisk 
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ubestemte. Hvis der findes n simple Understøtninger (vi for- 
udsætte i det følgende alle Understøtningerne af den Art), vil 
der være n—2 ubekendte Størrelser, der kun kunne bestem- 
mes ved at tage Hensyn til Formforandringerne, altsaa lige 
saa mange ubekendte som der er Mellemunderstøtninger, 
Tværsnittet forudsættes her konstant. 

Beregningen af en saadan Bjælke kan gennemføres ana- 
lytisk. Man opskriver Momentet i det vilkaarlige Punkt som 
Funktion af Belastningen, de ubekendte Reaktioner og Abscissen 
og finder derved Differentialligningen for den neutrale Linie. 
Denne kommer til at bestaa af forskellige Kurvestykker i de 
forskellige Fag, — hvis Belastningen bestaar af Enkeltkræfter, 
faas jo endogsaa en ny Kurve for hver Enkeltkraft, man pas- 
serer —. Integrationskonstanterne kunne bestemmes for hvert 
Fag for sig, idet man ved, at Nedbøjningerne i de to Under- 
støtningspunkter, der begrænse Faget, ere Nul. Dernæst benytter 
man sig af, at det er en sammenhængende Bjælke, man har 
med at gøre, hvoraf følger, at Tangenten i et Mellem-Under- 
støtningspunkt skal være den samme Linie, enten Punktet 
regnes med til Faget før eller efter, og derved faas endelig 
et netop tilstrækkeligt Antal Betingelser til Bestemmelse af de 
ubekendte Reaktioner. 

Der er i og for sig ingen Vanskeligheder ved den skitserede 
Beregning, den er blot overmaade vidtløftig. Man kan dog 
ogsaa komme lettere til Maalet, og dette naas navnlig ved at 
indføre ikke selve Reaktionerne som de ubekendte, men Mo- 
menterne over Mellemunderstøtningerne. For det første er det 
klart, at der optræder Momenter i disse Punkter; hvis Mo- 
menterne her vare Nul, vilde dette være ensbetydende med, at 
Bjælkestykkerne over de forskellige Aabninger slet ikke ind- 
virkede paa hinanden, man vilde med andre Ord have en 
Række af hinanden uafhængige enkelte Bjælker. Og dernæst 
er Opgaven, som man let ser, i Virkeligheden løst, hvis man 
har faaet disse Momenter bestemt; man kan da tænke sig den 
kontinuerlige Bjælke skaaren over ved alle Mellemunderstøt- 
ningerne mod at tilføje Momenterne her som ydre Kræfter, og 
man faar saaledes en Række enkelte Bjælker, der ere paavirkede 
dels af den givne Belastning, dels af bekendte Kraftpar ved 
Understøtningerne, og saadanne Bjælker ere tidligere behand- 
lede (5 29). 
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Vi skulle nu vise, hvorledes man kan bestemme disse 
Momenter. Der indføres følgende Betegnelser: 


Understøtningerne: 0 1 2 ... n—1 n n+1 
Momenterne her: Μο Μι Μι... Myc1 My Mu41 
Faglængderne: 1 1 δν BG 


Idet vi betragte Mellemunderstøtningen n, skulle vi her 
benytte, at Tangentvinklen er den samme til begge Sider (med 
modsat Fortegn), a&'» - — 4, (Fig. 85, Pl. 9). Den Vinkel 
&'n, Tangenten har drejet sig i Faget (π--- 1) --- n, er Summen 
af de Drejninger, der bevirkes af den givne Belastning alene, 
naar den tænkes virkende paa en simpelt understøttet Bjælke 
af Længde ἶι, og af Kraftparrene M,…—, og M, alene, naar de 
tænkes virkende paa samme Bjælke. Idet vi (Fig. 85) betegne 
den simple Momenfflades Areal med F, dens Tyngdepunkts 
Afstande fra Understøtningerne med & og &' (alle Betegnelser 
forsynede med Fagets Mærke), er den Vinkel, som den givne 
Belastning alene drejer Tangenten: 


Fr Én 
EL. LL” 


og den Drejning, som Kraftparrene alene bevirke [(26), & 29]: 





El” 4 + 2Μ/). 
Hele Vinklen «&', bliver altsaa: 
͵ Fr Én 
απ π- ΕΙ. ἳ -- gg (Mn ον + 20). 


Paa samme Maade findes Vinklen αι, som Tangenten over 
Understøtningen π har drejet sig i det (n + 1)? Fag, at være: 


Fri: ναι νι 
ο Ῥδος ο 7 A sees gu 

Idet vi nu opskrive Ligningen αι - — 4», faa vi en 
Relation mellem de søgte Momenter og lutter bekendte Stør- 
relser. Vi ville imidlertid strax gøre Relationen noget almin- 
deligere. 

Ligningerne &', Ξ- — 4, og de analoge gælde kun, idet vi 
forudsætte Bjælken retlinet, hvis alle Understøtningspunkter 
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ligge i en ret Linie; &', og αι betegne nemlig de Vinkler, som 
Tangenterne efter Drejningen danne med Forbindelseslinierne 
mellem Understøtningspunkterne. Naar nu disse Forbindelses- 
linier ikke falde i hinandens Forlængelse, men danne Vink- 
lerne βη, $2+1... med den vandrette (Fig. 86, Pl. 9), maa man 
aabenbart skrive: 


απ +- 8n+1 — Ba we — an, 


og naar man heri indfører de fundne Udtryk for αι og α΄ og 
ordner, faas: 


mer n—1 + In — 24 (In + ln 41) —] + ο πρι 


— 6F,. Rd + 6F,41. ek: 3-6ΕΙ(βι ιβ). (80). 
n n+1 


Dette er Clapeyrons Formel”) i dens almindeligste Form. 
Venstre Side indeholder de ubekendte Momenter over tre paa 
hinanden følgende Understøtninger, paa højre Side findes kun 
bekendte Størrelser, afhængige af Belastningen og Understøt- 
ningernes indbyrdes Højdeforhold. Vinklerne 2 maa natur- 
ligvis regnes med Fortegn; i Udviklingen ovenfor have vi 
regnet dem positive i den Retning, hvori Viserne paa et Uhr 
dreje sig. Da det.i Ligning (30) kun kommer an paa Diffe- 
rensen mellem Vinklerne 2,…, og &n, kan man ligesaa godt 
regne dem ud fra en vilkaarlig anden Linie som fra den vand- 
rette, f. Ex. fra Forbindelseslinien mellem den (n — 1)? og den 
(n + 199 Understøtning (Fig. 87. P1.9). De ville da altid have mod- 
sat Fortegn, saa Parenthesen i sidste Led i (30) bliver en 
numerisk Sum; hvis n't Understøtning ligger over Forbindelses- 
linien mellem (η — 1)" og (n + 1)'?, bliver Leddet da positivt, 
hvis den ligger underneden, negativt. Forøvrigt ere Vinklerne 
saa smaa, at man nøjagtigt nok kan sætte $ -- tg. 2 og der- 
ved i (30) indføre Understøtningernes Højdeforskel (Fig. 87): 

δῃ δι 


En μες. τα. βν νι vær τον 


”) Almindeligvis angives den at være opstillet først af Clapeyron i 1857, 
dog kun for ensformig Belastning. Ifølge Résal:  Ponts métalliques, 
IL, S. 48, Paris 1889, er Formlen dog endnu tidligere udviklet af Bertot. 
Den almindelige Form (30) skyldes Bresse. 
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De to første Led paa højre Side i (30) kunne udvikles 
videre, naar man kender Belastningen. Er denne f. Ex. ens- 
formig fordelt, p, i Faget 1,, p,+1 i Faget L,…, 0. 8. v., haves: 

F, == 3.3 Pola. ln == τν Pale, ἔν = ἆ ἴω 
hvorved Formlen bliver: 
— Ma ι. In — 2η (1, + ln + 1) — Μπι 141 
ag I ρα -+ 4 Ρις ιἶκ να + 6EI (81 νι — Bx) (30 a). 


Bestaar Belastningen af en Enkeltkraft i hvert Fag, P, i 
Faget I, ο. 5. v., vil den simple Momentfflade være en Trekant 





(Fig. 88, Pl. 9) med Højde Ρ, . de δν , altsaa 
Ἐν = 4 PxAnbn, ὃν = $ ln — å (4 In — αν) = 4 (In + αν), 
og 6Ε, -- Pr. αι. ὃν κα... ag 


Virker der i hvert Fag flere Enkeltkræfter, vil hver af 
dem levere et Bidrag som ovenstaaende til højre Side i Lig- 
ningen; man faar da: 


ο BE SER 
1 
- T Σαμ ὃν (1, + αι) + ae 2P εν 0n+1bn+1 (κει + δν +) 


+ 6EI (8241 — ης (30 b). 


Ved Hjælp af denne Formel kunne for en vilkaarlig given 
Belastning alle Momenter over Understøtningerne beregnes. 
Der kan nemlig efter den opskrives en Ligning for hver 
Mellemunderstøtning, og idet vi antage Momentet over første 
og sidste Understøtning lig Nul (simple Understøtninger), haves 
netop det nødvendige og tilstrækkelige Antal Ligninger. Løs- 
ningen af Ligningerne kan være et noget besværligt Arbejde, 
hvis der er mange Understøtninger; der er angivet forskellige 
Methoder 3) til at lette Beregningen, men da kontinuerlige 
Bjælker i det hele nu spille en mindre Rolle end tidligere, 


”) Se f. Εκ. Εἰαπιαπί: Résistance des matériaux, Paris, 1886. 
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skulle vi ikke komme nærmere ind herpaa, især da vi neden- 
for skulle vise et Par grafiske Løsninger af Problemet. 

Naar Momenterne over Understøtningerne ere beregnede, 
kan man finde Momenterne i alle andre Punkter, Transversal- 
kræfter, Reaktioner ο. s. v. ved $ 29. For Faget 1, er saa- 
ledes Momentet i et Punkt i Afstandene æ og x' -- I, —r fra 
(n — 1)? og nt Understøtning: 


Μ, -- Με + Μεν. + Μα. 7; 


ligeledes er Transversalkraften i samme Punkt: 
My-—1— My», 


ο, inge; Q + 








for ensformig Belastning, px pr. Længdeenhed, er (5 28): 
Μο nr Σρι (L,æ "men αἳ, Ον = Pn (ία κ å ἴν). 


For den simpelt understøttede Bjælke ἵ, paavirket af den 
givne Belastning og af Kraftparrene M,—, og Λη, ere Reak- 
tionerne A,—1 og A, (8 29): 








og idet den kontinuerlige Bjælkes Tryk paa den πὶ Under- 
støtning hidrører fra baade n't og (n + 1) Fag, findes Reak- 
tionen her ved ligefrem at addere to saadanne Udtryk; for 
første og sidste Understøtning bruges kun et af Udtrykkene. — 
Ogsaa Nedbøjningerne kunne findes ved at opløse Bjælken i 
en Række simpelt understøttede og behandle Belastningens og 
Kraftparrenes Virkning hver for sig. Man kan naturligvis og- 
saa tegne en Tovpolygon til Momentfladen som Belastning — 
idet man erindrer at tage Hensyn til Momenternes Fortegn — 
og indlægge Slutlinien derved, at Nedbøjningerne i Understøt- 
ningspunkterne ere Nul. Konstruktionen skal da af sig selv 
levere den samme indbyrdes Højdeforskel mellem Understøt- 
ningerne, som man er gaaet ud fra ved Beregningen af Mo- 
menterne; hvis man har forudsat disse Punkter liggende i en 
ret Linie, skal Slutlinien blive én ret Linie. 


Exempel 1. Bjælken har tre Understøtninger, Αο, Αι og Ås, 


125 8 52. 


der foreløbig antages. αἱ ligge i en ret Linie. Belastningen er 
Ρι i første Fag, p2 i 2'et, — Clapeyrons Formel giver: 


— Μοῖι — 2M, (1 + hb) — Malk --- Hpli + 1 pylå, 
og heraf findes, idet M, = Μ, = 0: 


M — Pili + ρεῖν 
Μι = δι) 





Μοπιεπίεί i et Punkt i første Fag i Afstanden αἱ fra A, er: 


i lå æ 
M, = I Ρι (μα — 7) — re. το 


Transversalkraften i samme Punkt: 





Pil! + plz 


== Ρια- 11) Γρ 


…… Reaktionen Αο er lig Transversalkraften i A, (for α -- 0), 
altsaa: 


ne Red Pit + pla. 

ν Σρι δρ 

Reaktionen Αι er Summen af det fra 1ste og 2det Fag hid- 
rørende, hvorved man finder: 





Ριῖι -Ἱ- ρω}  Ριῖὶ -]- p:lå 


8(1, + L)l, 8(1, + 12)l2 | 


Hvis Faglængderne ere lige store, ἐν = & — I, findes 


År = — 14071 — p2), Αι = — ål + P)) - 


Man ser, at det er muligt, at A, bliver positiv, hvis nem- 
lig p.> Τρι; Betydningen heraf er, at Bjælken ikke alene intet 
Tryk giver nedad paa Pillen, men Pillen maa endog holde 
igen paa Bjælken, hvis den ikke skal lette sig fra; Understøt- 
ningen maa være forsynet med en Forankring. 

Er endelig ogsaa p, =— p2 — Ρ, faas: Αο -- ---δρί, Αι -- 
— pl, M, = —ipP = Μι. I dette Tilfælde er der fuld- 
stændig Symmetri om Mellemunderstøtningen; Tangenten til 
den neutrale Linie i dette Punkt holder sig derfor vandret, 
og hvert af Fagene forholder sig følgelig som en Bjælke, der 





Αι = — pl er ἀρεῖν σον 
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er indspændt i den ene Ende, fri i den anden; Fig. 83, Pl. 9, giver 
derfor en grafisk Fremstilling af Momenter og Transversal- 
kræfter, der ogsaa passer for det ene Fag her. 

Vi ville nu undersøge, hvilken Indflydelse det har, naar 
Mellemunderstøtningen ligger et Stykke & over eller under For- 
bindelseslinien mellem Endeunderstøtningerne; det antages, at 
1 = hh = I og p = Ρρι =— ρ. Idet vi regne Vinklerne $ ud 
fra nævnte Forbindelseslinie, haves numerisk 2, = βι = (9.8; 


-- Τ. og Clapeyrons Ligning bliver: 


--4ΜΗ -- ΡΜ + 1281. å, 


hvor øverste Fortegn skal bruges, naar Mellemunderstøtningen 
ligger over, nederste Fortegn, naar den ligger under Forbin- 
delseslinien mellem de to andre. Heraf faas: 


ος ο Æ BEL). 
og ved videre Udregning: 
då ος 
Αο Ἔ- — åpl = ΕΙ , Αι == --1ΡΙ186ΕΓΓ. 


Ved en Sænkning af Mellemunderstøtningen formindskes 
altsaa Momentet og Reaktionen her. Da Μι i det her betrag- 
tede specielle Tilfælde er Maximumsmomentet, vil det aaben- 
bart være en Fordel at formindske dette Moment og samtidig 
forøge Momenterne henne i Nærheden af Fagmidterne, hvor 
de (for Understøtningerne i samme rette Linie) ere betydelig 
mindre (se Fig. 83). Man kunde bestemme den gunstigste 
Sænkning af Mellemunderstøtningen — den, for hvilken man 
faar samme Moment her som henne i Nærheden af Aab- 
ningernes Midter — ligesom vi tidligere have bestemt den 
gunstigste Indspændingsvinkel, men Spørgsmaalet har neppe 
stor praktisk Betydning, saa det skal kun anføres"), at den 
gunstigste Sænkning vil være: 





”) Se Keck: Vortråge åber Elasticitåtslehre, Hannover. 1893. Her findes 
ogsaa en nærmere Undersøgelse af den gunstigste Sænkning for bevæ- 
gelig Belastning, naar denne dækker et helt Fag ad Gangen. 
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ne på! 
δ = 0,013 > 


og at største Moment i saa Fald bliver: 
Μωως =— 0,0784pl. 


Formindskelsen af Momentet andrager altsaa ca. 37 Yo af 
Maximumsværdien 4pl?, 

For at faa et nøjagtigere Begreb navnlig om Højdefor- 
skellens Indflydelse ville vi tage et Talexempel. Vi sætte 
Ι = 10”, p = 3600 kg. pr. m. (omtrent svarende til Total- 
belastning for en enkeltsporet Jernbanebro med to Dragere); 
Bjælken er af Jærn, for hvilket E -- 2000000 kg./cm?. Med 
de tre Understøtninger i samme Højde findes: 


M, --- — 45000 kgm., A, --- Αν =— — 13500 kg., Αι --- — 45000 kg. 


Idet M, er det største forekommende Moment, skal Dragerens 
Tværsnit (konstant) bestemmes herefter, og med 750 kg./cm.? 
som tilladelig Fiberpaavirkning bliver det nødvendige Mod- 
standsmoment 


Dragerens Højde antages at skulle være 80%; Inertimo- 
mentet skal da være 


I = 6000.40 = 240000 35". 


Nu antage vi, at Mellemunderstøtningen ligger 57 m Ίαυεγε 
end de to andre Understøtninger; man har da: 
rå « 05 
ΡΕ = 3.2000000 . 240000 . gr — 720000 kgcm. 
Μι = — 45000 + 7200 --- — 37800 kgm. (16"/o Formindskelse). 
Ås og Ας: forøges med 720 kg., Αι formindskes med 1440 kg. 
Den gunstigste Sænkning vil efter Formlen ovenfor være: 


— 36.10007 
2000000 . 240000 
og derved vilde bevirkes en Formindskelse af M, med ca. 
37%. Hvis Mellemunderstøtningen hævedes i Stedet for at 


δ = 0,013. = ca, 1%. 
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sænkes, vilde man faa en Forøgelse af M, med de samme Be 
løb, som ovenfor optraadte som Formindskelser. 

Det er altsaa temmelig smaa Højdeforskelle, der betinge 
disse ret betydelige Variationer i Momenterne og dermed i 
Spændingerne; en lille Fejl ved Opstillingen eller i Dragerens 

' Form eller en ubetydelig Synkning af Pillernes Fundamenter 
eller lignende er tilstrækkelig til at fremkalde dem. Man maa 
derfor være varsom ved Dimensionsbestemmelsen af kontinuerlige 
Bjælker; egentlig burde man altid i Beregningen tage Hensyn 
til en mulig Højdeforskel af f. Ex. + 57=-, Da det er Stør- 


relsen af Vinklerne 2 =— ØE der er det afgørende, vil man 


dog se, at jo længere Bjælkerne ere, des mindre farlig bliver 
en lille tilfældig Fejl ved Understøtningernes Højde. — Den 
her berørte uheldige Egenskab i Forbindelse med forskellige 
rent praktiske Hensyn har imidlertid bevirket, at kontinuerlige 
Bjælker nu sjældnere anvendes som Brodragere. 


Exempel 2. Bjælken har 4 Understøtninger, Belastningen 
er ensformig fordelt, p pr. Længdeenhed, og lige stor i alle 
Fag;  =— 1. Der er altsaa Symmetri om Midten. 

Med Understøtningerne i samme Højde blive Clapeyrons 
Ligninger: 


— Μι (1 — 1) — Mil, = αρί) + 12), 
— Mile — ή. (1, + ἵν) = pl + 113). 
Sættes AM, = Mz, blive Ligningerne identiske, og man faar: 


be 4 ht 
RRS SER iP, 3 


For et Punkt i første Fag haves: 


WE x 
= Inlr— penne νι TER Άνω να 
Μ, ἐριίνα αἲ Ρο] — δὲ, ” FR , 


for et Punkt i Midterfaget (idet M, = Μι og xx α” = h): 





My -- ipilir — 7") — 1p5 
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Reaktionerne blive: 


: 19 + lå 
År - Ås -- ph + PEST] 
119 + lå 
Arm år -- — ph må Pe — AP Sj SEJE" 
For 1, = l. findes: 
Μι -- Μι -- — fy pt, Αο Ξ- Ås -- — 7 pl, 
Αι = Αι -- — MH pl. 


Exempel 3. Bjælken har 3 Understøtninger ligesom i Ex. 1, 
men Belastningen er p pr. Længdeenhed i første Fag, Nul i 
2det Fag. Af den i Ex. 1 fundne Værdi af Μι faar man ved 
at sætte ρι = p, p2 = 0: 


pl 
Μι = — Sj τι. 
i 8(1, + 1) 
Momentet i et Punkt i 2det Fag er: 
plå æ 
Μ, = — rn. 7; 
(12) h 


Momentfladen i 2det Fag er en Trekant. Transversalkraften 
i 2det Fag er konstant, lig Reaktionen A2 med modsat Fortegn. 

Skønt vi ikke her beskæftige os med »bevægelig« Belastning, 
skal det dog lige bemærkes, at man for kontinuerlige Dragere 
undertiden nøjes, og navnlig tidligere har gjort det, med at 
tænke sig den bevægelige Belastning dækkende et helt Fag ad 
Gangen. Med en hvilende Belastning g pr. Længdeenhed og 
en bevægelig Belastning p pr. Længdeenhed undersøgte man 
da Virkningen af følgende Belastninger (for en Drager med 3 
Understøtninger): i 


g i Ιδίο Fag, 9 i 2det Fag, 


PG 2" 9 = 
9 = τν... 
bug" == ο c— 


og bestemte Dragerens Dimensioner efter de største Paavirk- 
ninger, der bevirkedes af nogen af disse Kombinationer. Me- 
thoden er ikke korrekt, men vi skulle ikke komme nærmere 


ind paa Spørgsmaalet her. — Vil man udføre Momentbe- 
A. Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære. 9 
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stemmelsen ved Beregning, faar man de simpleste Formler ved 
at behandle den hvilende Belastning for sig og den bevægelige 
for sig og addere; den bevægelige Belastning behandles da 
bl. a. ved Hjælp af dette Exempel. 

Claxton Fidlers Konstruktion.”)y En grafisk Fremstilling af 
Momenterne i de forskellige Punkter faar man (Fig. 89, Pl. 9 
ved at tegne de simple Momentkurver, afsætte 


Mu: -- Αν. απ. My me Ån ανν» 






og indlægge Slutlinierne απ ιν, dn dn41....;  Momenterne 
maales da (ifølge $ 29) som Ordinater til- de simple Moment 
kurver fra disse Slutlinier. ,Hvis man kan faa Slutlinie-Poly- 
gonen dn-14x 444+1-.. bestemt paa en eller anden Maade, er 
dermed Problemet løst; ovenfor er dette udført ved at beregne 
Ordinaterne Απ ανν Ån dn..., her skal nu vises en grafisk 
Konstruktion, hvorved det samme opnaas. 

Vi gaa ud fra den samme Betingelse som ovenfor, at 
nemlig Tangenten til den neutrale Linie over en Mellem- 
understøtning skal være den samme til begge Sider. Ide 
Understøtningerne foreløbig antages beliggende i en ret Linie, hat 
man Betingelsen: αι == —&'n, og naar Værdierne af &, 0$ 
αι indføres: 


Ειδη Εμιι. ἕνει ει 
ΕΙ 1, + 67 (Mai + 2 Ma) == RE δε νε 
Naar man heri indfører: 
Fr. δη Fa. Én 
Fun mg, ας Hs", 
n 2" n+1 


— å Ma — $ Μι æ f, — 3 Me — ἆ Μηνι mm rr, 
kan Ligningen skrives: 
ει (5 ον r) == — 151 (s' — Fy 


og i denne Form kan den direkte benyttes til Konstruktion 
af Slutlinierne. 

Man deler (Fig. 89, Pl. 9) Faglængderne hver i tre lige 
støre Dele og trækker lodrette Linier gennem Delingspunkterne; 


+) T. Claxton Fidler: A practical treatise on bridge-construction. sec. εἰ 
London 1893. 
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de to af disse Vertikaler, der ligge nærmest ved Understøt- 
ningen Απ. ere i Figuren betegnede ved T og Τ'. Hvis Slut- 
linien απ ι αν 4n+1 kendes, ser man, at 


TR =r, ΤΗ’ = r', 


og naar man afsætter s = TS, s' = T'S', siger Ligningen 
ovenfor, at Stykkerne SR og S'R' skulle forholde sig omvendt 
som de tilsvarende Faglængder. Det negative Fortegn i Lig- 
ningen betyder, at hvis Slutlinien passerer ovenover Punktet 
S, skal den gaa neden under δ'.. Stykkerne s og s' afhænge 
alene af Belastningen og Faglængderne, Punkterne 5 og 5, 
som Cl. Fidler kalder de karakteristiske Punkter, kunne altsaa 
strax afsættes. 

Hvis man nu kender Slutlinien αγ ια, kan man ved 
Hjælp af de til den πὶ Understøtning svarende karakteristiske 
Punkter ὁ og S' tegne Slutlinien a, 4441 i det følgende Fag, 
idet man af det bekendte Stykke SR udleder Længden af 
Stykket S'R'. Hertil kan følgende simple Konstruktion an- 
vendes: man trækker Linien SS", der skærer Vertikalen i nte 
Understøtningspunkt i Punktet Οἱ: naar man da afsætter SO, 
— S'O, skulle Punkterne R, O og R' ligge i en ret Linie; thi 
i saa Fald har man: 


SR SO SO, ln lus 
SR 5ο”. 50, IL (kl: 





Hvis 1, — Ίων, falde O og Οι sammen i Vertikalen 
gennem Understøtningspunktet. 

Til hver Mellemunderstøtning svarer der to karakteristiske 
Punkter som ὁ og S', beliggende paa de nærmeste Trediedels- 
vertikaler, og naar man har afsat alle disse Punkter, er man 
aabenbart i Stand til efterhaanden at konstruere hele Slutlinie- 
Polygonen, hvis man blot kender en af dens Sider. Det gør 
man nu ikke, men idet Momenterne over første og sidste Un- 
derstøtning i Almindelighed ere Nul, kender man et Punkt i 
første og sidste Side af Slutlinie-Polygonen og er derved ogsaa 
i Stand til at tegne den. Der kan meget godt angives en 
direkte geometrisk Konstruktion (vi skulle se en saadan neden- 
for), men man hjælper sig som oftest lige saa let alene ved 
Forsøg: man tegner Slutlinien i første Fag efter et Skøn og 
konstruerer derefter alle de følgende; hvis Slutlinien i sidste 


gt 
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Fag da ikke gaar gennem det givne Punkt, maa man rette 
paa første Side og derefter paa de følgende; ved et Par For- 
søg vil man i Almindelighed opnaa tilstrækkelig Nøjagtighed. 
I Fig. 90, Pl. 9, er en saadan Konstruktion vist for en Bjælke 
med tre ulige lange Fag og med ensformig Belastning i alle 
tre Fag. Den rigtige Slutlinie-Polygon er fuldt optrukken, 
Forsøgs-Polygonerne ere stiplede; Hjælpelinierne gennem 0, 
og Οι. for Forsøgspolygonerne ere slettede ud igen. Man finder 
snart den omtrentlige Beliggenhed af Slutlinien i iste Fag, 
idet en lille Forandring af den har stor Indflydelse henne i 
sidste Fag, og dernæst begynder man fra den anden Ende. 
Ordinaten til det karakteristiske Punkt R er: 
F4. én. 


8 τν | 

Εν er af Dimensionen kg. cm.%, 5 er altsaa οἱ Moment, der 
skal afsættes efter samme Maalestok, som er benyttet for den 
simple Momentflade. 5 betyder forøvrigt Højden i οἱ Rekt- 
angel med Grundlinie 1,, der har samme Moment med Hensyn 
til den (n — 1) Understøtning som den simple Momentflade. 
Man maa lægge Mærke til, at for at finde de to til πὶ Under- 
støtning svarende karakteristiske Punkter skal man tage Mo- 
mentet af den simple Momenfflade med Hensyn til den 
(n — 1)" og den (n + 1) Understøtning. 

Hvis Belastningen er ensformig fordelt, finder man det 
karakteristiske Punkt δι (Fig. 90) ved blot at trække Linien 
Q1 fra Parablens Toppunkt Q. Hvis Længden 0— 1 kaldes 
1, og Belastningen pr. Længdeenhed i Faget p, er nemlig: 


Εν — ἡν ρῖν, & — il, TÅ. =— αν ρῖι = 4. Ρ0. 


Naar Belastningen bestaar af Enkeltkræfter, beregner man 
lettest Ordinaterne til de karakteristiske Punkter ved at betragte 
den til hver Kraft svarende Momenttrekant og tage Momentet 
af dens Areal. 

Vi ville nu undersøge, hvilken Indflydelse en forskellig 
Højde af Understøtningspunkterne har paa Konstruktionen. Man 
skal da benytte Ligningen αν + 22 + 1— 8n = — αι eller: 


αι — Bn -- — (&'n + Én + ι). 
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Naar man heri indfører Værdierne af αι og α-ι og de 
samme afkortende Betegnelser som tidligere, faar man: 


In (sr 2.) = — +: (+ —r + EL +), 


eller: 


Ὁ ae REE ORE SR DS) 


Herefter vil en forskellig Højde ikke have anden Ind- 
flydelse paa Konstruktionen, end at der skal indføres en 
Korrektion ved Bestemmelsen af de karakteristiske Punkter; 
de skulle nu ligge et Stykke højere eller lavere, end hvis Under- 
støtningerne laa i en ret Linie, men deres Anvendelse i Kon- 
struktionen er ganske den samme som før. Naar Vinklerne 
βι og 8x+1 regnes ud fra Forbindelseslinien mellem den 
(n— 119 og den (n + 1)" Understøtning, ville de som ovenfor 
(Fig. 87) bemærket altid have modsat Fortegn; de to karak- 
teristiske Punkter, der høre til samme Understøtning, skulle 
derfor altid flyttes samme Vej, og idet £,—1 er positiv, $x 
negativ i Fig. 87, skulle de begge flyttes opad, hvis nt Under- 
støtning ligger over Forbindelseslinien mellem (n — 1) og 
(n+1)'e, begge nedad, hvis πίε Understøtning ligger under 
denne Linie. For Flytningens Størrelse haves Udtrykket 








τρ, == τὰ δν kg. cm. 


og de analoge; Betydningen af ὃ, ses i Fig. 87. 


Exempel. I Fig.90, P1.9, er I, = 8%, 1, = 127, I, = 6m-; 
Ρι τς 2% pr. m., pp =— ps =— 105 pr. m. De simple Moment- 
flader ere Parabler med Toppunktsordinater: 1691 27η. 
675tm,  Momentmaalestokken er: 1mm — ] ton. m. 

Naar alle Understøtninger ligge i samme Højde, finder 
man et største Moment paa σα. 18!-; med 600 kg./cm.? som 
tilladelig Fiberpaavirkning (Jærn) skal Modstandsmomentet 
være W = 9000955, og naar Bjælkens Højde er 0,84", bliver 
I = 12600055". Ε er = 2000000 kg./cm.2. Hvis nu Under- 
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støtningen 1 ligger 5" ” under den vandrette Linie gennem 0, 
2 og 3, skal δι sænkes: 





2EI 2 . 2000000 . 126000 . 0,5 5; 
τα åd -- 800: — 393700 kg. cm. ο) 3,94 . 
8 

S'%, skal sænkes: 3,94. 191 = οσα 


Punktet 2 ligger 5. — 5-5. over Linien 1—3; δε skal 
2 
derfor løftes 4. 1,7δ”-". og S', skal løftes 4. 1,75. ο 
De nye karakteristiske Punkter ere ikke indtegnede i Fig. % 
for ikke at gøre Konstruktionen utydelig. 

Vi skulle nu angive en direkte Konstruktion +) af Slutlinie- 
Polygonen 4,—14441+1-.- (Fig. 91, Pl. 9). Denne Figur er 
den samme som Fig. 89, idet der blot er udeladt, hvad vi 
ikke have Brug for her; vi vide altsaa, at Forbindelseslinien 
RR' gaar gennem et fast Punkt O i Vertikalen 0,0, der er 
bestemt ved: 0,7' = A,T — Il, (altsaa 4,0, = å (νι — 4). 
Hvis man nu kender et Punkt I i Slutlinien a,—,44, kan man 
deraf udlede et Punkt I' i Slutlinien for det følgende Fag. 
Om Α Ra,R' ved man nemlig følgende: de tre Vinkelspidser 
skulle ligge paa de tre lodrette Linier gennem T, T' og A,, og 
de to af Siderne skulle gaa gennem faste Punkter (RR' gennem 
Ο, Ra, gennem I); den tredie Side a,R' maa derfor ogsaa gaa 
gennem et fast Punkt I' paa Linien 10. Punktet I' kan alt 
saa konstrueres ved dels at trække Linien IO, dels en vil- 
kaarlig Linie /Ra, samt Linierne ROR' og a,R'. Det er i ÅAl- 
mindelighed bekvemmest at udføre Konstruktionen nede paa 
Bjælkens Axe, som vist i Fig. 91: I og O projiceres ned i 
I, og 04; en vilkaarlig Linie Ra, giver Punktet R,, R,0: 
trækkes og aR', bestemmer 1%. (Rigtigheden heraf indses saa- 
ledes: hvis man holder Punkterne R, O og R' fast og lader I 
og an bevæge sig paa lodrelte Linier, vil I' ogsaa bevæge sig 
paa en lodret Linie; thi om Trekanten [αμ ved man da, at 
de tre Sider gaa gennem faste Punkter, medens de to Vinkel- 






5) Miiller-Breslau: Die graphische Statik der Baukonstruktionen, Båd. Il, 
ΑΡΗ, 2, Leipzig 1896. ΟΙ. Fidler angiver ogsaa en Konstruktion, som i 
Virkeligheden løber ud paa det samme, men som direkte anvendt ikke 
er slet saa praktisk. 
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;pidser gennemløbe rette Linier, og saa maa ogsaa den tredie 
Vinkelspids I' gennemløbe en ret Linie gennem Skærings- 
punktet for II, og Ακαι. Hvis man vil nøjes med at finde et 
Punkt af Vertikalen gennem I', kan man altsaa gaa ud fra et 
vilkaarligt Punkt i Vertikalen gennem I, f. Ex. fra et Punkt i 
samme Højde som O; men saa kan man lige saa godt parallel- 
forskyde hele Konstruktionen ned til 1,0,...). 

Ved Hjælp heraf kan Slutlinie-Polygonen let konstrueres. 
Man kender nemlig et Punkt af Slutlinien i første Fag (Momentet 
over første Understøtning Μο --- 0); deraf udledes et Punkt I af 
Slutlinien i 2det Fag, deraf I'-i 3die Fag ο. s. v., indtil man 
naar til sidste Fag, hvor man desuden kender et andet Punkt 
(Momentet over sidste Understøtning = 0), saa Slutlinien her 
kan tegnes. En Kontrol paa Tegningens Nøjagtighed faas ved 
paa samme Maade at konstruere endnu en Række Punkter K 
af Slutlinie-Polygonen ved at begynde med sidste Fag. I Fig. 90, 
Pl. 9, er Konstruktionen udført med Punktet 0 som Udgangs- 
punkt (Μο = 0). Konstruktionen af Punkterne I, og Πο er vist, 
derimod ere Linierne 00;I og IO;I' slettede ud igen. Punkterne 
K (svarende til Punkterne /, men konstruerede med 3 som 
Udgangspunkt) ere ikke fundne for ikke at gøre Figuren 
utydelig. 

Opg. 21. En kontinuerlig Bjælke med n Fag og ensformig Belastning p 


er forlænget Stykkerne a og b ud over første og sidste Understøtning; kon- 
struer Momenterne. 


Direkte Anvendelse af den elastiske Tovpolygon.”) Denne 
Methode, der kun er en videre Udvikling af, hvad vi tidligere 
have set for indspændte Bjælker, staar i Simpelhed tilbage for 
den nys meddelte, men medtages for Fuldstændigheds Skyld. 
Konstruktionen ses i Fig. 92, Pl. 10. Den elastiske Tovpolygon 
er den stærkt optrukne Polygon A,'... ΑΝ. De Kræfter, for 
hvilke den skal tegnes, ere for det midterste Fag: den simple 
Momentflades Areal F,, virkende nedad i Tyngdepunktet T», 
og Årealerne 1 Μι] og 4 Με af de to Trekanter, der tilsammen 
danne det af Μι og M, bestemte Trapez, virkende i Trediedels- 
vertikalerne V, og U2; for Endefagene falde Kræfterne i V, og 
Us bort, da Μο = ο, Μι = ο. — For den indspændte Bjælke 
begyndte vi med at tegne Krydslinierne (Kraftpolygonen), idet 


”) Se Noten til &$ 31, 1 c. 
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vi afsatte CC, -- S (Fig. 81) i Afstanden 11 fra Vertikalen 


gennem T; da vi her have forskellige Faglængder, ville vi 
hellere indføre en for alle Fag fælles Længde λ og altsaa af- 


sætte C,C" -- Fi ον = Fr i Afstanden 1 λ fra Ver- 


τ) πο. 
tikalerne gennem Τι og Τε... (nederst i Fig.). Naar den 
elastiske Tovpolygon er tegnet, kan man saa bestemme Sftør- 
relsen af de i Trediedelsvertikalerne virkende Kræfter og der- 
med Understøtningsmomenterne. Da vi have divideret med 
A, skal Kraften i V; være: mt, 
hed O', af Polen er bestemt (den behøver i Virkeligheden ikke 
at bestemmes), finder man af /SV/AJ'A," οὐ ΑΔ ΟΥΡ: 
Ba; CD [ Μι], LY 
AA fl SR mm 2 TE -- Μι {9 
og paa samme Maade 


efterat den rigtige Beliggen- 


2 3 
Α:Α.' -- Μι. (], ΑΥΑιΙ' == Μι. (4) ο. 8. Υ. 


Hvis man har faaet Tovpolygonen tegnet, kender man 
altsaa Understøtningsmomenterne. Størrelsen A vælges lig en 
af Faglængderne; hvis der kun er tre Fag som i Fig. 92, 
vælges naturligvis λ.--- ἰε, da man saa direkte har: M, = Αι Αι. 
Μ. - ΑΑΝ'. 

Vi skulle nu se at finde bestemmende Størrelser nok 
for Tovpolygonen. For det første skal den gaa gennem 
Understøtningspunkterne A,', Αι, A2'..., og dernæst skal 
UA Vs, Us'A2'Vs' ... være rette Linier uden Knæk, idet de 
nemlig angive Stillingen af Tangenterne i Understøtnings- 
punkterne. Endvidere skulle de to midterste Tovpolygonsider 
i hvert Fag paa en hvilken som helst lodret Linie afskære 
lige saa store Stykker, som Krydslinierne i Faget afskære paa 
samme lodrette Linie; de »midterste« Sider vøl her sige Siderne 
før og efter Kræfterne F (virkende i Τι, T2...), hvilket man 
maa lægge Mærke til for Endefagenes Skyld. Man har altsaa 
f. Ex. Α0Βυ = a, Il) = bo. s. v. Endelig skære Siderne 
T/U, og VT hinanden i et Punkt Ρι; dette maa ligge i 
Retningslinien for Resultanten af Kræfterne i U, og V2, og da 
disse Kræfter ere I Myl, og 4 Μι, og idet U,V, = 4 (1, + 4), 
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maa P, ligge i Afstanden 11, fra Vertikalen gennem U,. Ρι5 
Beliggenhed er uafhængig af Belastningen, saa Vertikalen gen- 
nem P, kan strax tegnes; ligeledes ved man, at Siderne Τε Ὀν 
og VST skulle skære hinanden i en lodret Linie, der har 
Afstanden il fra Vz;. (Disse Vertikaler ere de samme som 
Ο0ο i Fig. 91, Pl. 9). 

Nu ved man følgende om Trekant U,'P,Vy:  Vinkel- 
spidserne skulle ligge paa tre givne Vertikaler og Siden U,'P, 
skal gaa gennem det faste Punkt By, Siden U,'V,' gennem A"%,; 
Siden P,V,' maa da gaa gennem et fast Punkt /, i Linien B,A,'. 
Punktet I, kan findes ved ganske den samme Konstruktion, 
som i Fig. 91 tjente til at udlede Punktet I' af I; man ser, 
at Vertikalen gennem I, her er den samme som Πο i Fig. 91. 
Paa samme Maade udledes Punktet /, i Siden V;'T3' af Punktet 
19 i Siden T2'Uz', efterat man først har fundet 1,' ved at af- 
sætte [μι = b, 0.s. fr. Nu kender man to Punkter, B, og I, 
i Siden Τε og kan da tegne den og dermed hele Tovpoly- 
gonen; men forøvrigt kan man finde nogle Punkter K, der 
fuldstændig svare til Punkterne I, ved at gaa ud fra B; (af Βε 
udledes Kz i Siden Ty'U,, af Κ udledes Κι ο. s. v.), og i saa 
Fald kender man to Punkter i hver af de midterste Sider i et 
Fag. — Konstruktionen. af Punkterne I og K udføres bedst 
ved som i Fig. 92 i en særlig Tegning nedenunder Tovpoly- 
gonen at konstruere Vertikalerne gennem Punkterne I og K. 
Saalænge man har med den samme Bjælke at gøre, forandres 
disse Vertikaler ikke (lige saa lidt som Vertikalerne gennem 
Βι, δι... og Trediedelsvertikalerne), selv om Belastningen 
varierer; kun Krydslinierne blive ikke de samme. Hvis der 
ingen Belastning findes i et Fag, danne Krydslinierne i Faget 
Vinklen Nul med hinanden. 

Hvis Understøtningspunkterne ikke ligge i en ret Linie, 
kan Konstruktionen lige fuldt anvendes; kun maa man saa 
afsætte Punkterne Ας, Αι’, A2' ... i den rigtige indbyrdes Be- 
liggenhed (Højde). For at kunne gøre det maa man erindre, 
at den elastiske Tovpolygons Ordinater ere forstørrede i For- 
holdet nm (skulle maales paa Længdemaalestokken og multi- 
pliceres med n, hvor n ifølge Formel (23), S. 91, findes af: 


ERR. JER 
τα. Μι 
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h er Poldistancen for de simple Momentkurver, h, Pol- 
distancen for den elastiske Tovpolygon, a Grundlinien i det 
Rektangel, hvis Højde er brugt som Kraftstørrelse ved Tegning 
af den elastiske Tovpolygon. Her have vi brugt Poldistancen 


h, = | i, og idet vi som Kraftstørrelse have afsat Sa: maa 


a — λ, altsaa ah; = 14%. h skal maales paa Kraftmaale- 
stokken. 

Indflydelsen af en forskellig Højde af Understøtningerne 
kan undersøges for sig og bagefter adderes til Belastningens 
Virkning; den elastiske Tovpolygon, man faar, naar der slet 
ingen Belastning virker, bliver meget simpel at konstruere, idet 
alle Kræfterne F forsvinde og Krydsliniernes Vinkel bliver Nul. 


& 33. Tværsnitsformer. Vi have tidligere [5 24, 
Formel (18) og (18 α)) set, at en Bjælkes Bæreevne afhænger 
af Tværsnittets Modstandsmoment. Om en Tværsnitsform er 
økonomisk eller ikke, afhænger derfor af Modstandsmomentets 
Størrelse (W) i Forhold til Tværsnitsarealet. Vi ville under- 
søge nogle af de hyppigst forekommende Tværsnit i saa Hen- 
seende; foreløbig antages det, at den tilladelige Fiberpaavirk- 
ning er den samme for Træk og Tryk, saa at Bæreevnen be- 
stemmes ved (18 a): M=—r.W. 

Et Rektangel med Siderne b og h (b parallel med den 
neutrale Axe) har I =— 7% bh, altsaa 


W — 1 ble, 


Da W afhænger af h i den Potens, men af b i Ιδίε 
Potens, er det fordelagtigst at anvende et saadant Tværsnit 
paa Højkant. 

For et Kvadrat er I lige stort om alle Axer gennem 
Tyngdepunktet; naar Siden h er parallel med den neutrale 
Axe, bliver 


W = Uh = 0,167; 
naar en Diagonal er parallelt med den neutrale Axe, bliver 


8 


W -- .. -= Ξ 0,118 9: 
6Υγ2 
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len sidste Stilling er altsaa ikke saa fordelagtig. For øvrigt 
ar man i et Kvadrat i denne Stilling et Exempel paa, at 
Bæreevnen ikke altid formindskes ved at borttage Materiale. 
Hvis man skærer øverste og nederste Hjørne bort (Fig. 93, 
Pl. 9) ved Planer parallele med den neutrale Flade, faas med 
Figurens Betegnelser ved Deling i et Kvadrat med Siden 
1— «)h og to Parallelogrammer: 


I — fy(1—d)'kt 4 fy. ah VE . [(1 — αγ, 


ε-- (Lan !2, 





Ww= δα) (1 + δα) h8, 
W bliver Maximum for a -- 2 » og 
256 hi 
πο - νο τω 0685; 
243 " 6V2 ση: 


Hvis man kalder Modstandsmomentet for det fulde Kvadrat 
W,, har man altsaa: 


Wmsx. — 1,0535. W,. 


Dette Forhold medfører f. Ex., at vankantede Træbjælker 
under visse Forhold (som Aase) kunne være fordelagtigere at 
anvende end fuldkantede, forudsat at Materialkvaliteten i For- 
hold til Prisen er dén samme. 

Dette Exempel er forøvrigt aldeles ikke noget enestaaende. 
Culmann ”) har nærmere undersøgt Betingelsen for, at en For- 
øgelse af Tværsnitsarealet ogsaa skal bevirke en Forøgelse af 
Modstandsmomentet, og han angiver følgende Tilnærmelses- 
regel: idet Afstanden ud til de yderste Fibre kaldes e, dens 
Tilvæxt Ze, hele Tværsnitsarealet F og dets Tilvæxt AF, faar 
man, naar 

4ἄε ο 


4Ρ Ε 


ingen Tilvæxæt i Modstandsmoment; hvis ο voxer stærkere end 





”) Die graphische Statik, 2te Aufl., I. Βά., S, 486, Zårich 1875. 
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efter dette Forhold, faas επ Aftagen, og kun naar e voxer lang- 
sommere, en Tiltagen af Modstandsmomentet. 

Cirkel, Cirkelring. For en fuld Cirkel er I = 1 ær' = 44 ad", 
altsaa: 


W = græd? = 0098243 ου fy d?. 


For en Cirkelring med udvendig Diameter d,, indvendig 
d2, er: 





π αν --ᾱν 
W -- σπα ον 
Sætter man for at sammenligne en hul og en massiv 
Cylinder di? — αι = d?, d -- n.d, faas: 


Wi 2n? — 1 
W n 





> 1. 


Det vil ogsaa for et cirkulært Tværsnit vise sig, at Mod- 
standsmomentet voxer, naar man bortskærer de øverste og 
nederste Fibre ved Planer parallele med den neutrale Flade. 
Maximum naas”), naar de afskaarne Segmenters Højde er 
0,022 af Radius, og ved denne Bortskæring forøges Modstands- 
momentet med ca. 0,7 %. At der saaledes i alt Fald ikke 
indtræder en Svækkelse ved denne Bortskæring, kan have Βε 
tydning ved Interimskonstruktioner af Rundtømmer, 

Ingen af de omtalte Tværsnitsformer er videre økonomisk. 
Normalspændingerne i et Tværsnit ere jo proportionale med 
Afstanden fra den neutrale Axe, og heraf følger, at Elementerne 
i denne Axes Nærhed ikke gøre synderlig Nytte; den tilladelige 
Paavirkning naas kun for de yderste Fibre. Hvis den tilladelige 
Fiberpaavirkning er den samme for Træk og Tryk, maa Tvær- 
snittet være symmetrisk om den neutrale Axe for at være | 
økonomisk; kun da kunne de yderste Fibre til begge Sider 
samtidig blive fuldt udnyttede. Idet dernæst Elementernes 
Afstande fra den neutrale Axe kaldes y, er det almindelige 
Udtryk for W: 

ανα» i | y"dF, 


”) Flamant: Résistance des matériaux. Paris 1886, 5. 314. 
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og hvis man nu skal forme et Tværsnit saaledes, at det med 
et givet Areal er saa økonomisk som muligt, gælder det derfor 
om at fjerne Arealelementerne saa meget som muligt fra den 
neutrale Axe. Den praktiske Udførelse sætter dog temmelig 
snævre Grænser for, hvad der kan opnaas i saa Henseende; 
selv om man anbringer største Delen af Tværsnitsarealet langt 
fra den neutrale Axe (i to Partier, et paa hver Side af Axen), 
maa der anvendes noget Materiale til at danne Forbindelsen, 
saaledes at det virkelig bliver ét sammenhængende Tværsnit. 
Paa denne Maade kommer man til det »dobbelt-T - formede« 
eller »I-formede« Tværsnit (Fig. 94, Pl. 9). For et saadant har 
man, naar det betragtes som Differens mellem to Rektangler 
med Siderne b, h og bv, hy, at Inertimomentet om den i Figuren 
punkterede Tyngdepunktsaxe bliver: 


I = 73 (bh? — νο), 
21 


og heraf findes W -- Den lodrette Midtribbe kaldes 


Kroppen, de to vandrette Rektangler Hoved (foroven) og Fod 
(forneden) eller under ét Flangerne. Bestemmelsen af de 
enkelte Dimensioner, saaledes at Tværsnittet faar det ønskede 
Modstandsmoment, maa udføres paa den Maade, at man 
vælger dem alle paa en nær og saa beregner denne, eller saa- 
ledes at man vælger visse Forhold mellem de enkelte Dimen- 
sioner. I Almindelighed slipper man dog overmaade let fra 
denne Dimensionsbestemmelse; Profilet anvendes kun for Jærn 
som Materiale, og nu til Dags saa godt som udelukkende for 
smedeligt Jærn og fremstilles da ved Valsning. Der fabrikeres 
kun bestemte Profiler, og for disse finder man alle ønskelige 
Oplysninger, i Almindelighed ogsaa Størrelsen af Modstands- 
momentet, i Valseværkernes Profilbøger (for tyske Værker i 
Normalprofilbuch fir Walzeisen, hvoraf Uddrag i »Des Ingenieurs 
Taschenbuch« (Hiitte)|; det drejer sig da kun om at bestemme, 
hvilket Profilnummer man skal bruge. De valsede I-Jærn ere 
forøvrigt ikke sammensatte af Rektangler, som vist i Fig. 94; 
deres virkelige Form, med Heldning af Flangernes Inderflader 
og Afrundinger ved de fleste Hjørner, ses i Fig. 95, Pl. 10. 
Hvis man i enkelte Tilfælde bliver nødt til selv at beregne 
Profilets Modstandsmoment, kan man imidlertid saa godt som 
altid med tilstrækkelig Nøjagtighed regne med Formen i Fig. 94. 
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Man gør undertiden Brug af nogle Tilnærmelsesformler 
for Inerti- og Modstandsmoment af I-formede Tværsnit. Man 
kan skrive et symmetrisk I-Profils Inertimoment som: 


I = 2.1,—+ 2F. (4 hj) + ἂν åRå, 


idet I, betyder Inertimomentet af Hovedet om Axen BB 
(Fig. 96, Pl. 10), F Arealet af Hovedet eller Foden (den ene 
Flange), & Kroptykkelsen. Her vil første Led ofte være for- 
svindende i Sammenligning med de andre; bortkastes det, og 
sættes då. ο -- K = Kroppens Areal, samt indføres i sidste 
Led hå i Stedet for hå, faar man: 





I= 4hi(F+ 4 κ) (31). 
og W = h(F+ 1 κ), (31a). 
1 2 
idet ο. tilnærmelsesvis er sat lig h,. Formel (81) faas, naar 
5 


man tænker sig Arealet F + 4 K samlet i Hovedets Tyngdepunkt 
og et lige saa stort Areal i Fodens Tyngdepunkt. Undertiden 
simplificerer man endnu mere, idet man bortkaster 1K i 
Sammenligning med F; man faar da: 


ΠΕ, W— H.F. (32). 


Naar man benytter den sidste Formel for Modstands- 
momentet, har man til Bestemmelse af Dimensionerne: 


M =r.Wær.h.F. | 


Idet man tænker sig Tværsnittet bestaaende af to Arealer 
F, samlede hver i sit Tyngdepunkt, ville alle Arealelementer 
faa samme Spænding r, og r.F vil betyde Resultanten af alle 
Trækspændinger eller alle Trykspændinger; disse to lige store 
og modsat rettede Kræfter γ. F danne tilsammen et Kraftpar 
med Arm h;, altsaa med Moment r.F.h,, og dette Moment 
skal jo være lig de ydre Kræfters Moment M. Ved denne Be- 
tragtningsmaade kommer Kroppen slet ikke til at spille nogen 
Rolle; man kan derfor som tilnærmelsesvis rigtigt udtale, at 
at i et I-formet Tværsnit optages Normalspændingerne af Hoved 
og Fod alene; som vi senere skulle se, maa Kroppen til Gen- 
gæld næsten alene optage Forskydningsspændingerne. 


i 
i 
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Ved Hjælp af Formel (31a) kan man bestemme den mest 
økonomiske Form af et I-Profil, +) naar man forudsætter, at 
Kroptykkelsen & er proportional med Højden fx, ὃ = n. hh. 
Erstattes i (31a) Δι med hy og K med åh, = nhå, og sættes 
hele Arealet lig f, altsaa: f = 2F—- K, faas: 


W — 4 fho— I nhå, 
hvoraf: 


og bliver: 
W max. re å fh. 


Halvdelen af hele Tværsnitsarealet skal altsaa anbringes i 
Kroppen, Halvdelen i de to Flanger tilsammen, en Regel, der 
ogsaa kan anvendes for nittede Pladejærnsdragere. 

Formlerne (31) og (32) anvendes dog sjældent for simple 
valsede Bjælker, da man som ovenfor nævnt har de existerende 
Profilnumres Modstandsmomenter samlede i Tabeller. Deri- 
mod anvendes de ofte for nittede Pladejærnsdragere, hvis Tvær- 
snit, som det ses i Fig. 97, Pl. 10, er sammensat af Plader 
og Vinkeljærn, og som man med en vis Tilnærmelse kan be- 
tragte som I-formede. Vi skulle dog ikke her indlade os 
nærmere paa disse Drageres Beregning. 

Foruden de nævnte Tværsnitsformer anvender man i spe- 
cielle Tilfælde mange andre, navnlig valsede Profiler, angaaende 
hvis Form, gangbare Dimensioner ο. s. v. vi indskrænke os 
til at henvise til Profilbøgerne. 

For Materialer, for hvilke den tilladelige Paavirkning til 
Træk og Tryk ikke er den samme, skal Tværsnitsformen for 
at blive økonomisk være saaledes afpasset, at den tilladelige 
Paavirkning naas samtidigt i de yderste Fibre til begge Sider. 
Herved kan den gunstigste Beliggenhed af Tyngdepunktet be- 
stemmes. For Støbejærn f. Ex., hvor den tilladelige Trykpaa- 
virkning kan regnes til τι = c. 700 kg./cm2, den tilladelige 





3} Zimmermann, Centralblatt der Bauverwaltung, 1887, S. 103. 
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Trækpaavirkning (ved Bøjning) til γ, --- ο. 250 kg./cm.2, faar man: 
M = γι--- — FT, 2, 
altsaa στη -- να - Te — 2,80. 


Man kommer paa den Maade til saadanne Tværsnit, som 
vist i Fig. 98, Pl. 10. Støbejærnsbjælker anvendes dog meget 
sjældent nu til Dags, saa Forholdet har ikke stor Betydning: 
forøvrigt følger Støbejærn ikke Hooke's Lov. 

Til Slut ville vi blot endnu anstille en Sammenligning 
mellem de forskellige Tværsnitsformer med Hensyn til deres 
Brughbarhed til Bjælker. Et absolut Maal herfor kan [πας ved 


Koef ficienten W: Få, hvor F betyder hele Tværsnitsarealet. 
Værdien af denne Koefficient for forskellige Tværsnit er 


følgende: 


Kvadrat, den neutrale Axe parallel med Kanterne .…. 0,167 
Kvadrat, den neutrale Axe i Diagonalen.............. 0,118 
Βοκιαήροι, Rim Fisser erne derned 0,118 
— πα ο ο ος 0,204 

— ον ο νο ο ο ο 0,236 

— FREE. πο ο σα 0,289 

ο ταν ο ο RES REDE RF ο ο BENE: 0,141 
T-Jærn, tysk Normal Profil Nr. 10................…... 0,984 
— — — k ο ο σον 1,104 
— — — > EEN SYRER TEE NEN SEN: 1,140 
— — — Br ο μμ σσ ο ον 1,18 
τος — — κ. BOSS egne 1,145 
C-Jærn, tysk Normal Profil Nr. 10... ...….…... 0,835 
— — — TREE; I TYRE ΝΑ 1,051 
— ο — RE ο Urne 1,18 
Zores-Jærn, — ο ο EEN 0,605 
— — — ο μμ ο ην. 0,640 


De nordamerikanske Profiljærn%) ere gennemgaaende nogt! 
mere økonomiske, navnlig de spinkleste af hvert Profilnumm" 
(samme Nummer leveres i forskellige Tykkelser, forskellig 
Vægt pr. Fod); exempelvis anføres (engelsk Maal): 


”) >American standards«, se »The Carnegie Steel Co's pocket companion« 1896. 
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24" T, 100 Ibs. pr. Εοά ......... 1,244 
» » 80 — ο ο ὃν ή 
20" » 75 So REE 1,253 
» » 65 FAE "Senere 1,404 
12" » 35 -- EL ER 1,151 
»  » 31,5 EN 1,277 
4” » 10,5 — ος arier 0608 
» » Τῷ ==) -ἀῤβηλεθν 0,913 
16 Γ, 55 ο ο ο 0,882 
» » 33 πρι δν 1,339 
12" » 40 0 νο” 0,813 
» » 20,5 FN 1,445 
4" » 7,25 σα ο ος 0,740 
»… >» 5,25 ο ο 0,985 


For Pladejærnsdragere, saaledes som de sædvanlig kon- 
strueres, kan Koefficienten ved stor Højde af Drageren naa 
op til 2,0, men er hyppigst betydelig lavere. 

Opg. 22. En i begge Ender simpelt understøttet Bjælke af valset 
I-Jærn (tysk Normal-Profil, se »Hiitte«) har Længden 7,0m (mellem Under- 
støtningerne) og skal bære 2100 kg. pr. πι. foruden sin egen Vægt. Tillade- 


lig Paavirkning regnes til 800 kg./cm?, Bestem Profilnummer og største 
Nedbøjning (E = 2000000 kg./cm.?). 


δ 34. Dimensionsbestemmelse ved Hjælp af Ned- 
bøjningerne. Som nævnt allerede i $ 24 ved Omtale af 
Dimensionsbestemmelsen er det ikke altid tilstrækkeligt at 
sørge for, at Spændingen ikke overskrider det tilladelige; man 
maa undertiden ogsaa sikre sig, at Nedbøjningen ikke bliver 
for stor. Efterat vi nu i det foregaaende have fundet Ned- 
bøjningen udtrykt som Funktion af Belastningen, er det let at 
se, hvorledes de fundne Formler kunne benyttes til Dimen- 
sionsbestemmelse, 

Eæempel 1. En i begge Ender simpelt understøttet Bjælke 
af valset I-Jærn (tysk Normal-Profil) har Længden 8”. og skal 
bære 900 kg. pr. m. Bestem Profilnummeret, - naar Nedbøj- 
ningen ikke maa overskride κὐῃᾳ af Længden. I $ 28, 2, er 
fundet en saadan Bjælkes største Nedbøjning: 


5 pl! 
πρ — 382 ET" 


A. Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære. 10 
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Heraf faar man med E = 2000000 kg./cm.2?: 


Å . 
5 pl 600. ὅ 9.800.600 Ίφρρωι 


πα ET" 884 9000000 





Der skal da anvendes (se »Hiitte«) Pr. Nr. 36, som har 
I = 19766" medens Nr. 34 kun har I = 15827%", Hvis 
man her vilde bestemme Dimensionen saaledes, at Fiberpaa- 
virkningen ikke overskred 800 kg./cm.?, vilde man faa: 


, Åph 9.800? 5 

== kor 7 Brann — 900%, 
og kunde da bruge Pr. Nr. 34, for hvilket W = 99195”. 

Opgaven stilles naturligvis altid saaledes, at man skal 
sørge for, at hverken Spændingen eller Nedbøjningen over- 
skrider det tilladelige, og det skulde herefter synes nødvendigt 
altid at foretage Dimensionsbestemmelsen paa begge Maader. 
Dette kan dog i Almindelighed undgaas. Man bestemmer først 
Dimensionerne ved Ligningen M = r. W og undersøger der- 
næst ved en én Gang for alle — for en bestemt Belastnings- 
maade — udledet Betingelse, om Nedbøjningen bliver for stor. 

Naar man f. Ex. har med ensformig Belastning at gøre 
og — for en i begge Ender simpelt understøttet Bjælke — 
har bestemt Profilet ved Ligningen: 

I 


Mesz. -- ἆ ρίἲ =r.W-= SEA, 


saa bliver Nedbøjningen med dette Profil: 
RE ο Me RER 2: 
Sms "38 ΕΙ 18 ΕΙ ET 8 Er" 
Hvis Nedbøjningen nu ikke maa overskride ig faar man 
med r = 800 kg. cm, E = 2000000 kg./cm2 (Jærnbjælker): 


1 5 1" 
ο 5 τν. 
πι 38" Φδδε 


og naar (for et symmetrisk Prutil! ο - Ih: 


1 då ! 1 ῃ 


π 32300" RT 129000 
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Hvis n sættes lig 600—800, bliver altsaa Betingelsen for, at 
et ved Ligningen M = r. W bestemt Profil af επ Jærnbjælke 
ikke giver for stor Nedbøjning: 


h 1 1 
Si > 715" (33). 


Paa lignende Maade gaar man frem ved andre Belastnings- 
eller Understøtningsmaader. 


Opg. 23. Find Betingelsen for, at Nedbøjningen ikke overskrider 
såa — sig af Bjælkens Længde, 1) naar denne er simpelt understøttet i 
begge Ender og paavirket af en Enkeltkraft paa Midten; 2) naar Bjælken er 
indspændt i den ene Ende, fri i den anden, og belastet enten ensformigt over 
hele Længden eller med en Enkeltkraft i den frie Ende. Bjælkens Materiale 
er Jærn, r: E regnes til 3500' 


Der kan ogsaa under andre Former frembyde sig Opgaver, 
hvor man maa benytte Udtrykkene for Nedbøjningerne til 
Dimensionsbestemmelse, saaledes naar to Bjælker af forskelligt 
Materiale eller blot med forskelligt Tværsnit eller Længde skulle 
virke i Fællesskab. Naar f. Ex. to ikke ganske ens Bjælker 
ligge saaledes ved Siden af hinanden eller over hinanden, at 
de maa hjælpes ad med at bære Belastningen, saa ved man 
ikke paa Forhaand, hvor stor en Del af denne der bæres af 
hver Bjælke; derimod ved man ofte, at Bjælkerne ere tvungne 
til at følges ad, saa Nedbøjningerne i visse Punkter blive de 
samme, og ved Hjælp heraf kan man i mange Tilfælde faa 
de manglende Betingelser til Spørgsmaalets Besvarelse. 

Exempel 2. En valset Jærnbjælke, tysk Normal- Profil 
I Nr. 30, og to Træbjælker af samme Højde og med samme 
Længde 43". mellem Understøtningerne skulle i Fællesskab 
bære en Belastning af 6'" paa Midten; der spørges om Bredden 
af Træbjælkerne, idet den tilladelige Fiberpaavirkning for Jærn 
regnes til 800 kg./cm.”, for Træ til 60 kg./cm.2. 

Bjælkernes Tværsnit ses i Fig. 99, Pl. 10; Belastningen 
overføres ved et Tværstykke, saaledes at Nedbøjningen paa 
Midten bliver den samme. Af hele Belastningen P (= 65) 
antages P, at falde paa Jærnbjælken, P, paa de to Træbjælker, 
og idet Udtrykket for Nedbøjningen ifølge 5 28, 1, er: 

vp 
ὅπως. σπ 48 ET EJ 
103 
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maa man have: 
PP Pr 
El Eelg" 
hvor Mærket 1 gælder Jærnbjælken, Mærket 2 Træbjælkerne. 
Endvidere ere de største Momenter i de to Bjælker: 1 Ρι 


og 1 Pzl, og ved at kombinere Ligningen M = 0. SÅ med den 
ovenfor faas, idet e er den samme for begge Bjælker: 


Ρι Μι ze σι]ι NE El φις. Ει 
Ρ, Μι σι]ι El; : σε Ει i 
Naar nu E, = 2000000 kg.'cm.2, Ει = 110000 kg./cm2 
ser man, at σι og σι aldrig samtidig kunne naa de givne til- 
ladelige Fiberpaavirkninger; hvis σι ikke maa overskride 
800 kg./cm., kan σι kun naa op til 44 kg./cm., eller med 
andre Ord: naar Bjælkerne skulle bøje sig lige meget ned, 
og naar σι skal være lig 800 kg./cm.?, bliver σι lig 44 Κμ.; οπι.. 
Hele det bøjende Moment er: 


Μι + Μι - 1.6.4 == Gtsm., 
Heraf optager Jærnbjælken, idet W, = θοθ πό, 
Μι -- σι. W, = 800.659 = 527200 kg. cm. = 5,272", 





Altsaa er Μ, -- 072835. og idet Modstandsmomentet for 
de to Træbjælker tilsammen er 4 .2b. 30? = 300095, findes b af: 


72800 = 44.300.b, b = 5,5, 


Opg. 24. Skinnerne paa en Jærnbanebro hvile paa Langsveller af Hel- 
tømmer, og disse understøttes direkte af Tværbjælkerne, hvis Afstand er 
1,6m.; mellem Skinne og Langsvelle er der lige over Tværbjælkerne og midt 
mellem disse indskudt Underlagsplader. For Skinneprofilet er I = 1036em., 
W = 154cem jf ubrugt Tilstand, men I = 800em4 og W =— 120em, naar 
Skinnen er slidt saa meget som tilladeligt. Største Hjultryk er 6,5ts, Hvilken 
Dimension skal Langsvellen have, naar Fiberpaavirkningen for den slidte 
Skinne ikke maa overskride 900 kg./cm”, for Træet 60 kg./em.7? Hvor store 
ere Spændingerne, medens Skinnerne ere nye? Skinner og Sveller regnes 
som simpelt understøttede Bjælker fra Tværbjælke til Tværbjælke.  Elasti- 
citetskoefficienterne ere de samme som i Exemplet ovenfor. [Først udledes 
σι Ειει 
σι = Ea" 





Formlen: hvori det ubekendte h = 2e, = Langsvellens 


I 
Højde og det bekendte e, = GR (for Skinnen) indføres. Herved findes, at 
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Langsvellens Fiberpaavirkning først naar den tilladelige Grænse, 62 sættes der- 
for lig 60 kg./cm.”, og 6ι udtrykkes ved h. Dernæst anvendes Ligningerne : 


Μι — 0:Wi og den analoge samt Ligningen Ρι + P2 Ξ 6500 kg. Man 
finder h = 27em.,) 


& 35. Forudsætningerne for den udviklede Bøj- 
ningstheori. Vore Betragtninger over Bøjning hidtil hvile 
paa forskellige Forudsætninger, som vi ville undersøge lidt 
nærmere. De ere af højst forskellig Art; nogle ere rent vil- 
kaarlige og ere kun gjorte for paa dette Standpunkt at simpli- 
ficere Behandlingen, andre ere nødvendige, for at man over- 
hovedet skal kunne føre Beregningerne igennem, og forøvrigt 
repræsenteres alle Stadier mellem disse to Yderpunkter. 

At vi have antaget alle de ydre Kræfter virkende i samme 
Plan og vinkelret paa Bjælkens Længderetning, og at Kraft- 
planen er en Symmetriplan for Bjælken, er naturligvis ganske 
vilkaarligt, og vi skulle ogsaa senere gennemføre Behandlingen 
uden disse Indskrænkninger; det er imidlertid det i Praxis 
hyppigst forekommende Tilfælde. 

Dernæst have vi antaget Bjælkens Tværsnit konstant, hvilket 
langtfra saa hyppigt er Tilfældet i Virkeligheden. Vi skulle i 
næste & undersøge Indflydelsen af Tværsnittets Variation og 
angive de herved bevirkede Modifikationer i Beregningerne. 

Endvidere have vi forudsat Formforandringerne saa smaa, 
at de ere forsvindende i Sammenligning med Bjælkens Længde. 
Vi have gjort Brug heraf ved Opskrivningen af alle Lige- 
vægtsbetingelserne mellem ydre og indre Kræfter og endelig 


ved at sætte 5 = LØ hvorved Bestemmelsen af Nedbøjnin- 


gerne simplificeres overordentlig. Betragtningen af den elastiske 
Linie som Tovpolygon og alle de heraf udledede Konstruktioner,. 
specielt hele den givne Behandling af statisk ubestemte Bjælker, 
beror herpaa. Denne Forudsætning opstiller man imidlertid 
ikke blot her; den anvendes meget hyppigt i den tekniske 
Mekanik; man maa saa blot erindre, at de fundne Formlers 
Gyldighed er bunden hertil. Enkelte Steder i det følgende — 
ved Beregning af Søjler ο. I. — skulle vi gennemføre Under- 
søgelsen uden denne Indskrænkning. 

Dernæst have vi forudsat, at de fra Forskydningen. hid- 
rørende Nedbøjninger ere forsvindende i Sammenligning med de 
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fra Μοπιεπίεγπε hidrørende. ΤΙ denne Forudsætning er den 
ovenfor meddelte Bestemmelse af Nedbøjningerne og den hele 
Behandling af de statisk ubestemte Bjælker bunden. Man gør 
næsten altid denne Forudsætning i Praxis; vi skulle i 5 39 
undersøge med hvor stor Berettigelse. 

, Endvidere gælder hele den foregaaende Udvikling kun 
under Forudsætning af Hookes Lov, og efter hvad der tidligere 
er meddelt herom, vil dette i Virkeligheden sige, at den strengt 
taget kun gælder for smedeligt Jærn (Svejsjærn og Staal) og 
det endda kun indenfor Proportionalitetsgrænsen., Man anvender 
ikke desto mindre sædvanligvis de fundne Formler ogsaa for 
andre Materialer og korrigerer dem i fornødent Fald ved Til- 
føjelse af Erfaringskoefficienter. I Løbet af de sidste Par Aar 
er der imidlertid udført nøjagtige Elasticitetsmaalinger for en 
Del af de hyppigst anvendte Materialer, saa man begynder at 
faa det nødvendige Erfaringsgrundlag for Opstillingen af nøj- 
agtigere Relationer mellem Spændinger og Formforandringer 
og herved ogsaa for Opstillingen af en nøjagtigere Bøjnings- 
theori for de Materialer, for hvilke Hooke's Lov ikke gælder. 
Det nærmere herom skal meddeles i Afsnittet om Materialernes 
elastiske Egenskaber (specielt 5 52). 

Endelig have vi forudsat, at et plant Normalsnit i Bjælken 
holder sig plant under Bøjningen. Ved Behandlingen af Vridning 
saa vi, at den tilsvarende Forudsætning dér kun var opfyldt i et 
ganske specielt Tilfælde, og Grunden hertil var, at der optraadte 
Forskydningsspændinger i Længdesnit i Legemet. Det samme 
er næsten altid Tilfældet her ($ 38), og Virkningen deraf maa 
ogsaa her være, at Tværsnittene krumme sig noget. 

Man kan imidlertid paa forskellige Maader vise, at For- 
udsætningen om, at Tværsnittene holde sig plane, er nøjagtig 
nok, i alt Fald for Bjælker af smedeligt Jærn. Man kan saa- 
ledes anvende de ovenfor fundne Formler for Nedbøjningerne 
til en experimentel Bestemmelse af Elasticitetskoefficienten; 
for en i begge Ender simpelt understøttet Bjælke, der er be- 
lastet med en Enkeltkraft i Midten, haves (6 28, 1): 


PE å PE: 
ἔλωως 19 ΕΙ; altsaa E --- 





For det her nævnte Formaals Skyld er denne Formel dog 
ikke nøjagtig nok: der maa ogsaa tages Hensyn til den af 
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"orskydningen bevirkede Nedbøjning. Naar vi (i $ 39) have 
andet et Udtryk herfor, skulle vi komme tilbage til Spørgs- 
aaalet; her skal blot nævnes, at man for det nævnte Materiale 
irkelig finder en tilstrækkelig Overensstemmelse mellem den 
;d denne Vej bestemte Elasticitetskoefficient og den ved Træk- 
orsøg fundne Værdi. 

Dernæst kan man direkte undersøge Forudsætningens 
syldighed. Bauschinger og Bach have ved Forsøg med Stænger 
if smedeligt Jærn ikke kunnet paavise nogen Krumning af Tvær- " 
;nittene+), Considére”+) heller ikke. Her skal nærmere omtales 
nogle nyere Undersøgelser af ΓΕδρρί333) med Bjælker af Granit 
og Sandsten (for hvilke Materialer Hooke's Lov ikke gælder). 
Bjælkerne vare simpelt understøttede i to Punkter med 1,03" ΑΙ: ΄ 
stand, Tværsnittet rektangulært med b = 20%, h — 30; de 
belastedes med en Enkeltkraft i Midten. Undersøgelsen af Tvær- 
snittets Form efter Bøjningen udførtes paa to forskellige Maader. 
Først anbragtes i et Normalsnit i Bjælken i den med Kraftret- 
ningen parallele Sideflade en Række Stifter, hvorpaa der kunde 
befæstes Spejle, hvis Drejning kunde aflæses meget nøjagtigt. 
Hvis Normalsnittet holdt sig plant under Bøjningen, skulde 
man finde lige store Drejninger af alle Spejlene, Resultatet 
af disse Forsøg, der gentoges for forskellige Normalsnit og 
baade med Granit- og Sandstens-Bjælker, var, at der i alt 
Fald ikke fandtes nogen væsentlig Afvigelse fra Planen; dog 
viste i Almindelighed det yderste Spejl paa Træksiden en 
noget større Drejning end de andre. 

Dernæst anbragtes to Rækker Stifter i to Normalsnit, hvis 
indbyrdes Afstand var ca. 1000... Naar Bjælken bøjedes, 
bleve naturligvis Fibrene paa den ene Side af den neutrale 
Axe forlængede, paa den anden Side forkortede, og disse Varia- 
tioner i Længde kunde direkte maales mellem Stifterne. Resul- 
taterne af saadanne Maalinger (Middeltal af Maalinger paa 
begge Sider af Bjælkerne) ses i Fig. 100, Pl. 11, for en Granit- 
bjælke, i Fig. 101, Pl. 11, for en Sandstensbjælke. For den 
første var Belastningen i Midten 8%, Midtpunktet mellem de 
to Normalsnit laa 60.203. fra den ene Understøtning; for 


3) C. Bach: Elasticitåt und Festigkeit, 2. Aufl. Berlin, 1894, S. 96. 
%) Annales des ponts et chaussées, 1885, 1., S. 614. 
”++) Mittheilungen aus dem mechanisch-technischen Laboratorium der Κ. 
technischen Hochschule in Miinchen. 24. Heft. 1896. 
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Sandstensbjælken var  Belastningen 1,2 % og  Midtpunktet 
mellem Normalsnittene fjernet 60.053. fra Understøtningen. I 
begge Figurer ere Længdeforandringerne pr. Længdeenhed (4) 
afsatte som Ordinater ud fra Axen AB, Forlængelser nedad, 
Forkortelser opad, og Endepunkterne ere forbundne. Den 
herved fremkomne brækkede Linie ab skulde da vise sig at 
være en ret Linie, hvis Tværsnittet holdt sig plant; man ser, 
at Afvigelserne ere størst paa Træksiden. Ordinaternes rela- 
tive Størrelser ere angivne paa Figurerne; de absolute Størrelser 
faas deraf ved Multiplikation med 10”:5. 

Resultatet af disse Forsøg er altsaa, som man kunde 
vente, at Forudsætningen faktisk ikke er ganske korrekt, men 
at Afvigelserne dog ikke for Bjælker af Granit og Sandsten 
ere større, end at man fremdeles kan bruge Forudsætningen, 


selv om man paa den Maade kun faar en Tilnærmelse. Om 


Tilnærmelsen er nøjagtig nok for andre Materialer end de her 
nævnte, maa strengt taget først konstateres ved lignende Experi- 
menter; for Støbejærn f. Ex. mener Tetmajer"), at Tværsnittene 


ikke holde sig plane. Foreløbig maa man imidlertid slaa sig | 


til Ro med Forudsætningen om de plane Tværsnit og, om 
fornødent, korrigere Resultaterne ved en Erfaringskoefficient. 

Endnu have vi gjort en i alt Fald stiltiende Forudsætning, 
nemlig at de enkelte Fibre i Bjælken ikke indvirke paa hinanden 
under Bøjningen,. Dette er naturligvis ikke korrekt. De Fibre, 
der blive strakte, ville samtidig trække sig noget sammen paa 
tværs (5 14), de trykkede Fibre ville udvide sig paatværs. 
Selve denne Omstændighed, der direkte fører til, at Arealet af 
den trykkede Del af Tværsnittet bliver noget større end ind- 
ført i Beregningen, Arealet af den strakte Del noget mindre, 
spiller ingen væsentlig Rolle, saalænge Paavirkningen - holder 
sig indenfor Proportionalitetsgrænsen; at se bort herfra betyder 
i Virkeligheden det samme som at betragte Formforandringerne 
som forsvindende Størrelser. Det, som det her kommer an 
paa, er, at denne Udvidelse eller Sammentrækning paatværs 
ikke kan foregaa uhindret, fordi den ikke har samme Størrelse 
for alle Fibre, og denne Omstændighed bevirker, som vi have 
set i $ 17, en Forøgelse af Bæreevnen. For at faa en klar Fore- 
stilling om, hvad der foregaar, ville vi tænke os Bjælkens 


3) L. Tetmajer: Die Baumechanik, Zirich, 1889, Side 256. 
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Wwærsnit rektangulært og før Bøjningen inddelt i lige store 
ivadrater (Fig. 102 a, Pl. 10). Naar vi tænke os Normal- 
pændingen i Tværsnittet konstant indenfor hvert af Kvadra- 
erne, vil hvert af disse Elementer udvide sig eller trække sig 


ammen lige meget i begge Retninger, nemlig i .&, naar & be- 


egner Formforandringen pr. Længdeenhed paa langs, og Ele- 
nenternes Form efter Bøjningen bliver altsaa kvadratisk. Idet 
5 er proportional med Afstanden fra den neutrale Axe, bliver 
Formforandringen i Tværretningen ogsaa proportional med 
denne Afstand; en Række Kvadrater i samme Afstand fra den 
neutrale Axe forandres lige meget i Størrelse, og Længden af 
Kvadratsiderne i de forskellige Rækker varierer med Afstanden 
fra Axen. Da nu Tværsnittet skal blive ved at være sammen- 
hængende, maa dets Form efter Bøjningen blive som vist i 
Fig. 102 b; den neutrale Axe krummer sig efter en Cirkelbue, 
og de dermed parallele Kvadratsider komme til at ligge paa 
koncentriske Cirkler. Man udleder let, at naar Krumnings- 
radius for den neutrale Linie i det betragtede Punkt af Bjælken 
kaldes ϱ, bliver Krumningsradius for den neutrale Axe lig m. ϱ. 

Størrelsen af denne Indvirkning af de enkelte Fibre paa 
hinanden afhænger i høj Grad af Tværsnitsformen%). Tænker 
man f. Ex. paa et I-formet Profil (som i Fig. 96, Pl. 10), ville 
Flangerne kunne forandre Form i Tværretningen temmelig 
uhindret. Man maa altid i Virkeligheden have en noget større 
Bæreevne end den, som følger af Formlerne ovenfor, men 
Overskridelsen ud over det beregnede maa være betydelig større 
for et massivt Tværsnit, som Rektangel, Cirkel e. 1., end for 
et I-Profil. I en Vignoleskinne maa Overskridelsen være større 
i Hovedet end i Foden, saa den neutrale Axe ligger her sand- 
synligvis lidt over Tyngdepunktet. 

Omendskønt det egentlig ikke hører herhen, da det forud- 
sætter Paavirkninger langt ud over Proportionalitetsgrænsen, 
skal dog nævnes et Par Forsøg af Considére+=), der tydelig 
vise den her omtalte Virkning. En Stang (Staal) med kvadra- 
tisk Tværsnit og 39m-m. Sidelinie paavirkedes til Bøjning 
nær op mod Brudgrænsen. Tværsnittet antog da nøjagtigt 
den i Fig. 102b viste Form med skarpe Kanter; Højden var 


”) C. Bach: Elasticitåt und Festigkeit, 2. Aufl. Berlin 1894, S. 94 ο. f. 
% Annales des ponis et chaussées, 1885, Ἱ., S. 611—18. 
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uforandret 39—=, men Bredden var 49355 paa Tryksiden, 
840015. paa Træksiden. En anden Stang af blødt Staal med 
(oprindelig) kvadratisk Tværsnit (16,5 ”- Sidelinie) paavirkedes 
til Bøjning indtil Brud, hvorved Tværsnittet antog den i Fig 
103, Pl. 10, viste Form. Krumningradius for den neutrale 
Linie var ca. 86”, for den neutrale Axe ca. 174”, hvilket 
vilde give m — 2,03. Naturligvis kan dog et Brudforsøg ikke 
bruges til Bestemmelse af m. 


S 36. Variabelt Tværsnit. I de valgte Exempler paa 
Anvendelsen af Bøjningstheorien har der stadig været forud- 
sat konstant Tværsnit. De udviklede almindelige Formler 
kunne imidlertid bruges uafhængigt af denne Forudsætning, 
naar blot Tværsnittet ikke varierer altfor hurtigt; hvis dette 
er Tilfældet, kunne nemlig Spændingerne i de Elementer, der 
ligge tæt ude ved Overfladen, ikke virke vinkelret paa Tvær- 
snittet, som forudsat ved Opstillingen af Ligevægtsbetingelserne. 
I Praxis udføres Tværsnitsvariationen enten kontinuerligt eller 
i pludselige Spring: i sidste Tilfælde kan Anvendelsen af Bøj- 
ningstheorien naturligvis ikke give rigtige Resultater i den 
umiddelbare Nærhed af de Punkter, hvor Variationen sker, 
men i det hele og store faar man dog en meget god Tilnær- 
melse. Hvis Variationen foregaar kontinuerligt og som sæd- 
vanligt i Praxis nogenlunde langsomt, faas en upaaklagelig 
Tilnærmelse, 

At Tværsnittet ikke er konstant, kommer først til at spille 
en Rolle, naar der spørges om Formforandringerne. Lig- 
ningerne ;12: i 3 4 — Ligevægtsbetingelserne mellem de ydre 
Kræfter — berøres naturligvis aldeles ikke.  Ligningerne (13) 
— Ligevægtsbetinælserne mellem de ydre Kræfter paa den 
ene Side af et vilkaarligt Snit og de indre Kræfter i dette Snit 
— ér ligeledes rigtige, selv om Tværsnittet varierer, naar 
man blot indfører det betragtede Snits Inertimoment Den 
neutrale Åxe gaar altsaa ogsaa her gennem Tværsnittets Tyngde- 
punkt. og Forskwdnings- og Normalspændinger bestemmes 





som tidligere: specielt er Spændinæn s givet ved 
σ τά 
r& 


og heruf følger. at Dimensivnsbestemmelsen udføres ved (18) 
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ler (18 a): Μ -- r.W, naar man blot kender Momentet. 
un maa man her muligvis udføre Dimensionsbestemmelsen 
r flere forskellige Punkter af Bjælken. Saa længe Tværsnittet 
ΙΓ΄ konstant, var det farligste Punkt det, hvor det største 
oment optraadte; nu afhænger det af Loven, hvorefter Tvær- 
littet skal variere, og af Momentets Variation, hvor det far- 
gste Snit findes. Grunden til, at man lader Tværsnittet 
ariere, vil i Almindelighed være Ønsket om at spare Materiale, 
g den mest økonomiske Variation faar man, naar Modstands- 
lomentet varierer saaledes, at Fiberpaavirkningen σ -- 5 er 
onstant og lig den tilladelige Paavirkning r. Naar man kender 
Iomentkurven, kan dette opnaas ved at beregne W for hvert 
”unkt efter ovennævnte Ligning. Vi skulle nedenfor under- 
øge, hvilke Former af Bjælken man kommer til paa den 
daade; foreløbig ville vi ikke indskrænke os til denne bestemte 
ον for Variationen. 

For statisk bestemte Bjælker er der altsaa intet nyt at føje 
il angaaende Beregningen af Spændingerne eller Dimensionerne; 
let nye viser sig først, naar der spørges om Formforandringerne. 
Hvis man vil beregne disse, har man hertil Differentiallig- 
ningen for den elastiske Linie: 

αν OM 
de "EP 

hvor nu blot / ikke er konstant og altsaa ikke kan flyttes 
udenfor Integrationstegnet. Inertimomentet kan enten være 
givet som en kontinuerlig Funktion af æ, eller derved, at 
I = I, = konst. paa Strækningen fra x = 0 til α = αγ 
I = I, -- konst. fra x = αι til α = αν 0. S. V.; i sidste Til- 
fælde maa man dele Integrationen, men forøvrigt bære sig ad 
som sædvanligt. I et Punkt, hvor Tværsnittet pludselig varierer, 
har I og altsaa ogsaa så to forskellige Værdier; = , der 
findes ved Integration af Udtrykket ovenfor (en Arealbestem- 
melse), har derimod kun én Værdi i Punktet, y naturligvis 
ligeledes.  Integrationskonstanterne bestemmes altsaa efter- 


haanden derved, at y og ο skulle være de samme i Over- 


gangspunkterne, ganske som om der her virkede Enkelt- 
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kræfter; Diskontinuiteten i den neutrale Linie ses dog 
være af en, noget anden Art her end i en Enkel 
Angrebspunkt (smlgn. & 26, Slutn.). 

Hvis man vil konstruere den elastiske Linie som T 
polygon, skal man jo benytte Belastningen p — M, Pi 
distancen EI. I Stedet for, naar I nu varierer, at benytte 
variabel Poldistance — hvilket man for Resten meget 
kan — er det i Almindelighed bekvemmere at multipli 
baade Belastning og Poldistance med samme Tal, I, : 1, al 
at tegne Tovpolygonen med Poldistancen EM, til Belastni 


kurven p = M. Sk, I, betegner et konstant Inertimoment 


vælges bekvemmest som et af de virkelig forekomme 
Inertimomenter. Herefter er der egentlig intet nyt at føje 
ved virkelige Konstruktioner, hvor Momentfladen er beste 
som en Tovpolygon (med Poldistance hk), benytter man lige: 
i & 26, Slutningen, en Poldistance kh, for den elastiske Το 
polygon: i ΕΙ, 
ἄν πὍπα-Β) 

og faar derved Nedbøjningerne forstørrede n Gange i Forho 
til Tegningens Længdemaalestok. 

Exempel 1. Tegn Nedbøjningslinien for den; sam 
Bjælke som i Exemplet i $ 26, Slutningen, Fig. 60, ΡΙ. 7, na 
Tværsnittet varierer saaledes, at der paa det midterste Stykk 
EF af Bjælken bruges det i Figuren viste Tværsnit (en Plad 
jærnsdrager med to Plader i Hoved og Fod), paa Stykkern: 
CE og FD samme Tværsnit, men kun med én Plade i Hoved 
og Fod, og paa Stykkerne AC og DB endelig samme Tvær- 
snit uden Plader. 

Inertimomenterne paa de tre Strækninger ere (uden Fradrag 
af Nittehullerne): 

paa Stykket EF .......- I = 910750 cm. 
— Stykkerne CE og FD.. I = 699920 — 
— — AC - DB. . I = 497200 —. 

Naar nu Inertimomentet for EF vælges som 1,, haves 


for Stykkerne CE og FD: - — 1,30, 


- = AC og DB; ας 1,83. 
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Man multiplicerer da Ordinaterne i Momentfladen paa 
=kkerne CE og FD med 1,3, paa Stykkerne AC og DB 
I 1,83, og til den saaledes transformerede Momentflade 
=C1C'EE'FF,D'D, B' i Fig. 60) tegnes en Tovpolygon med 
'adistancen h, = 90,361" (se Exemplet i δ 26). I Fig. 60 er 
vpolygonen dog ikke tegnet for ikke at gøre Figuren utydelig. 
Ganske paa samme Maade danner man først — ved Multi- 
kation med 1,: I] — den »transformerede Momentflade«, hvis 
in vil beregne Nedbøjningerne som Momenter. 

Ezxempel 2. Find Tangentvinkel αι og Nedbøjning y; i 
n frie Ende B af en ved A indspændt Bjælke, der i B er 
lastet med Kraften P, naar Inertimomentet paa den yderste 
alvdel af Længden kun er halvt saa stort som paa Stykket 
ermest Α (Fig. 104, Pl. 10). 

Momenffladen er en Trekant med Højden P.1 ved Α: den 
ansformerede Momenfflade er vist skraveret i Figuren, idet 
rertimomentet ved Α er valgt som I. Naar man lader dette 
sraverede Ατεα] virke som Belastning paa en ved B indspændt, 
ed A fri Bjælke, findes Transversalkraften ved B lig: 


4.1.P1+ $.41. 4PI = & Ρί, 
ig Momentet ved B: 


altsaa er 


Opg. 25. Find Tangentvinklen ved Understøtningerne og Nedbøjningen 
i Midten for en i begge Ender simpelt understøttet Bjælke med ensformig 
fordelt Belastning, naar Inertimomentet paa den midterste Halvdel af Bjælkens 
Længde er Es Gange saa stort som ved Enderne af Bjælken. 


For statisk ubestemte Bjælker maa man allerede tage Hensyn 
til Tværsnittets Variation ved Bestemmelsen af Dimensionerne 
(Momenterne, Transversalkræfterne, Spændingerne), idet man 
jo hertil benytter Betingelser fra Formforandringerne. Man 
kan anvende alle de tidligere (f. Ex. i $ 31) udviklede Methoder; 
vi skulle vise dette ved et Par Exempler. 

Eæempel 3. En ved begge Ender indspændt Bjælke er 
belastet med p pr. Længdeenhed. Inertimomentet er 4 /, paa 
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den midterste Halvdel af Længden, I, paa de to Stykker 
Længde 1/ ved Enderne, 
Paa Grund af Symmetrien ere Reaktionerne: 


Å = 8 -- —4 pl, 


og de ubekendte Momenter ved Α og B ere lige store, M, -- Δι 
For et Punkt i Afstanden α fra Α er: 


dy 


M, = M, + 1 ple— I pæ? = —EI ο: 


For Strækningen nærmest ved Α er I -- I, altsaa 


1 


| 


— ER ÅU mm Maæ + 4 plx? — å ρα, 


— Ely = Μα" + 74 pla? — εν ρα, 


idet Integrationskonstanterne forsvinde, da x -- 0 skal give | 


For det midterste Stykke af Bjælken, hvor I = ih, haves: 


-- EL dl - Mx + 1 plx? — I pr? + ο, | 
— 1 Ely = 4 Μωτὶ + τν pl? — 44 ρα” + Cx + ᾱ- | 
C og Ον skulle bestemmes saaledes, at x = 1ἱ giver | 


samme Værdier af y og ἂν til begge Sider; derved findes: 


5 
ο-- —i Mal εβρ Ci — gg Mål? EL Sai PI", 


ai 
Idet paa Grund af Symmetrien x = II skal give ας -ὐ 
faas til Bestemmelse af M,: 
0 -- {Μα + ly pl? — 44 pl? — å Mal — vår på, 
Δία = — 35 pl. 


Nu kunne Momenter og Transversalkræfter i de forskellige 
Punkter af Bjælken findes ligesom i $& 31. Momentet i Midten 
Mx bliver (4 — δε) pl? =— $ypl?. Med konstant Tværsnit af 
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jælken fandt vi (5 31): Μα = — ὧν pl?, Momentet i Midten 
= ος pl?, altsaa Μα: My == 2:1; naar vi nu her have ladet 
Jertimomenterne i disse Punkter forholde sig som 2: 1, findes 
fg: My = ὃ:1. 

Nedbøjningerne for Bjælken med variabelt Tværsnit findes 
ed i den neutrale Linies Ligning ovenfor at indsætte de 
pecielle Værdier af æ. 

Exempel 4. En i begge Ender indspændt Bjælke, hvis 
Pværsnit varierer ligesom i Exempel 3, er belastet med en 
Inkeltkraft i Midten. 

Paa Grund af Symmetrien er A = B= — IP, M, = MY. 
Man bestemmer først Tangentvinklen &', i Understøtnings- 
punktet, naar P virker paa en simpelt understøttet Bjælke med 
samme Variation af Tværsnittet som den givne Bjælke, der- 
næst Tangentvinklen αα sammesteds, hidrørende fra Kraft- 
parrene M, og M, som eneste Belastning paa den simpelt 
understøttede Bjælke. I Fig. 105, Pl. 11, ere de transformerede 
Momentflader tegnede, øverst for Kraften P, nederst for Kraft- 
parrene. ἅαα' 06 αι ere lig Reaktionerne Α for de skraverede 
Flader som Belastning, dividerede med EX. Man finder: 


7 Pe 3 Mal 
==" ER 4 El” 








og da man skal have ας = — 4", faas: 
Μα = — ες PI. 


Nedbøjningerne findes ved Addition af dem, som Kraften 
P og Kraftparrene M, frembringe, naar de virke hver for sig 
paa den simpelt understøttede Bjælke med den givne Variation 
af Tværsnittet. — Hvis der ikke var Symmetri, maatte man 
for at kunne danne den til Kraftparrene M, og Μι svarende 
transformerede Momentflade dele Momenttrapezet i to Tre- 
kanter og multiplicere hver af dem med 14: 1; Vinklen ας vilde 
da [πας som Summen af de Drejninger, der bevirkes af Μα 
alene og M, alene. 

Den grafiske Konstruktion, ved hvilken den elastiske Tov- 
polygon direkte benyttes (5 31, c.), kan ligeledes let anvendes 
med variabelt Tværsnit. De tre Kræfter, til hvilke Tov- 
polygonen skal konstrueres, blive da: den transformerede 
simple Momentflade og de transformerede Momenttrekanter 
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svarende til Μα og My, og Kræfternes Retningslinier gaa gennem 
Tyngdepunkterne for disse transformerede Flader; de to yderste 
Kræfter virke altsaa ikke mere i Trediedelsvertikalerne, men 
deres Retningslinier ses let at være uafhængige af Størrelsen 
af Μα og Μι, saa de kunne bestemmes ved αἱ »transformere« 
et Par Trekanter med vilkaarlige Højder. 

Paa samme Maade kan den tilsvarende Konstruktion for 
kontinuerlige Bjælker og ligeledes Cl. Fidlers Konstruktion 
anvendes med variabelt Tværsnit; principielt er der ingen 
synderlig Vanskelighed forbunden dermed, men den virkelige 
Udførelse af Konstruktionen besværliggøres ved alle de Trans 
formationer af Momentfladerne, som blive nødvendige. Vi 
skulle ikke komme nærmere ind herpaa, da det hele ikke 
spiller nogen synderlig. Rolle i Praxis. Indspændte Bjælker 
forekomme yderst sjældent; kontinuerlige Bjælker forekomme 
nok, men det viser sig her, at man ikke begaar nogen videre 
stor Fejl ved at regne med konstant Tværsnit, og det gør 
man da saa godt som altid, naar man overhovedet kan nøjes 
med den i ὃ 32 meddelte Beregning. For Brodragere, hvor 
en Del af Belastningen er bevægelig, maa man først finde den 
farligste Stilling af Belastningen, og ved de nærmere Under 
søgelser af kontinuerlige Bjælker, som i den Anledning blive 
nødvendige, kan man temmelig let tage Hensyn til den mulige 
Variation af Tværsnittet. 


Opg. 26. En ved Α indspændt, ved B simpelt understøttet Bjælke er 
belastet med en Enkeltkraft i Midten eller ensformigt med p pr. Længde 
enhed. Find Indspændingsmomentet, naar Inertimomentet paa den ved 4 
nærmeste Halvdel af Længden er dobbelt saa stort som paa den anden 
Halvdel. 


Opg. 27. En ved begge Ender indspændt Bjælke er paavirket af ea 
Enkeltkraft P i Afstanden a fra den ene Ende. Find Indspændingsmomenterne, 


2 
naar Inertimomentet paa den midterste Trediedel af Lænden er 370, paa de 
to yderste Trediedele 1ο. 


δ 37. Bjælker med konstant største Fiberspæn- 
ding. Idet vi her kun tænke paa Bjælker, hvis Tværsnit er 
symmetrisk om den neutrale Axe, skal Modstandsmomentet i 
hvert Punkt bestemmes saaledes, at 


wo NM 
r 
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hvor r er konstant; W maa variere med Μ. Ifølge Ligning 
16), & 24, er 

El 
e 


og idet δι — ει — ih, altsaa W -- τ, faas: 
Eh 
ο τος: (84). 


For en Bjælke, hvis Tværsnit varierer 'saaledes, at største 
Spænding er konstant, er Krumningsradius proportional med 
Højden; naar h er konstant, krummer Bjælken sig efter en 
Cirkelbue. 

Nedbøjningerne beregnes ved Ligningen: 


dy Ste M ο Pr 
dæ? ΕΙ ER” 





hvor r og É ere konstante, medens h maa udtrykkes som 
Funktion af æ. 

Εαεπιρεῖ 1. Bjælken er indspændt i den ene Ende, fri i 
den anden, og i den frie Ende paavirket af en Kraft P. 

Med Begyndelsespunktet i P's Angrebspunkt har man 
M=P.x=r.W. is 

For rektangulært Tværsnit med konstant Bredde b, variabel 
Højde y, bliver y bestemt ved: 


P.x -- ο by"; 


naar Højden y afsættes halvt opad, halvt nedad, faar et lod- 
ret Længdesnit i Bjælken den i Fig. 106, Pl. 11, viste Form 
(Parabel). p 

Hvis Bredden z varierer, medens Højden h holdes konstant, 
bliver det vandrette Snits Kontur bestemt ved: 


SØS Α. 
. Ρα ER ; 
afsættes z halvt til hver Side, faas to rette Linier som Be- 
grænsning. 


Α. Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære. 11 
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For επ Bjælke med konstant Tværsnit er Ρ.[ -- δν. 


Vi ville sammenligne de tre her nævnte Bjælker lidt nærmere, 
idet vi gaa ud fra, at de alle have samme b og h ved Ind- 
spændingstværsnittet. Af Ligning (34) ses, at de i saa Fald 
ogsaa have samme Krumningsradius i dette Punkt; for Bjælken 
med konstant Højde er e den samme i alle Punkter, for Bjælken 
med konstant Bredde aftager h, og derfor ogsaa ϱ, ud mod 
den frie Ende, for Bjælken med konstant Tværsnit aftager r og 
voxer ϱ ud mod den frie Ende. De to Bjælker med variabelt 
Tværsnit bøje sig altsaa begge mere ned end Bjælken med 
konstant Tværsnit; Bæreevnen er den samme for dem alle tre, 
men Besparelsen i Materiale medfører en Aftagen af Stivheden. 
At denne Sætning dog ikke gælder ubetinget, ses af, at Volu- 
minet er mindst for Bjælken med konstant Højde, men Ned- 
bøjningen størst for Bjælken med konstant Bredde. 
Er Tværsnittet cirkulært med Diameter y, haves: 


πρ. 
Ρ.α 3374"; 


Bjælken er et Omdrejningslegeme med en kubisk Parabel som 
Meridiankurve. 


(4 
Opg. 28. For en i den ene Ende indspændt, i den andeu Ende fri 
Bjælke, ensformig belastet med p pr. Længdeenhed, løses de samme Opgaver 
som i Ex. 1. 


Opg. 29. For en i begge Ender simpelt understøttet Bjælke, belastet 
med P i Midten eller med p pr. Længdeenhed, løses de samme Opgaver som 
i Ex. 1 


Exempel 2. En i begge Ender simpelt understøttet Bjælke 
er paavirket som i Fig. 67, Pl. 7, af en Kraft P i Afstandene 
a og b fra Understøtningerne; Tværsnittet er cirkulært, 

For et Punkt i Afstanden æ fra Α, mellem Α og P, er 
Momentet lig A.x, altsaa lige saa stort som hvis Bjælken var 
indspændt ved P og paavirket af Kraften Α i den frie Ende. 
Mellem Α og P maa Bjælken da være formet som en Om- 
drejningsflade med en kubisk Parabel som Meridiankurve; 
Parablens Toppunkt ligger ved Α. Paa samme Maade faas 
Stykket mellem P og B formet efter en kubisk Parabel med 
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Toppunkt i B; de to Omdrejningslegemer støde sammen ved 
P langs en Cirkel med Diameter: 


3 

' 32 Pab 
ο ον 

Denne Bjælkeform finder Anvendelse ved Bæreaxler. 
Exempel 3. En i begge Ender simpelt understøttet Bjælke 
med konstant Fiberpaavirkning er ensformig belastet med p pr. 

Længdeenhed. 

Vi ville blot finde Nedbøjningen i Midten, naar Tvær- 
snittets Højde er konstant; Tværsnittets Form kan saa for- 


øvrigt være hvilkensomhelst. Af Ligning (34) med αν for EA 
findes: 


Tværsnittet paa Midten skal bestemmes af: 


Mmsx. -- ipP =r.W --- η. μι 


indføres r herfra i Udtrykket ovenfor, faar man: 


pl EN 6 pl 
Y max. 64EI1 384 Εως. 


medens man for konstant Tværsnit har (5 28): 


5 pl! 
Ymax. — 384 ET" 


For en nittet Pladejærnsdrager lader man Tværsnittet 
variere ved at variere Antallet af vandrette Plader i Hoved og 
Fod; man opnaar dog ikke derved, at Fiberpaavirkningen 
bliver ganske konstant, saa Nedbøjningen maa antage en Værdi, 
der ligger mellem de to ovenfor nævnte (Dragerens Højde kan 
meget godt regnes tilnærmelsesvis konstant). Formlerne oven- 
for kunne forøvrigt skrives: 
for konstant Tværsnit: Ymax. — el ο 
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. Br - i PORER 6 Μπους P 
for konstant Fiberpaavirkning: Ymx. — 48 EL" 
For en Pladejærnsdrager med variabelt Tværsnit af Hoved 
og Fod kan man da sætte: 


ο, Μαικ 
κό Ἱ ο FREE. 





(35). 


og denne Formel”) kan ogsaa meget godt anvendes, selv om 
Belastningen ikke just er ensformig fordelt, men bestaar af en 
Række Enkeltkræfter; Momentpolygonen vil nemlig, naar 
Enkeltkræfternes Antal er stort, aldrig afvige særlig meget fra 
en Parabel, og Formlen giver jo selv for ensformig Belastning 
kun en Tilnærmelse. (For den i 5 36 og & 26, Fig. 60, Ρ]. 7, 
behandlede Drager findes efter (35), idet M,,,x, = 87,5, I] = 16", 
Ίωωκ. Ξ 910750" : 


8750000 . 1600? 


i — ογκαᾶ ώμο 1 οπη. 
ες 9. 2000000. 910750 1,34, 


medens Konstruktionen i Fig. 60 for konstant Tværsnit gav 
ως — 1,250m), 

De i denne & fundne Former af Bjælker med konstant 
Fiberpaavirkning ere kun rigtige under Forudsætning af, at 
Forskydningsspændingerne ingen Indflydelse have paa Dimen- 
sionsbestemmelsen., I de Punkter, hvor Bjælkens Tværsnit 
ifølge det ovenfor angivne skal svinde ind til Nul (i den frie 
Ende af en indspændt Bjælke, Ex. 1, i Understøtningspunk- 
terne for Bjælken i Ex. 2), kan man dog selvfølgelig ikke und- 
lade at tage Hensyn til Forskydningen, saa de fundne BResul- 
tater kunne kun anvendes i Praxis med visse Modifikationer. 


&$ 38. Forskydningsspændingerne i et bøjet Le- 
geme. Vi have i δ 24 set, at de indre Kræfter i et Normal- 
snit i et til Bøjning paavirket Legeme ere dels Normalspæn- 
dinger, dels Forskydninger. De sidste have en Resultant, der 
gaar gennem Tværsnittets Tyngdepunkt og i Størrelse er lig 
Transversalkraften Q. Vi skulle nu finde Forskydningsspæn- 


”) Angives af Miiller-Breslau: Die graphische Statik der Baukonstruktionen, 
Bd. II, Abth, 2, 1896. 5. 20. 
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dingernes Størrelse i de enkelte Tværsnitspunkter, og hertil 
skulle vi navnlig betjene os af den i ὃ 19 viste Sætning om 
Ligestorheden af Forskydningsspændingerne i to paa hinanden 
vinkelrette Snit. 

Vi lægge to konsekutive Normalsnit AC og BD i det bøjede 
Legeme (Fig. 107, Pl. 11), som vi her ligesom tidligere forud- 
sætte symmetrisk om Kraftplanen, samt Snittet ABA, i Afstanden 
y fra den neutrale Flade og parallelt med denne. Paa det ud- 
skaarne Stykke ABCD af Bjælken virker der følgende Kræfter 
parallelt med den neutrale Flade: Normalkræfterne paa Snittene 
AC og BD med Resultanterne Ν, og Δε ος og en forskydende 
Kraft i Fladen AB; Summen af disse tre Kræfter skal være 
Nul. Antages Forskydningsspændingen τν i AB at være ens- 
formig fordelt over Arealet 2. dæ af Snittet ABA,, har man altsaa: 





Ty.zdx -- Ν, ON GO λά -(ν, + ας 9) -- FE dæ, 


éN, 
dx” 


Normalspændingen i Afstanden m fra den neutrale Axe er 


eller : Ty.z = — 


då følgelig faas: 


τ M Ὃ ME 
Ν. (1% ydF TY ydF -- Sys 
idet M og I ere konstante, saalænge man holder sig til det 
samme Tværsnit, og idet 5, betegner det statiske Moment af 
den Del af Tværsnittet, der ligger udenfor Snittet AB, med 
Hensyn til den neutrale Axe. 
Idet man nu skal differentiere N, med Hensyn til æ, be-+ 
mærkes det, at I og S, ere konstante (Tværsnittet forudsættes 
konstant). Man faar da under Benyttelse af Ligning (21), 5 26: 


δΝ., ο δν ὃΜ Sy 
δα Ι δω 09% 





altsaa: Tv.z= 5 ο. (36). 


Ty.2.1 betyder den forskydende Kraft pr. Længdeenhed af 
Snittet AAB. Idet y varierer, holde Q og I sig konstante, 
medens δι er Nul for y = οι eller y = é& og voxer ind mod 
den neutrale Flade. Forskydningen i den neutrale Flade er 
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altsaa større end i noget andet dermed parallelt Snit, og For- 
skydningen i de yderste Fibre er Nul. Af Ligning (36) kan For- 
skydningsspændingen pr. Arealenhed, 7,, findes ved Division 
med z; 7, angiver imidlertid ifølge $ 19 ogsaa Størrelsen af den 
lodrette Komposant (Komposanten i y-Retningen) af Forskydnings- 
spændingen i Tværsnittets Plan, saa denne cr nu ligeledes 
bekendt. Dens Variation med y afhænger af Tværsnittets 
Bredde 2; vi skulle nedenfor undersøge dette Forhold for de 
almindeligst brugte Tværsnitsformer; i Almindelighed vil τν lige- 
som ty.z være størst i den neutrale Axe, og τν er altid Nul i 
de yderste Fibre. 

Hermed ere imidlertid Forskydningsspændingerne i Tvær- 
snittets Plan endnu ikke fuldstændig givne. 7, angiver kun 
den lodrette Komposant, men det er bekendt, at ude ved Om- 
kredsen maa Forskydningsspændingen være rettet efter Tangen- 
ten. Man kender ikke den nøjagtige Fordeling, men man an- 
tager i Almindelighed, at Forskydningsspændingerne i alle 
Punkter af en Linie ÉE, (Fig. 107) parallel med den neutrale 
Axe ere rettede mod Skæringspunktet P. for Tangenterne i É 
og E,, hvilket fører til følgende Udtryk for den absolute Stør- 
relse τ af Spændingen i et vilkaarligt Punkt: 


T == Ty sec 9: (37) 


den ved 9% betegnede Vinkel er angivet i Fig. 107. 

Denne Fordeling tilfredsstiller ganske vist den Betingelse, 
at Spændingen skal være tangentiel til Overfladen, og lige 
ledes den Betingelse, at Summen af de forskydende Kræfters 
Komposanter efter en Linie parallel med den neutrale Axe 
skal være Nul (Summen af Komposanterne efter OP skal være 
lig Q); men den er dog neppe ganske rigtig, i alt Fald ikke i 
Punkter, hvor Tværsnittets Bredde z pludselig ændrer sig. 
For et I-Profil f. Ex. vilde man, hvis Flangernes indvendige 
Begrænsningsflade er vinkelret paa Kroppen, paa den Maade 
faa uendelig stor Forskydningsspænding ved Overgangen fra 
Krop til Flange; men det er ogsaa ganske naturligt, at den 
til Grund for Ligning (37) liggende Forudsætning, at Forskyd- 
ningsspændingen fordeler sig ensformigt over den vandrette 
Linie ΕΕι (Fig. 107), ikke kan være rigtig i saadanne Punkter. 

Det bedste Billede af Forskydningsspændingens Variation 
faar man ved at tegne en Kurve, hvis Ordinater angive Spæn- 
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dingens Størrelse i hvert Punkt af { Εκ. Tværsnittets Midt- 
linie. Den almindelige Methode til Konstruktion af denne 
Kurve er vist i Fig. 108, Pl. 11, for et Jærnbaneskinne-Profil, 
det samme, for hvilket der er konstrueret Inertimomenter ο. l. 
i Fig. 26, Pl. 4. 1 Fig. 108 er Profilet inddelt i Strimler 
parallele med den neutrale Axe, og til Strimlernes Arealer er 
der konstrueret en Tovpolygon; Inddelingen af Profilet, Pol- 
distancen ο. s. v. er overført direkte fra Fig. 26. Man kon- 
struerer nu først en Kurve med Ordinater 7,.2. Ifølge Lig- 
ning (36) varierer 7,.z kun med $£,, idet I og Q ere konstante. 
I Fig. 108 er der paa en lodret Axe til højre i Figuren afsat 
Punkterne 0,1... 14 lige ud for Skillelinierne mellem de 
Strimler, hvori Profilet er delt, og i hvert Punkt er oprejst en 
Ordinat, hvis Længde er proportional med det tilsvarende S$,; 
den herved bestemte Kurve er i Figuren betegnet: »r,.z- Kurve«. 
ὃν findes ved Hjælp af Tovpolygonen; for Punktet 3 er saa- 
ledes δν = a.h;.0—3, idet 0—3 betegner det Stykke, der 
afskæres paa den neutrale Axe mellem den yderste Tovpolygon- 
side og Siden mellem 3 og 4; a og hy have de samme Værdier 
som i Fig. 26, α --- 3%, h) = 5%, Ordinaten til 7,.z- Kurven 
i Punktet 3 er afsat lig Stykket 0—3, idet man har ladet 
Konstanterne a og hy ligesom I og Q indgaa i Maalestoksfor- 
holdet, og paa samme Maade ere alle de andre Ordinater 
fundne. — Dernæst er 7,-Kurven konstrueret. For at finde 
den skal man dividere med Profilets Bredde z i hvert Punkt; 
idet z paa Stykket 6—10 er konstant = το =— Bredden i den 
neutrale Axe, har man imidlertid foretrukket at multiplicere 
Ty.z- Kurvens Ordinater med lø idet man saa lader Kon- 


z 


stanten 2, indgaa i Maalestoksforholdet; derved falde t,.2- og 
Ty-Kurverne sammen paa Stykket 6—10. For de andre 


Punkter er Multiplikationen med Eg udført grafisk, ved Lige- 


dannethed; Konstruktionen ses i Figuren for Punkt 3. 

Nu mangler man blot at bestemme Maalestoksforholdet, 
og dette gøres simplest ved at beregne το, Forskydningsspæn- 
dingen i den neutrale Axe. Transversalkraften for det under- 
søgte Tværsnit er givet, Q -- 7; paa Tegningens Længde- 
maalestok maales Stykket 0—7, der er proportionalt med S, 
(=$, for den neutrale Axe), til 6,3", altsaa er, =3.5. 6,37; 
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endvidere er Kroptykkelsen % -- 1,19", og i Fig. 26 er fundet 
I = 990m, Nu haves: 


3. 5. 6,3. 7000 
990. 1,1 


το er paa Tegningen fremstillet ved 2,6'%"-, altsaa er Maale- 
stoksforholdet for Spændingerne: 1%. ο, 233 kg./cm.?; Maale- 
stokken for Spændingerne er tegnet i Figuren. Hvis man ikke 
har fundet 1 i Forvejen, har man naturligvis i Fig. 108 alt 
fornødent; Mohrs Methode giver I = 2ah,.F, hvor F er det 
af Tovpolygonen og dens yderste Sider indesluttede Areal; 
Konstanterne a og hy kunne da bortdivideres af Udtrykket 
for το. 

I mange Tilfælde har man kun Brug for at kende den 
største Forskydningsspænding; denne optræder i Almindelighed 
i den neutrale Axe, navnlig altid naar Tværsnittets Bredde 
her er mindre end i de andre Punkter, og dette er som oftest 
Tilfældet i Praxis. I den neutrale Axe er 


το ὭΓςς 








Ξ 007 ΚΕ./οπι.". 


το -- ο. --- -- -----, (88). 


idet man har sat cl — %+ Hvis man sammensætter Træk- 
9 


spændingerne i Tværsnittet til en enkelt Resultant 5, og lige- 
ledes Trykspændingerne til en Resultant δν, har man δι δε 
og Afstanden mellem deres Angrebspunkter er netop η. Idet 
Normalspændingen er σ = C.y, har man nemlig: 


ει 0 
δι -- ( CydF = οι — | CydF,. 
90 ει 
δι virker i Afstanden 7, fra den neutrale Axe, bestemt ved: 


6 
δι η -- Ν CydF, | 


og paa samme Maade findes Afstanden 7,” ud til Sys Angrebs- | 
punkt: 


ο 
δὲ η = y CydF; 
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ved αἱ addere og benytte Udtrykkene for S, og δν faar man: 


6, 
Cc | y”dF 
« “ hej I 
mm tm" = - ο πο πο στ 
Cc ἔ ydF 


Udtrykket (38) for Forskydningsspændingen i den neutrale 
Axe er nu overmaade simpelt: 7, findes ved at tænke sig 
Kraften Q ensformig fordelt over et Rektangel med Bredde z, og 
Højde %. 1%, kan forøvrigt maales direkte, naar man har kon- 
strueret den »2den Tovpolygon« til Tværsnittets Areal som 
Belastning — den, der benyttes ved Culmanns Methode til 
Bestemmelse af Inertimomenter, se Fig. 26, Pl.4 —. η, er den 
lodrette Afstand mellem de Punkter, i hvilke de yderste Tov- 
polygonsider skæres af Siden udfor den neutrale Axe (angivet 
i Fig. 26); disse Skæringspunkter ere nemlig Punkter af Resul- 
tanterne δι og S2, da de Kræfter, for hvilke den »2den Tov- 
polygon« er tegnet, ere CydF. — I Fig. 26 maales % — 10,55%, 

7000 
10,55. 11 -- 606 kg./cm.2, 

Vi skulle nu undersøge nogle af de hyppigst forekommende 
Tværsnitsformer med Hensyn til Forskydningsspændingens 
Fordeling. 


1. Rektangel. (Fig. 109, Pl. 11). Man har her z = b, 
I = 4; bh? og 


δν = ὃς Πιτ) [y + 4($ h— y)] = υπ) — 4 μὴ, 
hvorved: 


hvorefter το — 


Ty er fremstillet som Ordinat til en Parabel (Fig. 109); 
Toppunktsordinaten er: 
3 
Ske 
hvilket ogsaa let findes mere direkte, idet η = 3 h.  For- 
skydningsspændingen i den neutrale Axe er 14 Gange saa stor, 
som hvis Q fordelte sig ensformigt over hele Tværsnittet. 
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2. Cirkel. Her er 2 = 2. Yr— gø, I = ἀπτ, 
ον π- ον. ψά 


---να-αα-- ο) irer. 


4 ry! ϱ 4 
BR προ ο Ἡ πμ 





τν - 


Forskydningsspændingen i den neutrale Axe er 4 Gange 
saa stor, som hvis Q fordelte sig ensformigt over hele Tvær- 
snittet. 

3. I-Tværsnit. For et af Rektangler sammensat Tværsnit 
som i Fig. 110, Pl. 11, er I = 74 (bh? — b,hå), og 


for y δν ὁ Πρ: Z mm b, Sy, -- (4 h? --- 1 y?)b. 
for y= 4: 2 — b eller 2 = δ, δν = H(h? — hl) b. 
for y< 4: z= ὃν Sy = 4 (h? — hå) b + (4 ho — 83. 


ty-Kurven er sammensat af Parabelstykker (Fig. 110); 
ved Overgangen fra Krop til Flange er der et Spring, idet 
z her pludselig gaar over fra Værdien & (i Kroppen) til 
Værdien b (i Flangen), medens de andre Størrelser i Formlen 
for 7, kun have én Værdi i Overgangspunktet. Forskydnings- 


spændingen i det yderste Punkt af Kroppen er Ed Gange saa 


stor som i det umiddelbart ved Siden af liggende Punkt i 
Flangen. Ved de virkelig anvendte I-Tværsnit findes der altid 
Afrundinger af de skarpe Knæk ved Overgangen fra Krop til 
Flange, saa Diskontinuiteten træder ikke slet saa skarpt frem, 
men selv for Skinneprofilet i Fig. 108, Pl. 11, har 7,-Kurven 
i det væsentlige samme Karakter. Man ser, at Hoved og Fod 
kun optage temmelig smaa Forskydningsspændinger, og man 
vil forstaa Berettigelsen af den i Praxis almindelig anvendte 
Regel, at Kroppen alene optager Forskydningsspændingerne, 
medens, som vi tidligere have set, Flangerne (tilnærmelsesvis) 
alene optage Normalspændingerne. 

Hvis man anvender den i $ 33 udviklede Tilnærmelses 
formel for Inertimomentet af et l-Tværsnit, I = 4 hf. F (Lig 
ning (32)], hvor F betegner Arealet af den ene Flange, og hvis 
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man finder δι paa lignende Maade, — man tænker sig hele 
Flangens Areal samlet i dens Tyngdepunkt, i Afstanden 4 h, 
fra den neutrale Axe, — faar man for Overgangen fra Krop 
til Flange: ὃν = ὁ 1. 1, hvorved τν i dette Punkt bliver: 


αν 2 
åho b.h, ο 6. 
eftersom man tænker sig Punktet hørende med til Flangen 
eller til Kroppen. I den neutrale Axe er 


$S=&S8$—lh.F+ih.K, 
idet K betegner Kroppens Areal (δ. [), og naar man regner 
h, — hu, faas: 


ikk Q 


ο. ΣΕ FTBF- ποπ παρ 

Største Forskydning i Kroppen er το, mindste Forskydning 
SE Ran 2; hvis F er nogenlunde stor i Sammenligning 

Φ ο 
med Κ, er Forskellen ikke betydelig, og man begaar derfor 
ikke nogen stor Fejl ved at regne Forskydningsspændingen 
ensformig fordelt over Kroppen alene, hvilket man meget ofte 
gør. Man ser ogsaa, at for et I-formet Tværsnit, hvor Flan- 
gerne jo optage Størstedelen af Normalspændingerne, kan 
Afstanden 7, mellem Resultanterne af Træk- og Trykspæn- 
dingerne i Tværsnittet ikke være meget forskellig fra Afstanden 
mellem Flangernes Tyngdepunkter, og regnes η, = hv, har 
man ifølge (38): 


ο Q 
sk. KK" 

Som allerede i & 24 nævnt maa man undertiden tage 
Hensyn til Forskydningsspændingerne ved Dimensionsbestem- 
melsen; dette indtræder navnlig ved Træ; for hvilket Materiale 
den tilladelige Forskydningspaavirkning parallelt med Fibrene 
er temmelig lille. I næste Afsnit ($ 57) skulle vi komme 
nærmere ind paa saadanne specielle Forhold; men vi ville 
dog allerede her vise et Exempel derpaa. 

Exempel. En 23. lang Træbjælke (kvadratisk Tværsnit) 
er simpelt understøttet i begge Ender og paavirket af to lige 


το Ξ 
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store Kræfter paa 4”. i to Punkter, der ligge 0,5" fra Under 
støtningerne; bestem Dimensionerne, naar den tilladelige Paz 
virkning til Bøjning er 60 kg./cm.%, til Forskydning parallell| 
med Fibrene 6 kg./cm.2. 

Største Moment er = 4000. 50 kg. cm., største Transversal- 
kraft = 4000 kg. Tværsnittets Sidelinie h bestemmes af: 


4000 .50 = % h", hvoraf h = 27,2; 

eller af: 
ὃ 4000 
2" ne 
Hensynet til Forskydningen er altsaa her det bestemmende 
I enkelte andre Tilfælde kan en Kombination af For" 
skydning og Normalspænding blive farligst, hvorom i $ 68 


Ξ- 6, hvoraf h = 31,7”. 


& 39. Forskydningens Indflydelse paa Nedbøj- 
ningerne. Naar man betragter et Normalsnit i en Bjælke. 
vil Snittets Normal i et eller andet Punkt som Følge af For 
skydningsspændingen τ i Punktet drejes en Vinkel ϕ, bestemt 
ved (8 18): 

τ-- Gtg.p. 


I Fig. 111, Pl. 11, er der lagt to konsekutive Normalsnil 
i Bjælken. Hvis vi antage Forskydningsspændingen ensformig 
fordelt over Snittet, ville alle dettes Normaler drejes den samme 
Vinkel mp, og det ene Snit vil derfor i Forhold til det andet 
forskydes et Stykke dy i sin egen Plan, bestemt ved: 


dy = dx.tg.e -- 7 «απ 


hvis x -- 0 giver y = 0, har man derfor: 


1 τσ 
υ-- 1 λαο. (39) 
Dette Udtryk gælder kun under Forudsætning af ens 
formig Fordeling af Forskydningsspændingen over Tværsnittet, 


altsaa naar τ -- hvilken Forudsætning, som vi lige have 


9 
ΓΕ) 
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set, aldrig er opfyldt; det giver altsaa kun en Tilnærmelse. 
For et I-formet Tværsnit, som absolut har størst praktisk In- 
teresse, have vi dog set, at man med tilstrækkelig Nøjagtighed 
kan regne Forskydningsspændingen ensformig fordelt over 
Kroppen alene, og en nærmere Undersøgelse 3) giver ogsaa 
det Resultat, at Ligning (39) for dette Tværsnit leverer særdeles 


paalidelige Resultater, naar man indfører 7 = idet Krop- 


Q 
K? 
pens Areal kaldes K (for εἰ valset I-Profil regnes bedst: K — 
Kroptykkelsen X hele Dragerhøjden, for en nittet Pladejærns- 
drager K = Kroppladens Tværsnitsareal). 

I det følgende ville vi kun tænke paa I-formet Tværsnit 
og altsaa sætte: 


1 od 
y= FAO αμ 





5) Naar Forskydningsspændingen varierer fra Punkt til Punkt i Tværsnittet, 
bliver Vinklen Ø heller ikke den samme overalt; den bliver Nul for 
de yderste Fibre og størst i den neutrale Axe, og Følgen heraf er, at 
Tværsnittet maa krumme sig (sammenlign f. Ex. Bach: Elasticitåt und 
Festigkeit, 2te Aufl. S. 298). Man kan da udlede Forskydningen dy af 
et Tværsnit i Forhold til det konsekutive ved Hjælp af den Betingelse, 
at den ydre Kraft Q skal udføre det samme Arbejde som de indre 
Kræfter TdF = Tdydz, og man finder derved (se næste 8): 


κ. 
dy κ. 7p dt, 


hvor κ er en Konstant, der kun er athængig af Tværsnittets Form og 
Dimensioner, 
BER i FRØS 
κ EN dydz; 
indføres heri Værdien af T fra (36) og (37), forsvinder Q af Udtrykket, 
kun Tværsnitsdimensionerne blive tilbage. For en prismatisk Bjælke 
er Σ΄ altsaa den samme for alle Tværsnit, og man kan følgelig bruge 
Formlen (39), naar man blot multiplicerer Resultatet med κ. For et 


6 32 
Rektangel er κ >= 5 for en Cirkel 27; for et vilkaarligt Tværsnit har 


W. Ritter (Anwendungen der graphischen Statik, 1, $ 32, Zårich, 1888) 
angivet en grafisk Methode til Bestemmelse af x. For I-formet Tvær- 
snit kan man nøjagtigt nok sætte 


ος Ε Hele Tværsnitsarealet 


4 Ὡ- ον ses: 


K ” Kroppens Areal ed 


naar K regnes lig å.h (h = hele Højden). Saaledes har man (if. Land: 
Einfluss der Schubkråfte etc., Berlin, 1895): 
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Idet, som bekendt, Qdx -- dM, faas: 


ak Van -- 


υ - GK É Μ, — Μο), 


1 
GK" 
eller hvis x = ο giver M = ο (Μο = ο) ogy = ο: 


Μ, 

Nedbøjningslinien for Forskydningerne alene er altsaa lige- 
dannet med Momentpolygonen; Nedbøjningerne faas ved at divi- 
dere Momentpolygonens Ordinater med G.K. Hvis Belastningen 
bestaar af Enkeltkræfter, har Momentpolygonen og herefter 
altsaa ogsaa Nedbøjningslinien for Forskydningerne skarpe 
Knæk; dette lidet sandsynlige Resultat forklares let derved, at 
i Virkeligheden angribe Enkeltkræfterne ikke i ét Punkt, men 
fordelte over en Strækning af ikke helt forsvindende Længde, 
og hvis man tog Hensyn dertil i Beregningen, vilde Transver- 
salkraften ikke variere ganske pludseligt, og Momentkurvens 
skarpe Knæk vilde blive afrundede. 

Man kan nu danne sig et Begreb om, hvor stor en Fejl 
man begaar ved at se bort fra Forskydningsspændingerne ved 
Beregning af Nedbøjningerne. Største Nedbøjning y» uden 
Hensyn til Forskydningen kan udtrykkes ved 





hvor C er en af Belastningen og Understøtningernes Beskaffen- 


for tysk Normal Profil Nr. 10 30 50 
κ = (nøjagtigt) 2,34 2,14 2,03 
F.K= 2,37 2,14 2,00. 


For nittede Pladejærnsdragere bruges samme Værdi af »x (» = F:K); 
for et bestemt Exempel finder Miller-Breslau (Die graphische Statik der 
Baukonstruktionen, Bd. II, Abth. 2, S. 11), naar der anvendes 3 Plader i 


F F 
Hoved og Fod, » = 0,96 κ Paar alle 3 Plader borttages, x = 1,07 Ἐ: 


Nærmere Oplysninger om Forskydningsspændingernes Indflydelse paa 
Nedbøjningerne og paa Beregningen af statisk ubestemte Bjælker findes 
i de citerede Værker af Land og Miiller-Breslau. 
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hed afhængig Konstant”). Største Nedbøjning fra Forskyd- 
ningen alene er ifølge (40): 


idet man (5 20) har sat G = 0,4E. Heraf faas: 
ας SNE 5 
Un 26 ΚΙ) 

og for et givet Profil af Bjælken: 


Cl 
U5 PP? 


hvoraf følger, at Fejlen, man begaar ved at bortkaste y/;, er 
mindst, naar Bjælkens Længde er stor. 

For at faa et bestemtere Begreb om Fejlens Størrelse ville 
vi tage et Exempel. For tysk Normal Profil, I Nr. 30, benyttet 
som Bjælke med to simple Understøtninger og ensformig Be- 
5 
48) 
7324m7. Man finder da: 


lastning, er 6 = I = 9888 mm", K— 32,4m” altsaa C, -- 


for 1 — 20: I — 0,020 — 2,0 % 


h πα 
- - 15: - 0,036 = 3,6 - 
om 10: - 8. 81 - 
oe 8: - 0,127 12,7 - 
- …- 6; - 0,226 =22,6 - 
Er al 4: - 0008 =50,8 - 


I Praxis vil man kun rent undtagelsesvis anvende et For- 
hold /: h < 8; Fejlen naar i saa Fald højst ca. 12"/o af den 
fra Momenterne alene hidrørende Nedbøjning og er i Almin- 
delighed langt mindre, For den i $ 36 og 5 26, Fig. 60, Pl. 7; 
behandlede Pladejærnsdrager (for hvilken h:/ — 1: 13,8) haves 


3) For en Bjælke med to simple Understøtninger og ensformig Belastning 


5 5 
e CcC= 8, for samme Bjælke med en Enkeltkraft i Midten er C 


1 4 
5 VENT ο. 8. ν.! sammenlign 8 28. 
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Μας. —=— 87,54 mm, K -- 192.93, altsaa største Nedbøjning fra 
Forskydningen: 


5 . 8750000 


ϱ/ = 572000000 . 132 — 908”, 


hvilket svarer til ca. 6% af den fra Momenterne hidrørende 
Nedbøjning. 

Til almindelig praktisk Brug kan man derfor meget god! 
se bort fra Forskydningens Indflydelse, især da adskillig 
andre af Beregningens Forudsætninger dog ikke ere οχαςίε: 
saaledes kender man, for kun at fremdrage et Par enkelte 
Omstændigheder, ikke altid Elasticitetskoefficientens nøjagtig 
Værdi for det specielle Materiale, man i Øjeblikket anvender, 
og Bjælkens virkelige Tværsnit kan afvige ikke ubetydeligt fr 
de Maal, man regner med. 

. Derimod stiller Sagen sig anderledes, "naar det f. Ex. drejer 
sig om at undersøge Overensstemmelsen mellem en Theori ὃς 
Resultaterne af Experimenter, der ere anstillede for at prøve 
Theorien, eller om af visse Experimenter at uddrage en eller 
anden almindelig Egenskab for vedkommende Materiale. Vi 
skulle i denne Sammenhæng nævne nogle samtidige Bøjning 
og Trækforsøg, som Tetmajer”) har anstillet med valsede 
I-Bjælker (tyske Normalprofiler). Trækprøverne toges haade 
fra Kroppen og Flangerne; ved Bøjningsforsøgene vare Ρα]: 
kerne simpelt understøttede i to Punkter med 1,5". Afstand 
og belastede med en Enkeltkraft i Midten. Af begge Slags 
Forsøg beregnedes Elasticitetskoefficienten, af Bøjningsfor 
søgene uden Hensyn til Forskydningsspændingerne, altsaa af 
Formlen 





ER Mmax. + I? 


δρ ο ευ 
idet yx og det tilsvarende P maaltes. Det viste sig da, αἱ den 
ved Bøjningsforsøgene fundne Værdi af E altid var betydelig 
mindre end den ved Trækforsøgene fundne, og til samme 
Resultat vare flere andre Experimentatorer komme tidligere. 
Denne Uoverensstemmelse kan imidlertid, som Bach%+) har 


+) Mittheilungen der Anstalt zur Prifung von Baumaterialien am tids 
Polytechnicum in Zirich. 3. Heft, Tab. 1, 2 og 8. Zirich 1886. 
33) Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure, 1888, S. 222. 
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paavist, forklares, naar man ogsaa tager Hensyn til Forskyd- 
ningsspændingerne. 
Naar den totale ο. Nedbøjning kaldes y, haves: 


Μαιος. 9 5M az. ο Μας. "2 801 
y= Το = σα + Εκ -ΙδΕΙ (οκ; 7) 


og af denne Ligning burde E have været beregnet. I Stedet 
for benyttedes Ligningen: 





Mmsx.P 
5 SET” 


og for at finde den rigtige Værdi af E maa man følgelig 
multiplicere Tetmajers Tal med en Konstant 


90Γ 
ο -- (1+ κ) 

Vi skulle anføre et Par vilkaarlig valgte af Forsøgene og 
Resultaterne af denne Korrektion. I Tabellen nedenfor betegner 
Ει Elasticitetskoefficienten for Træk, bestemt som Middeltal 
af de fundne Værdier for Krop og Flange; Εντ betegner den 
af Bøjningsforsøgene af Tetmajer beregnede Elasticitetskoefficient, 
E, den virkelige af Bøjningsforsøgene under Hensyn til For- 
skydningen følgende Elasticitetskoefficient; E er angivet i 
kg./cm.2. 


I-Profil Nr. 24 20 15 10 
E, — 2122000 2118000 2125000 2118000 
Ευγ -- 1673000 1752000 1908000 2111000 
C =— 1,274 1,192 1,110 1,051 
E, — 2131400 . 2088400 2117900 2218600. 


Som man ser, er Overensstemmelsen tilfredsstillende; selv 
for Profil Nr. 10, hvor der endnu er en Differens mellem Εν + 
og E, af 100000 kg./cm.%, kan intet indvendes, idet de ved 
Trækforsøg bestemte Værdier af E for de forskellige Profiler, 
hvis Materiale dog skulde være det samme, afvige endog indtil 
det dobbelte fra hinanden (for Prøvestykker tagne fra Kroppen 
fandtes for Profil Nr. 17: E — 1979000, for Nr. 12: 
E = 2191000). 

I saadanne Forsøg har man ogsaa et Bevis for Anvendelig- 
heden af den sædvanlige Bøjningstheori, saa at f. Ex. ogsaa 

A. Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære, 12 
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Hypothesen om, at plane Tværsnit holde sig plane, maa stemme Ånx 
tilstrækkelig nøjagtigt med Virkeligheden for smedeligt Jærn 
(se & 35). 





& 40. Deformationsarbejdet ved Bøjning. Vi ville 
først bestemme den Arbejdsmængde, der er nødvendig for at 
frembringe en vis Bøjning, uden at tage Hensyn til Forskyd- 
ningsspændingerne. I Fig. 112, Pl. 11, er fremstillet et mellem 
to konsekutive Snit liggende Stykke af Bjælken. Fiberelementet 
i Afstanden y fra den neutrale Linie har, naar Bøjningen er 
tilendebragt, antaget Forlængelsen A = ε. dæ, og den tilsvarende 


Spænding er 0 = F" .y, Kraften paa Arealelementet dF altsaa 
S = 0. dF. 


Ifølge $ 15 konsumerer en Stang, der paavirkes af et fra 
Nul jævnt voxende Træk eller Tryk, et Arbejde, der er lig 
ΣΡι.λι, hvor P, og λι betegne Kraftens og Formforandringens 
Slutningsværdier. Deformationsarbejdet for det her betragtede 
Fiberelement i det bøjede Legeme er altsaa: 


dK = 48.) = bodF. edæ, 


eller idet ao = Ε.ε: 


o? 
dK = | E dF. dæ. 


Indføres heri σ -- Å «3, og integreres dels over hele Tvær- 


snittet, dels over hele Bjælkens Længde, faar man hele Bjælkens 
Deformationsarbejde: 


απλα 1 AM as fg 

K= BE ff ga" W'dF. de BE Τι dt y'dF, 
1 € M? 
— SE | — dæ. (41). 


K 1 


Dette Udtryk gælder ganske almindeligt, uafhængigt af 
Belastningens og Understøtningernes Beskaffenhed og ogsaa 
for et varierende I. 


Exempel 1. En i to Punkter simpelt understøttet Bjælke 
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smed konstant Tværsnit og ensformig belastet med p pr. 
Længdeenhed. 


Man har: 
' M -- jp (læ — 4"), 


altsaa: 
ος É æt Fald 
K— Er je ας ασε’ 
Indføres heri: 


Mox. — ἆ pl? -- > 


faas: 
' I 647]? 4lr2 . Fi? 4i? 
Καστ στρ πο VV, 





hvor V = Ε.Ι betegner Legemets Volumen, i Inertiradius. 
Ligesom ved Træk, Tryk og Vridning er altsaa den konsumerede 
Arbejdsmængde her proportional med Spændingens Kvadrat og 
med Legemets Volumen. Det samme Resultat vil man finde 
for alle specielle Belastnings- og Understøtningsmaader. 


Exempel 2, En i den ene Ende indspændt Bjælke med 
konstant Tværsnit og belastet med en Enkeltkraft i den frie 
Ende. 


Man har med Begyndelsespunktet i den frie Ende: 
M -- P.x, 


P? [ή P [5 
K — gg fy, de — GET" 


Med Pl = r. I finder man samme Resultat som ovenfor. 


Ved Hjælp af Udtrykket for K kan man let finde Nedbøj- 
ningen y i den frie Ende. Idet Kraften tænkes at voxe jævnt 
fra Nul til Slutningsværdien P, udretter den et Arbejde lig 
i Py, og dette maa være lig K, altsaa: 


see Pk 
σα VVS BER 

stemmende med det tidligere fundne Udtryk. Denne Beregning 
af Nedbøjningen er her kun fremført som en enkeltstaaende 
Anvendelse af et almindeligt Princip, hvoraf der gøres en meget 
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udstrakt Brug ved Løsningen af mere komplicerede Opgaver 
angaaende Bestemmelse af Formforandringer og Beregning af 
statisk ubestemte Systemer. 

Vi have i det foregaaende set, at Nedbøjningen kan findes 
som Momenffladens Moment. Et Moment er af Dimensionen 
P.1 (Kraft X Længde), Momenffladens Areal altsaa af Dimen- 
sionen P.I?, og denne Flades Moment endelig af Dimensionen 
Ρ. 1. Nedbøjningen kan altsaa almindeligt skrives som: 


hvoraf man ser, at y er en lineær Funktion af Belastningen. 
Afsættes P som Ordinat, y som Abscisse, bliver Relationen 
mellem dem grafisk fremstillet ved en ret Linie gennem 
Begyndelsespunktet, ganske ligesom ved Træk, Tryk og Vrid- 
ning. Heraf følger, at de Sætninger angaaende Kræfters dyna- 
miske Virkninger, som vi i 6 15 og δ 22 have fundet for Træk, 
Tryk og Vridning, ogsaa gælde for Bøjning. En Kraft, der 
strax begynder at virke til Bøjning med sin fulde Værdi, vil 
altsaa frembringe en dynamisk Spænding, der er dobbelt saa 
stor som den statiske, og Bjælken vil udføre Svingninger om 
den statiske Ligevægtsstilling. 

Vi ville dernæst bestemme den Arbejdsmængde, der kon- 
sumeres af Forskydningsspændingerne. I et vilkaarligt Punkt 
af οἱ Tværsnit i Bjælken virker der ifølge (36) og (37), 8 38, 
en Forskydningsspænding: 

S,.Q 


FT 7.04" 


Et Fiberelement af Længde dæ og Tværsnit dF (se Fig. 112) 
paavirkes af en forskydende Kraft 7.dF; den heraf følgende 
Formforandring bestaar i, at Kanten dæ i det elementære 
Prisme kommer til at danne en Vinkel p med sin oprindelige 
Stilling, bestemt ved: 

τ-- G.tg.æ. 


Kraften 7.dF gennemløber altsaa en Vej dæ.tgiæp, og det 
elementære Arbejde bliver: 


dk -- hrdF.dxtg.p — i ς dF. dx, 
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idet Spændingen antages at voxe jævnt fra Nul til Slutnings- 
værdien τ. Hele Arbejdet bliver nu +): 


Κ-- ορ fi τα ξάς, (42). 


hvor for τ indføres Værdien ovenfor. 


Exempel. Tværsnittet er et Rektangel med Siderne b og h. 
Her er Vinklen $ = 0, og ifølge δ 38 haves: 


δι. 3 { EEN: 
nei AE 7 VER: Μο - 3 DRV 435); 


med dF — b. dy faas: 


+åh 
1f909 i Fyrre 
κ σα) ge) > (1—4 Var = ANE ax. 


%) Indfører man τς Værdi i (42), faas (I konstant): 
ς δν Ε 
K= 36 κ... JT .2 cost 9" 
hvor det sidste Integral, der skal adatrækked over hele Tværsnittet, er 


uafhængigt af x. Sædvanligvis indfører man her den kortere Betegnelse 
(sammenlign Noten i 8 39): 


F ἆ Sy?.dF 
κἝΞ Qi tTdF =F Τε. 51ος: 9 


hvor κ er en Konstant, naar Tværsnitsformen er given, og kan da skrive: 


x 
κ IFG f Q dx. 

Ved Hjælp af Udtrykket for K kan man finde Forskydningen dy af 
hele Tværsnittet i Forhold til det konsekutive Tværsnit, idet den ydre 
Krafts Arbejde 3 Qdy = dK (Q forudsættes at νοχο jævnt fra Nul); 
man finder: 

κ 4 
I Qdy = ZFG : dr, 
altsaa: dy = κ. ig, dæ: 
F.G 


som i Noten til ἃ 39 angivet. 


ΤΕΕΡΙΕ AFSNIT. 


Materialernes elastiske Egenskaber, Materialkonstanter 
og andre Forsøgsresultater. 





I. Smedeligt Jærn. 


& 41. Materialprøver. Vi skulle ikke komme ind paa 
en Beskrivelse af de forskellige Prøvemaskiner eller af Maaden, 
hvorpaa de anvendes; det er her navnlig Resultaterne, der 
interessere os, Prøverne ere af højst forskellig Art; Paavirk- 
ningen kan være Træk, Tryk, Forskydning, Vridning, Bøjning, 
og den kan virke roligt eller med Stød. Desuden anvender 
man Prøver for Bøjelighed og forskellige Smedeprøver, Lokke- 
prøver ο. 8. v., men med dem skulle vi ikke beskæftige os 
her. Vi ville begynde med at vise, hvorledes Resultaterne af 
de forskellige Prøver fremstilles, og hvilke Oplysninger man 
kan uddrage af dem. 

Ved en fuldstændig Trækprøve maaler man sammen- 
hørende Værdier af Kraft og Forlængelse, idet Kraften voxer 
jævnt fra Nul, indtil Bruddet indtræder, og finder herved til- 
strækkeligt Materiale til at optegne den allerede i & 14 omtalte 
Arbejdslinie. For smedeligt Jærn (Svejsjærn eller Staal) vil 
denne paa det første Stykke være en ret Linie gennem Begyn- 
delsespunktet, men derefter bøjer den af fra den rette Linie, idet 
Forlængelsen voxer i stærkere Forhold end Kraften, og antager 
et Udseende som vist i Fig. 113, Pl. 12. Kraften — eller Kraften 
pr. Arealenhed — er afsat som Ordinat, Forlængelsen AX eller 
Forlængelsen pr. Længdeenhed ε er afsat som Abscisse. Fig, 113 
er for Tydeligheds Skyld tegnet mindre korrekt; Linien 0Ρ 
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burde efter det Maalestoksforhold, der ellers er brugt for For- 
længelserne, omtrent være falden sammen med Ordinataxen. 
1 Fig. 117, Pl. 12, ses en Del virkelig maalte Arbejdslinier. 

Kurven i Fig. 113 indeholder flere mærkelige Punkter. 1 
1) ophører Proportionaliteten mellem Kraft og Forlængelse, P 

















Kraft. | | For- 
længelse 
tons | 1 cm. 
2 Fe τοσο DE 
0 0 
1 1,43 
2 2,89 
3 | 4,32 
4 | 5,75 
0 |. 
4 5,73 
5 7,16 
6 8,61 
7 10,06 
8 | 11,48 
85 "/… 12,17 
ο 12,90 
9,5 13,67 
10 | 14.59 
0 | 
10 | 14,72 
10,1 | 14,97 
10,2 | 15,17 
10,3 | 15,36 
10,4 | 15,60 
10,5 ) 15,80 
10,6 | 16,15 
10,7 | 17,10 
10,8 11499 
0 97,30 


i 
| 





Differens 


kaldes Proportionalitetsgræn- 
sen (Gyldighedsgrænsen for 
Hooke's Lov). Udenfor dette 
Punkt voxe Forlængelserne 
stærkere i Forhold til Kraften, 
men i Punktet F begynder 
Prøvestykket pludselig at 
»strække« sig meget stærkt 
uden nogen Tilvæxt i Kraften 
eller dog for en meget ube- 
tydelig Tilvæxt; Punktet F 
kaldes Flydegrænsen. Med 
den i Fig. 113 viste Form 
af Arbejdslinien er Punktet F"s 
Beliggenhed temmelig skarpt 
markeret; dette vil ogsaa i 
Almindelighed være Tilfældet 
for Svejsjærn og blødt Staal, 
for de haardere Staalsorter 
faar man derimod en mere 
kontinuerlig krummet Over- 
gang, saa Flydegrænsen bli- 
ver temmelig ubestemt; for de 
haardeste Staalsorter findes 
der ingen Flydegrænse. 
Proportionalitetsgrænsens 


Beliggenhed kan i Almindelig- 


hed ikke angives med tilstræk- 


kelig Nøjagtighed, hvis man kun faar den tegnede Arbejdslinie 
forelagt; den maa bestemmes ved Betragtning af de i Tal givne 
Aflæsninger af Kraft og Forlængelse. For at give et klart Begreb 
herom anføres exempelvis hosstaaende Observationsrække+), 





%) Taget fra Bauschingers: Mittheilungen aus dem mech.-techn. Labora- 
rium der k. techn. Hochschule in Miinchen, Heft 13, S. 21; citeres i 
det følgende som: Bauschingers Mittheilungen. 
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som ogsaa giver Oplysninger om Forholdene mellem Ῥτο- 
portionalitets- og Flydegrænsen. Prøvestykket er af Svejsjærn, 
Tværsnittet cirkulært med 2,50 Diameter, Tværsnitsarealet 
altsaa 4,91 mm”, Maalelængden 15%, Man ser, at Differenserne 
mellem Forlængelserne for samme Tilvæxt til Kraften ere 
meget nær konstante op til en Belastning af 9; Proportio- 
nalitetsgrænsen ligger mellem 9.0" og 9,03, mellem 9,5" og 
101" er Differensen allerede betydelig større end før 9". End- 
videre ser man meget tydeligt, at Flydegrænsen ligger mellem 
10.75 og 10,8". Idet Værdien af Proportionalitets- og Flyde- 
grænsen altid angives som Kraft pr. Arealenhed, har man her 
Proportionalitetsgrænsen ved 
τοι --- 1830 kg./cm.2?, | 

Flydegrænsen ved 2180 kg./cm.?, 

Elasticitetskoefficienten er som bekendt lig Kraften pr. 
Arealenhed divideret med Forlængelsen pr. Længeenhed. Af 
ovenstaaende  Observationsrække findes Forlængelsen pr. 
Længdeenhed ved Proportionalitetsgrænsen lig 


0,0129 





F—— 0,00086, 
altsaa i 
3 1830 ER åg 
E = 7,00086 7 2128000 kg./cm. 


Lader man Kraften høre op at virke, vil Forlængelsen 
formindskes, men ikke altid helt forsvinde. En Formforan- 
dring, der forsvinder helt samtidig med Kraften, kaldes elastisk; 
naar dette ikke er Tilfældet, taler man om blivende eller per- 
manente Formforandringer. Af Observationsrækken ovenfor 
ses, at naar Kraften gaar tilbage fra 10,8% til Nul, bliver der 
en Forlængelse paa 0,0973'- tilbage; den elastiske Forlæng- 
else for 10,8” er kun 0,01769m, For mindre Værdier af 
Kraften vil det imidlertid kun være en mindre Del af hele 
Forlængelsen, der er blivende; muligvis vil endogsaa hele 
Forlængelsen være elastisk. I Fig. 114, Pl. 12, der fremstiller 
det første Stykke af Arbejdslinien med Forlængelserne i for- 
størret Maalestok, angive Abscisserne til den fuldt optrukne 
Kurve de totale Forlængelser, til den punkterede Kurve de 
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blivende. Det Punkt Ε, indenfor hvilket der ikke findes blivende 
Forlængelser, kaldes Elasticitetsgrænsen. +) 

De givne Definitioner af Elasticitetsgrænsen og Propor- 
tionalitetsgrænsen lide af den Mangel, at disse Grænsepunkters 
Beliggenhed kommer til at afhænge af Maalingens Nøjagtig- 
hed.  Bauschinger, der ved sit Spejlapparat kunde aflæse 
rogøo ”” Forlængelse, fandt (Mittheilungen, Heft 13, S. 14), at 
for alle Materialer undtagen just Værktøjsstaal optraadte der 
blivende Forlængelser selv for den mindste Spænding, og her- 
af er Følgen, at man ved tilstrækkelig fin Maaling slet ingen 
Elasticitetsgrænse finder; det er derfor højst sandsynligt, at der 
i Virkeligheden ikke existerer nogen Elasticitetsgrænse, +) naar 


”) De her givne Definitioner af Proportionaltitetsgrænse og Elasticitets- 
grænse maa nu betragtes som de almindeligst antagne, i alt Fald 
principielt. Tidligere brugte man kun Betegnelsen Elasticitetsgrænse, 
idet man antog, at den fuldkomne Elasticitet og Proportionaliteten 
mellem Kraft og Formforandring ophørte i samme Punkt. I daglig 
Tale sammenblandes de to Punkter derimod ofte, og ogsaa Flyde- 
grænsen gaar tidt under Betegnelsen Elasticitetsgrænse (den ved al- 
mindelige Modtagelsesprøver bestemte »Elasticitetsgrænse« er i Virke- 
ligheden oftest Flydegrænsen). Det er Bauschinger, der først har 
hævdet den principielle Forskel mellem Proportionalitetsgrænse og 
Elasticitetsgrænse, men han fastholdt den sidste Betegnelse for det 
Punkt, der her er defineret som Proportionalitetsgrænse (Mittheilungen, 
Heft 13). Bach (Elasticitåt u. Festigkeit) har indført de ovenfor givne 
Betegnelser for de to Punkter, og det maa som sagt nu betragtes som 
det almindelige at skelne mellem dem, ogsaa ved at bruge forskellige 
Betegnelser, Den franske Stats-Kommission angaaende Materialprøver 
(Commission des méthodes d'essai des matériaux de construction, T. III, 
1895) foreslaar saaledes Betegnelserne: πιο d”'élasticité proportio- 
nelle« og >l. d'é. réelle«. J. B. Johnson (Materials of construction, 
New-York, 1897) skelner dog endnu ikke mellem de to Punkter (be- 
tegner dem begge ved »true elastic limit«, 7Teftmaier bruger ligeledes 
samme Betegnelse for de to Punkter. — I Sammenhæng hermed skal, 
da Sprogbrugen paa dette Gebet endnu ikke er fast, anføres de al- 
mindelige fremmede Betegnelser for Flydegrænsen: »Streck-, Quetsch-, 
Bieggrenze« efter Paavirkningens Art, eller almindeligt »Fliessgrenze«, 
»limite d'élasticité apparente« (foreslaas af den franske Kommission), 
»apparent elastic limit« (Johnson), paa engelsk ogsaa »yield point« ο. fl. 

3) Ifølge Alex. Rejté: Die innere Reibung der festen Kårper, Leipzig, 1897, 
er Elasticitetsgrænsen lig den Kraft pr. Arealenhed, der netop kan holde 
Ligevægt mod den »indre Gnidning«, Hvis Bauschingers Paastand er 
rigtig, saa der ikke existerer nogen Elasticitetsgrænse for de virkelig 
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Materialet er i sin oprindelige Tilstand. Paa den anden Side 
vanskeliggøres Spørgsmaalet ved Umuligheden af at fremstille 
et absolut retlinet Prøvestykke, og en oprindelig Ikke-Retlinet- 
hed kan gøre navnlig de fineste Maalinger mindre paalidelige. 
— Den franske Kommission angaaende Materialprøver (se 
Noten) indtager det mere praktiske Standpunkt at gaa ud fra 
en Nøjagtighed i Aflæsningen af Forlængelserne paa τής ο 
og opstiller da følgende Definition af Elasticitetsgrænsen: inden- 
for den skal Prøvestykket, naar Kraften ophører at virke, i Løbet 
af højst 15 Min. gaa tilbage til sin oprindelige Længde paa 
τόσο πι nær (oprindelig Længde 9003533). Efter denne Defi- 
nition erklæres det, at der findes en Elasticitetsgrænse for alle 
Metaller; endvidere hævdes det, at Elasticitets- og Proportio- 
nalitetsgrænsen herefter ville falde sammen for alle bløde Me- 
taller, hvorimod Elasticitetsgrænsen for de haarde eller hærdede 
Metaller vil ligge højere end Proportionalitetsgrænsen. — For 
Proportionalitetsgrænsens Vedkommende er Forholdet for saa 
vidt simplere, som den (for smedeligt Jærn) i alt Fald existerer; 
men dens nøjagtige Beliggenhed er naturligvis ligeledes af- 
hængig af Maalingens Nøjagtighed. Den franske Kommission 
foreslaar øgsaa her en bestemt Definition i saa Henseende: 
naar Kraften voxer med 1 kg. pr. m. πι. ad Gangen, skulle For- 
længelsernes Differenser indenfor Proportionalitetsgrænsen være 
konstante paa 47,7" ”- nær, for en oprindelig Længde af 200". 

Den til en vis Værdi af Kraften svarende Formforandring 
indstiller sig i Almindelighed ikke i samme Øjeblik, som Kraften 
antager sin nye Størrelse; baade ved voxende og aftagende 
Kraft hengaar der nogen Tid, inden Prøvestykket kommer i 
Ro. Man kalder dette Forhold elastisk Eftervirkning; vi skulle 
nedenfor komme nærmere ind paa Tidens Indflydelse ved Ma- 
terialprøver. 

Vi gaa nu videre i Undersøgelsen af Kurven i Fig. 113. 
Efterat Flydegrænsen er passeret, voxer Forlængelsen meget 


forekommende Materialer, maa heraf følge, at den »indre Gnidningsko- 
efficient« er Nul i Materialels oprindelige Tilstand. Den første af de 
Hovedgrupper, hvori Rejtéå inddeler Materialerne, og for hvilken Kende 
mærket er en konstant indre Gnidningskoefficient, kan derfor neppe ind- 
befatte noget virkeligt forekommende Materiale i dets oprindelige Til- 
stand, med mindre Rejté's Betragtninger i det hele kun skulle anvendes 
udenfor Flydegrænsen. Ved gentagne Paavirkninger kunne Forholdene 
forandres, hvorom senere. 
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serkt i Forhold til Kraften; Arbejdsliniens Forløb mellem F 
£ B er i Almindelighed kun svagt krummet, undertiden næsten 
tlinet. I B naar Kraften sin største Værdi, B kaldes Brud- 
-ænsen. Samtidig med Prøvestykkets Forlængelse er der hele 
iden foregaaet en Formindskelse af Tværsnitsdimensionerne. 
pp til Punktet B har denne Formindskelse været omtrent 
asformig fordelt over hele Længden, men i B begynder Prøve- 
zykket pludselig at indsnøres paa en kort Strækning, saa- 
»des som vist i Fig. 115, Pl. 12, og Følgen heraf er, at det 
>r Fremtiden nærmest kun er denne Strækning, der for- 
ænges. Ved denne stærke Formindskelse af Tværsnittet for- 
Jares det, at Prøvestykkets Forlængelse bliver ved at voxe 
id over Punktet B, selv om Kraften holder sig konstant eller 
ndog aftager, som vist i Fig. 113. Ved B' sker Bruddet 
ndelig. Ved Brudgrænsen forstaas imidlertid, som ovenfor 
rævnt, altid den største Ordinat til Arbejdslinien, B,B; Brud- 
jrænsen angives som en Kraft pr. Arealenhed, og altid i For- 
hold til det oprindelige Tværsnit, ikke til det indsnørede. 

Ved Foretagelsen af Trækprøver maaler man altid Brud- 
forlængelsen, hvorved forstaas' Abscissen OB% (Fig. 113) til det 
Punkt, hvor Bruddet virkelig indtræder. Brudforlængelsen an- 
gives i Procent af den oprindelige Længde; hvis denne er 1, 
Forlængelsen λ, haves Brudforlængelsen: 

8% -- 10034: (1). 
Foruden Størrelsen af & maa altid den oprindelige Længde 
I angives, da Værdien af ε, som vi senere skulle se, varierer 
hermed. ε antages almindeligt at være et Maal for Materialets 
Sejghed. 

Endvidere maaler man ofte Kontraktionen af Brudtvær- 
snittet; herved forstaas Tværsnitsformindskelsen udtrykt i Procent 
af det oprindelige Tværsnil. Naar Arealet af det oprindelige 
Tværsnit er F, af det indsnørede Tværsnit F,, haves Kontrak- 
tionen: 


pY% --100.-- >, (2). 


Kontraktionen anses dog almindelig for mindre vel egnet 
til at lægges til Grund for Bedømmelsen af Materialets God- 
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hed end Forlængelsen, fordi den er af ganske lokal Natur 
derfor kun giver Oplysninger om Materialet lige ved sel 
Brudstedet. 

Undertiden angiver man endnu en Størrelse, der kan tjene 
til at karakterisere Materialet nemlig Arealet mellem Ας] 
linien og ÅAbscisseaxen, Arbejdskapaciteten. Arealet τα. 
Fig. 118, repræsenterer, som man let ser, det Arbejde, der 
nødvendigt for at frembringe Brud (sammenlign & 15). Da 
det dog er temmelig besværligt at udmaale dette Areal, A, har 
Tetmajer") foreslaaet at sætte: 


Β λ 
Α-- FT -- η.β.ε, 


idet $ = B:F er Brudgrænsen, ε Brudforlængelsen, η en Talkoeffi 
cient. 7etmajer har vist, at η tilnærmelsesvis er konstant før 
samme Klasse af Materiale, saaledes at man kan benytte Pro 
duktet 2.& til Bedømmelse af Materialets Godhed. Den Be 
stræbelse, der ligger til Grund herfor, nemlig at ville udtrykke 
et Materiales Egenskaber ved ét Tal, εἰ »Kvalitetstal« ==), er 
dog hidtil ikke lykkedes og har neppe Udsigt til at lykkes. | 

Til at løse Opgaver angaaende Stød, analoge med dei 
& 15 behandlede, kan Arealet Α ikke uden videre bruges; her 
om nærmere i & 44. 

Naar man ved Trykprøver ligesom ovenfor maaler sammen- 
hørende Værdier af Kraft og Forkortelse, faar man et Diagram, 
ganske analogt med Træk-Arbejdslinien i Fig. 113; man kan 
blot tænke sig Forkortelserne afsatte som Abscisser i Stedet 
for Forlængelserne. For smedeligt Jærn har denne Tryk-år 
bejdslinie ganske de samme Egenskaber som ovenfor. Den 
er retlinet op til et vist Punkt, Proportionalitetsgrænsen, bøjer 
dernæst af fra den rette Linie, først svagt, kort efter — ved 
Flydegrænsen — stærkere. Ved yderligere Voxen af Kraften 











%) Mittheilungen der Anstalt zur Priifung von Baumaterialien am eidgen. 
Polytechnikum in Zirich, Heft 3. 

%%) Wåhler har foreslaaet Kvalitutstallet (med Betegnelserne ovenfor) $+$ 
til Bedømmelse af Materialets Godhed. Tetmajers Forslag er sikkert 
at foretrække. Forskellige andre Kvalitetstal omtales af Weyrauch (Die 
Festigkeitseigenschaften etc von Eisen- und Stahlkonstruktionen Leipzig. 
1889, S. 52 ο. f.) og i den af Jårnkontoret, Stockholm, udgivne Bog 
»Hållfasthetsprof å svenska Materialier«, 1897, S. 88. 
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tage Forkortelserne fremdeles stærkt; for en vis Værdi af 
aften, Brudgrænsen, mister Materialet sin Modstandsevne og 
iver plastisk. 

Saaledes som Fænomenerne ved et Trykforsøg her ere 
ildrede, er der tænkt paa Svejsjærn eller blødt Staal. Haardt 
aal derimod har ikke Evnen til at blive plastisk, Bruddet 
wakteriseres her ikke ved en Flyden ud, men ved en Knus- 
ng, Springen i Stykker, saaledes som det skal beskrives for 
møde Materialer i Almindelighed nedenfor (5 50—351). 

Den beskrevne fuldstændige Analogi mellem Fænomenerne 
zd Træk- og Trykforsøg for smedeligt Jærn indrømmes ikke 
[ alle at være til Stede. Bach, J. B. Johnson og de fleste 
ævde, at Brudgrænsen for Tryk falder sammen med Flyde- 
rænsen, altsaa at Materialets Modstandsevne her er udtømt. 
lette er dog neppe korrekt, saaledes som bl. a. 7Tetmajer>) 
lener at have vist ved sine Forsøg, og det synes ogsaa lidet 
imeligt, naar Fænomenerne ved Træk og Tryk ellers ere 
uldstændig analoge; men at der kan opstaa Meningsforskellig- 
æder, er let forstaaeligt, da fuldstændige Trykforsøg ere 
anskelige at udføre. Prøvestykket maa være kort, naar det 
kke skal bøje sig ud til Siden, og i saa Fald ere Forkortelserne 
kke lette at maale nøjagtigt. Og naar et kort Prøvestykke 
haavirkes til Tryk op over Flydegrænsen, er det næsten umuligt 
it konstatere, om man træffer paa nye mærkelige Punkter af 
irbejdslinien; thi selv om der foregaar en Tilstandsforandring, 
hvor Legemet — ligesom ved Kontraktionens Begyndelse ved 
Trækforsøg — gaar over til at blive plastisk, vil dette ikke 
fise sig ved, at Kraften aftager med voxende Forkortelse, fordi 
Legemets Tværsnit ogsaa er bleven større, og fordi Legemets 
Udflyden til Siden hindres af Friktionen med de Plader, hvor- 
igennem Trykket overføres. 

Tetmajers Betragtning gaar ud paa, at den Tilstandsfor- 
andring, der foregaar ved Overskridelse af Flydegrænsen, 
ligesom ved Trækforsøg viser sig ved, at de blivende For- 
kortelser nu begynde at voxe stærkt, uden at dog Modstands- 
evnen derfor er udtømt. Det sidste indtræffer efter hans 
Mening først senere; idet Belastningen vedbliver at νοχε, 
kommer man atter til et Punkt, hvor der indtræder en tydelig 





3 Mittheilungen, Heft 4. 
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udtalt Tilstandsforandring, idet Legemet nemlig her bliver 
plastisk, og det viser sig ved et Spring — en Uregelmæssig- 
hed — i Arbejdslinien, dog ikke meget tydeligt. Fig. 118, PI. 12, 
viser Arbejdslinien for et Prøvestykke af blødt Staal 3) (en 
Cylinder med Diameter og Højde lig 20359). F og B betegne 
de af Tetmajer angivne Flyde- og Brudgrænser; man ser 
Knækket i Kurven ved B, men Fig. 118 viser ogsaa den af 
de 18 Forsøgsrækker, som Tetmajer anfører, hvor Knækket er 
tydeligst. Af de ovenfor anførte Grunde kan det naturligvis 
være vanskeligt at paavise »Brudgrænsen«, men Tetmajers 

Anskuelse — at den i alt Fald existerer — synes dog mest 
tiltalende. 

Forøvrigt kan det meste af det om Trækforsøg sagte over- 
føres paa Trykforsøg; Definitionerne af Arbejdsliniens mærkelige 
Punkter (undtagen Brudgrænsen) ere de samme, naar blot 
Forkortelse substitueres for Forlængelse. Ogsaa Tvivlen an 
gaaende Elasticitetsgrænsens ++) Existens for Materialer i deres " 
oprindelige Tilstand bliver bestaaende her. 

Ved Forskydningsforsøg kan der ikke godt være Tale om 
at maale andet end Brudbelastningen. En ren Forskydning 
forudsætter nemlig Paavirkning i to konsekutive Tværsnit, 06 
naar man nærmer sig hertil saa meget som praktisk muligt, 
bliver der ligefrem ikke Plads til at komme til at maale Form- 
forandringerne. 

Ved Vridnings- og Bøjningsforsøg derimod kan man lige 
som ved Trækforsøgene maale sammenhørende Værdier af 
Kraft og Formforandring, og man kommer til Former af 
Arbejdslinierne, der ganske ligne den i Fig. 113, ΡΙ. 12, og 
have alle de samme mærkelige Punkter. Som Resultat af disse 
Forsøg kan man derfor ogsaa angive Elasticitets-, Propor- 
tionalitets-, Flyde- og Brudgrænse, Formforandringen i Brud- 
øjeblikket ο. s. v., men der er dog her en Ting at mærke. 
3) Tetmajer: Mittheilungen, Heft 4, S. 69 i den franske Udg. 
++) Ifølge Rejté: Die innere Reibung etc. skal Elasticitetsgrænsen for Tryk 

(Ες) ligge højere end Elasticitetsgrænsen for Træk (Ex), nemlig 
Ec = Et .tg. få, hvor 8 er »Virkningsvinklen«. For to af Rejfå under 
søgte Kedelplader angiver han, at Z = 54? og $ = 5649, altsaa skulde 


man have: 
Ec = 1,37 — 1,5. Es. 


Det vides dog ikke, at noget saadant er observeret. 
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Saar man f. Ex. har en Bjælke med bekendte Dimensioner, 
3elastnings- og Understøtningsmaade, og naar man har fundet, 
it der er Proportionalitet mellem Kraft og Formforandring 
ige op til Belastningen P, saa kan man beregne den tilsvarende 
Jpænding σ i de yderste Fibre af Formlen 


Μ —0.W 


25 altsaa ligesom ved Trækforsøg angive Proportionalitets- 
grænsen i Kraft pr. Arealenhed (kg./cm.). Det samme kan 
man derimod ikke gøre for Flydegrænsen og endnu mindre 
for Brudgrænsen, fordi den nævnte Formel for Spændingen 
kun gælder indenfor Proportionalitetsgrænsen. Dette Forhold 
har man ikke altid været opmærksom paa; man har uden 
videre af Formlen M = σ. W beregnet »Brudspændingen«, 
men man har saa naturligvis ikke kunnet faa den beregnede 
Spænding til at passe med den ved direkte Træk- eller Tryk- 
forsøg fundne. En korrekt Beregning af den største optrædende 
Spænding er kun mulig, hvis man kender Afhængigheden 
mellem Spænding og Formforandring for Træk og Tryk, og 
er i alle Tilfælde meget besværlig, saa den aldrig udføres; 
Fremgangsmaaden er forøvrigt ganske den samme som den, 
vi senere skulle udvikle for de Materialer, for hvilke Hooke's 
Lov ikke gælder (5 52). Man angiver derfor ofte endnu en 
»Brudmodulus for Bøjning«, som man f. Ex. kan kalde den 
af Ligningen M = σ. W beregnede Spænding σ, naar M 
betegner det bøjende Moment, der fremkalder Brud; men man 
maa saa være klar over, at denne Brudmodulus ogsaa er af- 
hængig af Tværsnitsformen, saa Værdier hentede fra Bøjnings- 
forsøg med forskellige Bjælker af samme Materiale kun kunne 
sammenlignes, naar Tværsnitsformen er den samme. Ganske 
de samme Bemærkninger gælde for Vridning. 


8 42. Indflydelsen af Prøvestykkets Form ved 
Trækforsøg. Paa en meget slaaende Maade overbevises man 
om, at Prøvestykkets Form har stor Indflydelse paa Resul- 
taterne, ved følgende Forsøg af Kirkaldy%t) med Prøvestykker 
af Svejsjærn (særlig godt Materiale) af de i Fig. 116 a, Pl. 12, 
viste tre Former: 


”) Se f. Ex. Bach: Elasticitåt und Festigkeit, 2te Aufl., 1894, S. 28—29. 
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Prøvestykkets Form Brudgrænse | Kontraktion 

kg. cm.? 9lo 

Fig. 116, 1. D = 2,54 em. 4560 51,0 
- 2. d > 1,85 - 6420 8,0 

- 8 4Ξ 18 -) | 4920 49,2 

Fig. 116, 1. D = 2,54cm. , 5025 40,7 
- 2, d = 1,78 - 6910 13,8 

”» Sd -- 1,78 - 5020 36,0 





Prøvestykket 2 med en inddrejet Not giver langt højere 
Brudgrænse og langt mindre Kontraktion end de to andre 
Former, Fænomenet kan forklares ved Hjælp af $ 17, hvor 
vi have set, at en hindret Kontraktion forøger Bæreevnen. Δἱ 
Kontraktionen faktisk er hindret for Prøvestykke Nr. 2, 56 
tydeligt af Tallene i Tabellens sidste Kolonne; og at Formen 
her maa hindre Kontraktionen, forstaas ved at lægge et Normal 
snit et Sted i den inddrejede Not i nogen Afstand fra dens 
Midte. Ude ved Overfladen maa Spændingen være rettet 
parallelt med denne og har altsaa en Komposant vinkelret 
paa Kraftretningen, som modsætter sig Tværsnittets For 
mindskelse. 

Det samme Fænomen er konstateret af mange andre 06 
for forskellige Materialer +), og det er sikkert en almindelig | 
Lov for Trækprøver, uafhængig af Materialet, naar det blot 
kontraherer forinden Bruddet. Analoge Resultater gælde for 
Trykprøver, men ere navnlig konstaterede for sprøde Materialer 
(Støbejærn, Sten ο, 1.), hvorfor vi skulle opsætte den nærmere 
Omtale deraf til senere (5 51). 

Indflydelsen af Længden I (Fig. 116 b) af den inddrejede 
Not illustreres godt ved følgende Forsøg af J. E. Howard") 
med Stænger af Staal, for hvilke Notens Diameter var 2,03”: 


3) Barba for Staal (J. Résal: Fonte, fer et acier, Paris 1892, 5. 202), Back 
for Svejsjærn og blødt Staal (Elasticitåt und Festigkeit, 2te Aufil., S. 50) 
o. fl. Samme Resultat faas, som bl.a. Tetmajer har vist, (Mittheilunger, 
Heft 3 og 4) for Prøvestykker af fladt Jærn med et eller flere Huller: 
Gennemhulning forøger Styrken. 

%%) Report of tests at Watertown Arsenal, 1889, S. 663. Ogsaa citeret af 
J. B. Johnson: Materials of construction, New-York, 1897, 5. 514 
Tallene ere omregnede fra engelsk Maal. 
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{ Brudgrænse | Kontraktion 











Prøvestykkets Form kgjem.” | je 

I = 2,540m | 40 | 49,0 

1=1,27 - | 6870 | 43,4 

1 = 0,635 - | 7200 39,6 

Halvcirkel-Not, Rad, = 10m. 8170 31.6 

- - - 5 0,29cm. 9470 23,0 
skarp, trekantet Not 8220 | ubestemt. 

k 


Den skarpe, trekantede Not giver ikke saa stor en For- 
øgelse af Brudgrænsen som den afrundede Not med mindst 
Radius, hvilket forklares ved det vel kendte Fænomen, at 
ganske pludselige Tværsnitsvariationer altid vise sig som svage 
Punkter. 

Ved de her omtalte Forsøg spiller ogsaa den Omstændig- 
hed en Rolle, at Bruddet nødvendigvis maa falde i Noten, og 
det er sandsynligvis ikke just Stangens svageste Punkt; en til- 
strækkelig Forklaring faas dog næppe herved. 

Ved virkelige Trækprøver maa man naturligvis anvende 
en Form af Prøvestykkerne, hvorved saadanne fremmede 
Indflydelser som en hindret Kontraktion ο. l. ikke gøre sig 
gældende. Dette opnaas ved at give Prøvestykket en nøjagtig 
cylindrisk eller prismatisk Form paa en Længde, der er noget 
større (mindst 1% ved hver Ende) end den, paa hvilken For- 
længelsen maales. Men dernæst opstaar det Spørgsmaal, hvor- 
ledes man skal forme sine Prøvestykker for at opnaa Resul- 
tater, der i alle Henseender kunne sammenlignes med hin- 
anden. Herover er der gjort en Mængde Forsøg; som Resultat 
af disse skal det først fremhæves 3), at Elasticitetskoefficienten, 
Brudgrænsen og Kontraktionen ere næsten uafhængige af Prøve- 
stykkets Form; Afvigelserne, der vise sig, og som ogsaa ses af 
Forsøgsresultaterne nedenfor, ere i Almindelighed ikke større, 
end at de kunne hidrøre fra tilfældige Forskelligheder af 
Materialet. Spørgsmaalet drejer sig egentlig kun om .For- 
længelsen. 

For at Sagen skal være klaret, maa man vide, hvorledes 
de maalte Forlængelser for to Prøvestykker med forskellig 


”) Bauschinger: Mittheilungen, Heft 21. 
A. Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære. 13 
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Maalelængde og forskellig Form og Størrelse af Tværsnittet 
skulle sammenlignes. Saa vidt er man dog ikke naaet; man 
ved kun følgende: 

1. Fuldstændig ligedannede Prøvestykker af samme Materiale 
give samme Forlængelse (Barba's Lov +). 

Til Bevis for Rigtigheden anføres følgende Forsøg af 
Barba ”"): 


a. Cylindriske Legemer; haardt Staal. 



































d | [| lid Brudgrænse | Kontraktion | Forlængelse 
mm. "| m.m. | kgjcem.? | ο | οἱο 

ο | 50 Tea Ἱ 6480 | 36,5 20,0 
1095. | 75 > 6490 | 38,0 | 18,8 
13,50 | 100 | > | 6380 | 374 | 18,2 
17,20 | 125 . | 6330 | 384 || 18,1 
20,75 | 150 | να | 318 | 18,0 
24.10 175 .» |). 62%0 | 358 | 181 
27,60 | 2900 > | 6320 | 344 | 19,5 

il [| i 


b. Rektangulært Tværsnit; blødt Staal. 





Tværsnit | Længde | Brudgrænse | Forlængelse 
m.m. (| m.m. | kg./cm.” | 9ο 
20X 5 50 | 3720 | 39,0 
40 X 10 100 | 3820 | 39,0 
60 X 15 150 | 
| 


3800 | ” 39,0 
| 


2. For vilkaarligt formede Prøvestykker med Længde I οὗ 
Tværsnit F har man den totale Forlængelse λ. lig Summen af 
en ensformigt over hele Længden fordelt Forlængelse λι -- εἰ 


») Specielt Tilfælde af Kick's Proportionalitetslov: »Ώο Arbejdsmængder, 
der ere nødvendige for at frembringe overensstemmende Formfor- 
andringer af to ligedannede Legemer af samme Materiale, forholde sig 
som Legemernes Volumen eller Vægt« (»overensstemmende Formfor- 
andringer« vil sige saadanne, som ved ensartede ydre Paavirkninger i 
samme Tid føre til ligedannede Endeformer). Se f. Ex. Zeitschr. d. 
Vereins deutscher Ing. 1892, S. 278. 

++) Tagne fra: Rapport XXVI de la commission des méthodes d'essai, Tomé 
Η1, Paris, 1895. 
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(den, der danner sig, inden Punktet B i Fig. 113, Pl. 12, er 
overskredet) og af den lokale Forlængelse λε paa den Strækning, 
hvor Indsnøringen finder Sted. Den sidste Størrelse (λ9) er 
for cylindriske Prøvestykker tilnærmelsesvis proportional med 
Diametren, for vilkaarlig Form af Tværsnittet kan den til- 
nærmelsesvis sættes lig KYF, hvor K er en Konstant. Nu har 
man altsaa: 


i = &l+KVF, 


& 

eller FR La ο ᾱ- κ ) (3). 
Heri ere & og K konstante for samme Materiale. Denne 
Relation maa dog ikke betragtes som absolut rigtig, saaledes 
at man ved den skulde kunne sammenligne Resultaterne for 
helt forskelligt formede Prøvestykker. Den gælder vel egentlig 
kun saa nogenlunde for ligedannede Tværsnit; af følgende 
Forsøgsrække af Barba”") ses f. Ex. Forholdet mellem for- 
skellige Former af Tværsnittet : 


Samme F og 1; Forlængelsen skulde være den samme. 














Tværsnits- | μη Forlængelse 
form | … kø: Jem. | pr. 10em. 
Cirkel | 4150 | 32,7 9/0 
Kvadrat | 1170 33,7 - 
Rektangel — | 36,0 - 


3) Ligningen indbefatter Barba's Lov som specielt Tilfælde. For Prøve- 
stykker med kongruente Tværsnit, men forskellige Længder, er den op- 
stillet og dens Rigtighed eftervist af Brandt og Liachnitzki (Foredrag 
af Belelubsky, se Bauschingers Mittheilungen, Heft 22, S. 309), samme- 
steds er Ligningen opstillet for konstant Længde og forskellige, men 
dog ligedannede Tværsnit, og Rigtigheden heraf er — ikke særlig 
slaaende — eftervist af Brandt (Zeitschr. d. åsterr. Ing. og Arch. Vereins, 
1898, S. 528) ved Hjælp af Tetmajers Undersøgelser (Tetm.: Mittheilungen, 
Heft 4). — Større Undersøgelser over dette Emne ere foretagne af 
Barba, Bauschinger, Tetmajer (cit. ovenfor), Appleby (Min. of Ῥτου. Inst. 
C. E. Vol. CXVIII, 1893—94), og formodentlig flere. 

%) Se: Rapport XXVI de la commission des méthodes d'essai, T. ΠΠ. 
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Selv om man saaledes ikke er i Stand til at opstille en 
Relation, der kan bruges under alle Forhold, kan man dog i 
Praxis med tilstrækkelig Tilnærmelse antage, at Prøvestykker, 
for hvilke VF:1 er konstant, give samme Forlængelse, naar 
man ikke anvender altfor unormale Dimensioner (rektangulært 
Tværsnit med meget stor Bredde i Forhold til Tykkelsen o.l. 
eller altfor kort Maalelængde (mindre end Indsnøringslængdean) 
Et Begreb om den Nøjagtighed, der opnaas paa denne Maade, 
faas ved følgende Forsøg”) med to forskellige Slags Jærn, 


anstillede i Creusot. For begge Forsøgsrækker er I: ΥΓ = 8,165. 





























| | Forlængelse 
Tværsnit F. 7 Brudgrænse | Kontraktion |paa Længden! 
m.m. | em,” | cm. kgJem” | le 90 
πεί, d = 27,64 | 200: 3790 67,1 30,0 
Rektangel, 25X 10 "|" 129 | 3995 | 62,0 31,4 
> 40X 5 | 10,0 3842 | 59,2 30,8 
Cirkel, d = 20 | 2,96 | 14,0 | 4310 59,8 32,4 
KL. 50X25X 6 5,25 | 18,8 | 4550 50,5 31.0 
LL, 30X30X 4 | 2,18 | 12,0 | 4120 θα | 32,5 
> do. | 2,18 | 12,0 4060 53,0 | 34,0 
» 20X20%X 4 | 1,41! 9,7 4650 58,9 31,5 
, do. | 142 | 9,7 4540 | 49,8 33,5 
I 


Paa Grundlag af det nu udviklede har man opstillet visse 
Normaldimensioner for Trækprøvestykker af Jærn og Staal. 
Man er herved overalt gaaet ud fra et Prøvestykke med 
cirkulært Tværsnit og med Maalelængde 2053" (8” engl.) som 
Normalprøvestykke; Diametren er derimod valgt noget for 
skellig. Paa Materialprøve-Kongressen ++) ; Wien 1893 vedtog 
man at gaa ud fra d = 2m, altsaa τα — 10, hvilket giver 


Ι:ΥΕ = 11,3; 


”) Se: Rapport XXVI de la commission des méthodes d'essai, T, Ill. 

5) Conferenz zur Vereinbarung einheitlicher Priåfungsmethoden får Bat 
und Konstruktions-Materialien«. Forhandlingerne ere offentliggjorte Π 
23, Hefte af Mittheilungen aus dem mech.-techn. Laboratorium, Minehes. | 

| 
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naar Prøvestykkets Tværsnitsareal er givet, skal man herefter 
beregne Maalelængden af: 


Il = 11,3 VF. (4). 


Den franske Statskommission angaaende Materialprøver, 
hvis Beretning er citeret adskillige Gange ovenfor, er derimod 
gaaet ud fra F = 6%” | = 20% hvorefter Maalelængden 
skal beregnes af 


I = 8,165 VF. (4 a). 


Maalingen af Forlængelsen udføres i Almindelighed paa 
to diametralt modsatte Sider af Prøvestykket mellem de Kørn- 
punkter, der begrænse Maalelængden. Hvis Bruddet falder 
tæt ved den ene Ende af Maalelængden, bliver en direkte 
Maalings Resultater upaalidelige, fordi Indsnørings-Strækningen 
ikke falder helt paa den prismatiske Del af Prøvestykket. Man 
kan da hjælpe sig ved at anvende en indirekte Maaling, naar 
man i Forvejen har inddelt Maalelængden i enkelte Centimeter. 
Hvis Længden f. Ex. er 205, og Bruddet falder ca. 5%” fra 
den ene Ende, maaler man den nye Længde af den Strækning 
paa 1051". i hvis Midte Brudstedet ligger, og adderer hertil 
det dobbelte af den nye Længde af de følgende 5% paa 
den ene 4Side. Man anvender nu i Almindelighed denne 
Methode, hvis Bruddet falder udenfor den midterste Tredie- 
del af Længden +). 


S&$ 43. Gennemsnitsresultater af Forsøgene. Ἡ 
efterfølgende Tabel er angivet de Middelværdier af Elasticitets- 
koefficienten for Træk og Tryk og af Proportionalitetsgrænsen, 
man kan regne med, samt de Fordringer, man almindelig 
kan stille til Jærn, der skal anvendes i forskellige Bygnings- 
konstruktionsøjemed. 





”) Bauschinger (Mitth. Heft 21) har angivet, at man kun behøver at an- 
vende Methoden, naar Bruddet falder udenfor den midterste Halvdel 
af Længden. i 
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| E | Proport- |  Brud- νά 
grænse. | grænse. pr. 20 cm. 
I 
kg./cm.”| kg./cm.? | kg./cm.? % 
1. Svejsjærn. | | 
Bedste Nittejærn, d< 25 m.m. 1600 |3800% | 18% 
> »… d5% - s 15—1600 | 36003) 159 
Fagonjærn, fladt Jærn og Plader i 
Valseretningen, 8 
med Tykkelser << 10 m.m. Ι > 3600) 129 
» > mellem 10 og 15 m.m. | 12 > 960003) 123 
᾿ 2 »… 150g25 - | . 34003) 1239 
Plader, tværs paa Valseretn. | 28-3000 7) 34% 
Traad ””) | 5-8000 
- η I ca 
| 
2. Blødt Staal. i | 
Nittejærn ' 3 | 20-2400 |36-4200") 923 
Fagconjærn, fladt Jærn og Plader i | z 
Valseretningen træ > 37-4400 3) 203 
Plader, tværs paa Valseretn. fa 36-4500 %) 17% 
Traad 3) 65-8500 








Støbt eller smedet til 





8. Haardt Staal. 














Lejekon- 

struktioner ο. I. | : 20-4200 45-6000 7) 10% 
Traad””), blød & 65-10000 . 

. middelhaard | | | 10-14000 

. haard 14-20000 

” Digelstaal, middelhaard || S | 5000- 12000 | κ 

> > haard | 7000 18000 ο 
.. 

3) De i »Normalbedingungen fir die Lieferung von Eisenkonstruktionen 


ag) 


fiir Briåcken- und Hochbau«, Hamburg, 1895, angivne Tal. De betyde 
derfor i de fleste Tilfælde Minimumsværdier; navnlig Forlængelserne 
ere som oftest rigelig smaa. De franske officielle Betingelser (Circu- 
lafre ministérielle du 29 aocdt 1891, se »Nouvelles annales de la con 
struction« Jan. 1892) fordre saaledes 22/6 Forlængelse for almindeligt 
valset Staal, 28% for Nittestaal; for Svejsjærn fordres til Gengæld 
mindre. 

Efter Tefmajer: Die Baumechanik, Zirich, 1889 og Tetm.: Mittheilungen, 
Heft 4. Styrken af et Traadtov er noget mindre end det, der svarer 
til det rene Metaltværsnit; som Middeltal af en lang Række Forsøg 
har Tetmajer fundet et Tab af 6,3%0; man kan almindelig regne 10%. 
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De anførte Tal gælde særlig for det til Jærnkonstruktioner 
(Broer, Husbygning ο. 1.) anvendte Materiale. Vi kunne ikke 
her komme ind paa de specielle Fordringer, der stilles til Jærn 
i alle særlige Tilfælde (Dampkedler, Skibsbygning ο. s. v.), men 
skulle dog for at give et fyldigere Begreb om visse Arter af 
Jærn, der ere særlig daarligt repræsenterede i ovenstaaende 
Tabel, endnu anføre følgende Sammenstilling >): 






































: | 
| Brudgrænse | Forlængelse | Kontraktion 
eN ος SL SESAR I : 
Digelstaal, smedet eller valset. | | 
Til Hjulbandager for Lokomotiver | 65—7000 15 25 
» > » Tendere og n 
alm. Vogne 55—6000 18 30 
Til Jærnbaneaxler ο. l. 1 50—6000 20 35 
»  Skibs-Skrueaxler ο. l. 50—5500 || 20—25 40 
>». Hjulbandager, højst 85—9000 | 
Martinstaal, smedet eller valset. | £ 
Til Hjulbandager for Lokomotiver |; 60—6500 15 | 25 
> 5 » Tendere ο. Ἱ. | 5000 18 50 
Σ. Jærnbaneaxler | 5000 18 30 
»… Hjulbandager, højst | 8000 
Støbt Staal (usmedet, mest Martin-) | | 
Krupp leverer: | 
til Skibsstævne, Krumtapaxler 0.1. | 42 —5000 || 25—30 40—60 
» Stempler, Tandhjul ο. 1. | 45—5500 20—27 35—55 
>» Jærnbanehjul med paastøbt | | 
Bandage, Hjærtestykker | 60—7000 10 | 
Jærnbaneskinner %%), mindst | 4500 
Telegraftraad ?”), udglødet, forzinket | | 
mindst "4000 
Telefontraad ””) forzinket, mindst | 13—14000 (5 (pr. 50 cm.)| 
i i 





”) Efter C. Bach: Die Maschinen-Elemente, 6te Aufl., 1897. De angivne 
Tal ere Gennemsnitsfordringer og betegne derfor almindeligvis Mini- 
mumsværdier. Oplysninger om det af svenske Værker præsterede 
Støbestaal findes i »Hålfasthedsprof å svenska materialier«, utgifna af 
Jårnkontoret, Stockholm, 1897. 


%%) Efter » Vorschriften fir Lieferungen von Eisen und Stahl, aufgest. vom 
Verein deutscher Eisenhiittenleute, Dåsseldorf, 1893. 
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Hermed er der givet et fundamentalt Begreb om de vig 
tigste Talværdier. Vi skulle nu gaa lidt mere i Detailler. 

1. Træk. Af Tabellen S. 198 ser man tydeligt, at Styrken 
er størst for de spinklere Dimensioner; Materialet forædles ved 
Bearbejdelsen. Det er imidlertid ikke blot Brudgrænsen, der 
hæves herved, ogsaa og endnu mere Proportionalitetsgrænsen, saa- 
ledes som man ser af følgende Forsøgsrække”) med Rundjæm 
(Svejsjærn) af samme Materiale, men forskellig Diameter; naar 
Brudgrænsen og Proportionalitetsgrænsen for Stangen med 2" 
Diameter sættes lig 1, fandtes følgende Forhold: 







Diameter: Ρα 14" 17 i” 34 gu nag gu 
Brudgrænse 1,0 1,05 116 1,05 1,11 1,08 1,09 19% 
Proport.grænse 1,0 1,23 1,39 190 1,40 149 1,51 1,0. 


Hver af Angivelserne er Middeltal af 3—6 Forsøg. 

Dette Forhold træder ikke saa stærkt frem for Staal som 
for Svejsjærn. Efter Campbell angiver Johnson++), at Brud- 
grænse og Forlængelse for Staal ere omtrent uafhængige af Me 
taltykkelsen, medens Flydegrænsen (og formodentlig ogsaa Pr 
portionalitetsgrænsen) ligger højere for spinkle Dimensioner. 

I Sammenhæng hermed skal nævnes Tetmajers Under 
søgelser af valsede I-Bjælker af Svejsjærn og Thomasstaal"”. 
I Fig. 117, Pl. 12, ses forskellige Træk-Arbejdslinier, og der 
blandt ogsaa for to Prøver af en Svejsjærnsbjælke, den ene 
(III) taget fra Flangen, den anden-(IV) fra Kroppen; Linien II 
ligger hele Tiden højere end IV, hvilket dels forklares ved den 
intensivere Behandling, Materialet i Flangen er undergaaet ved 
Valsningen, dels hidrører fra Packeteringen. Som Resultat af 
Trækforsøgene fandt Tetmajer følgende Tal, hvoraf forskelligt 
andre Oplysninger kunne faas (hver Angivelse fremtræder som 
Middeltal af 30 Forsøg, to for hvert af de 15 Profilnumre, tysk 
Normal Profil I Nr. 10—24; E betegner Elasticitetskoefficienten, 
Ρ Proportionalitetsgrænsen, F Flyde- og B Brudgrænsen, allé 
i kg./cm.”; & betegner Forlængelsen pr. 20 cm., φ Kontrak- 
tionen, begge i %0): 


3) Report of tests at Watertown Arsenal, 1888, S. 562. 
%) Materials of construction, S. 495. 
+) Tetmajer: Mittheilungen, Heft 3. Middelresultaterne findes 5. 142-8 
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Blødt Staal. Svejsjærn. 

Flange. Krop. Flange. Krop. 

E = .... 2110900 2099900 2035100 2053100 
---.. 2510 2510 1440 1390 
Ε -- .... 2800 9210 2440 2560 
Β -- .... 4240 4690 3760 3460 
8 -- .... 26,3 24,1 22,3 10,7 
p=..…. 57,4 52,0 32,7 16,2 
P:B -- .... 0,54 0,54 0,38 0,40 
F:B = .... 0,66 0,68 0,65 0,68. 


Ved Svejsjærnet viser Flangens Overlegenhed sig tydeligt, 
ved Staalet er Kroppens Materiale stærkest, men Flangens 
blødest (& og g ere størst for Flangen). 

De nederste to Talrækker angive Beliggenheden af Pro- 
portionalitets- og Flydegrænsen i Forhold til Brudgrænsen. 
Ihvorvel disse Forhold naturligvis langtfra ere konstante, give 
de dog i det hele et rigtigt Begreb: Flydegrænsen ligger om- 
trent lige højt i Forhold til Brudgrænsen for Svejsjærn og blødt 
Staal, Proportionalitetsgrænsen derimod forholdsvis lavere for 
Svejsjærn. 

I denne Henseende er ogsaa en anden, mere omfattende 
Forsøgsrække af Tetmajer") særdeles oplysende. Vi anføre 
følgende Tal: 


Blødt Staal. Svejsjærn. 

Ρ:5 FB P:B F:B 
Rundjærn (18 Forsøg) .... 0,46 0,66 0,40 0,64 
Plader (18  — sr KE 0,61 0,43 0,63 
Fladt Jærn (16 -- 3578; 0,62 0,75 0,56 0,72 
Vinkeljærn (16  —  s.... 0,54 0,66 0,49 0,68 


Forøvrigt skal det bemærkes, at Proportionalitetsgrænse, 
Flydegrænse ο. 5. v. kunne variere betydeligt indenfor samme 
Stykke Jærn, Elasticitetskoefficienten ligeledes. Dette gælder 
navnlig Proportionalitetsgrænsen; exempelvis kan anføres, at 
Bauschinger”+) for 4 Prøvestykker, der bleve skaarne ud lige 


”) Mittheilungen, Heft 4. Resultaterne findes S. 110, 118, 134, 140 (i den 
transke Udg.). 

5) Mittheilungen, Heft 21, Tab. III. Sammesteds ses flere lignende Exempler, 
ogsaa for Staal (Tab. II). 
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ved Siden af hinanden af samme Plade af Svejsjærn, fandt 
Proportionalitetsgrænserne: 1990, 1210, 1490, 1780 kg./cm' 
Elasticitetskoefficienten angives undertiden at kunne varier 
indtil 10 δ/ο fra Middelværdien til begge Sider, selv for Prøve- 
stykker tagne fra samme større Stykke. 

Tværs paa Valseretningen er Svejsjærnets Styrke ofte kun 
ο. 083) af Styrken i Valseretningen, men ved særlig Packe- 
tering kan Styrken skaffes lige stor i alle Retninger; for Staal 
er der ingen væsentlig Forskel. 

Naar der i Tabellen ovenfor (S. 198) er opført en højere 
og en lavere Værdi for Brudgrænsen, — det erindres, at Tallene 
ere tagne fra Leveringsbetingelser, — saa er Meningen hermed, 
at man til Jærnkonstruktioner som oftest kun vil anvende 
temmelig blødt Staal, og man foreskriver derfor undertiden 
ogsaa en højere Grænse for Brudstyrken, idet dennes Størrelse 
rent praktisk anvendes som Skelnemærke mellem de haarde 
og bløde Varieteter. At den højere Grænse er angivet lidt 
større, naar Prøven tages tværs paa Valseretningen, betyder 
kun, at man helst maa tillade noget større Spillerum i denne 
Retning. 

I Fig. 117, Pl. 12, ses Arbejdslinier for forskellige Arter 
af smedeligt Jærn. Linien V svarer til ualmindelig blødt 
Svejsjærn; den plastiske Periode er her usædvanlig lang. Ill 
og IV have været omtalte ovenfor, II svarer til almindeligt 
blødt Staal, I til haardt Staal, hvor Flydegrænsen omtrent er 
ukendelig og den plastiske Periode ganske forsvunden. — Vi 
skulle senere komme lidt ind paa Virkningen af Jærnets for- 
skellige kemiske Sammensætning; for dog strax at give et Be- 
greb om Kulstofindholdets Indflydelse anføres følgende Forsøgs- 
række af Bauschinger++). (Se næste Side). 

Elasticitetskoefficienten er, som det ses af Tabellen, S. 198 
ikke meget forskellig for de tre Slags Jærn og saa godt som 
uafhængig af Bearbejdelsen; selv for Traad er Værdien om- 
trent den samme. Johnson ++) anfører en Række Forsøg af 
Ch. Α. Marshall, ifølge hvilke Elasticitetskoefficienten altid 


3) Omtrentligt Middeltal af en Del af Bauschinger, (Mittheilungen, Heft 2) 
fundne Værdier. 
33). Mittheilungen, Heft 3, S. 6. Hvert Tal er Middeltal af to Forsøg. 
335) Materials of construction, S. 509. 
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Kulstof- |" Forlængelse 
indhold , κών pr. 40 cm 
Yo | Κβο.” WA 

ν [ 
0,14 4450. | 21,8 
0,19 4780 20,1 
0,46 5330 18,1 
0,51 5600 14,3 
0,54 5560 17,8 
0,57 5605 18,5 
0,66 6300 | 13,7 
0,78 | 64707 | 11,4 
0,87 7350 8,1 
0,96 8300 6,6 
| 








fandtes en lille Smule højere, naar den maaltes 2den Gang, 
hvilket viser, at den første Paavirkning har frembragt en lille 
blivende Formforandring ogsaa indenfor Proportionalitets- 
grænsen. Dette Forhold træder langt stærkere frem ved de 
sprøde Materialer, som vi senere skulle se. Man bør derfor 
altid ved Bestemmelse af Elasticitetskoef ficienten først strække 
Stangen omtrent op til Proportionalitetsgrænsen, inden man 
foretager Maalingen. 

Ved Forzinkning formindskes Styrken af Traad for de 
tykkere Sorter 2—3 %o, for de finere op til ο. 10 9/0. Ἠ) 

2. Tryk. De i Tabellerne S.198—99 anførte Tal gælde kun 
Træk; vi skulle nu undersøge Forholdet overfor de andre Paa-. 
virkningsmaader og begynde med Paavirkning til Tryk. 

Her gælde i Virkeligheden ganske de samme Tal som for 
Træk, baade for Elasticitetskoefficient og for Proportionalitets-, 
Flyde- og Brudgrænse, naar denne sidste tages i 7Tetmajers 
Betydning af Ordet (se $ 41). Til Illustration heraf anføres 
følgende Forsøgsresultater. Idet Proportionalitets-, Flyde- og 
Brudgrænse ligesom ovenfor betegnes ved P, F og B, og idet 
Index t betegner Træk, ο Tryk, fandt Tetmajer=") som Middel- 
tal af et større Antal Forsøg: 


”) Ifølge G. Mehrtens: Eisen und Eisenkonstruktionen (Abth. I, Bd. Il, 
Heft 1 af »Handbuch der Baukunde«), Berlin, 1887. S. 247. 


%) Mittheilungen, Heft 4, S. 84 (i den franske Udg.). 
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EGE, PP, F,:F, δι: By 


Blødt Staal, rundt 1,01 1,18 0,95 0,98 
Svejsjærn, » 1,00 1,05 1,01 1,00 
Blødt Staal, Kedelplade . 1,00 1,00 
Svejsjærn, rundt, 0,86 0,91 


Arbejdslinien for et af disse Trykforsøg ses i Fig. 118, 
Pl. 12; Flyde- og Brudgrænserne ere mærkede ved F og B. 

Dupuy") har for blødt Staal fundet P,:P, = 14984, 
Ε.Τ F, = 1,00, som Middeltal af 5 Forsøg; E,: E, er efter Du- 
puy lidt større end 1; Forsøg ved det Chalmerske Institut i 
Gøteborg med valset og udglødet Bessemerstaal”+) af forskel- 
ligt Kulstofindhold have givet: 


Kulstof, /ο: 0,15, 0,25, 0,35, 0,30, 0,60, 0,70 0,80, 0,95, 1,10, 1,20 
E,: E, = 1,05, 1,04, 1,00, 1,09, 1,05, 1,07, 1,01, 1,04 1,06, 1,07; 


derimod have Forsøg af Marshall"++) med Svejsjærn, Staal (med 
under 7000 kg./cm.? Brudgrænse) og Fjederstaal (Brudgrænse 
10000 kg. cm.?) givet: 


E,: E, = 0,98, 0,97, 0,99. 


Naar man taler om Brudgrænse overfor Tryk for seige 
Legemer, maa man erindre, at den tænkes funden ved at 
sammentrykke et kort, prismatisk Prøvestykke mellem to på- 
rallele Plader; Materialet kan da nogenlunde uhindret »flyde | 
ud« til Siden+t). Hvis derimod denne Udflyden er mere eller 
mindre umuliggjort, kan Materialet taale næsten hvilket som 
helst Tryk. Dette Tilfælde spiller en betydelig Rolle i Praxis, 
f. Ex. ved Rullelejer for Brodragere ο. Il. Herhen høre nogle 


3) Annales des ponts et chaussées, 1897, I, S. 1 (Tallene findes S. 61). 
%%) »Hålfasthetsprof å svenska materialier«, utg. af »Jærnkontoret«, 1897. 
S. 30—31. 
355) J. B. Johnson: Materials of construction, S. 509. 
+) Ganske uhindret er det dog ikke, dels paa Grund af Friktionen med 
Trykpladerne, dels fordi de i Midten af Prøvestykket liggende Partikler 
hindres i deres Bevægelse af de nærmere ved Overfladen liggende. 
Denne Omstændighed vil endog bevirke, at Trykket ikke kan fordele 
sig ensformigt over Prøvestykkets Tværsnit, saaledes som Kick meget 
elegant har vist ved Sammentrykning af en Kobbercylinder, der ligger 
mellem to Blyplader (se Zeitschr. d. Vereins deutsch. Ing. 1892, 5. 278). 
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ganske oplysende Forsøg, som J. B. Johnson") har anstillet ; 
han trykkede i en Prøvemaskine et Stykke af Bandagen af et 
Lokomotivhjul mod en Jærnbaneskinne og maalte Arealet af 
Berøringsfladens Størrelse svarende til forskellige Tryk. Som 
et af sine Resultater nævner han, at den største Fiberpaavirk- 
ning, der naaedes, maa have været c. 11500 kg./cm.?, og her- 
ved viste der sig ingen maalelig permanent Sammentrykning, 
hvoraf han slutter, at Flydegrænsen ikke kan være naaet, 
skønt den, bestemt paa sædvanlig Maade, kun var 3500 kg./cm.? 
(for Skinnematerialet). 

Lignende Resultater skulle vi se i & 51 for sprøde Materialer, 
hvor Indflydelsen af Prøvestykkets Form er nærmere undersøgt. 

3. Bøjning. Saa længe man holder sig indenfor Propor- 
tionalitetsgrænsen, gælde ganske de samme Tal som for Træk 
og Tryk. For Elasticitetskoefficientens Vedkommende have 
vi allerede eftervist dette i $ 39. For Proportionalitetsgrænsen 
gælder det naturligvis netop endnu; ved de ovenfor omtalte 
Forsøg af Tetmajer”") med valsede I-Bjælker fandtes, som 
nævnt, ved Trækforsøgene med Materiale fra Flangerne (det 
er nærmest dem, man maa sammenligne med Bøjningsforsøg) 
Proportionalitetsgrænsen 2310 kg./cm.? for blødt Staal, 1440 
for Svejsjærn. Som Middeltal af 15 Bøjningsforsøg fandtes de 
tilsvarende Tal at være 2320 og 1560 Κρ./οπι.". 

Naar man kommer udenfor Proportionalitetsgrænsen, kan 
man som bekendt ikke vente Overensstemmelse med Træk- 
forsøgene, hvis man anvender de sædvanlige Bøjningsformler. 
Den ved disse beregnede Brudmodulus By (se & 41) eller 
dennes Forhold til Træk-Brudgrænsen B, vil foruden af 
Materialet ogsaa afhænge af Tværsnitsformen. Da Værdien af 
Brudmodulus ofte anføres (sjældnere dog for smedeligt Jærn 
end for andre Materialer), skulle vi nævne et Par Forsøgs- 
resultater. Bauschinger "++) finder for Bjælker med rektangulært 
Tværsnit (14 X 5,5) paa Højkant af Staal med forskelligt 
Kulstofindhold (samme Materiale som ved de ovenfor omtalte 
Trækforsøg): 





”) Materials of construction, S. 506. 
553) Mittheilungen, Heft 3, S. 134 og 142. 
+) Mittheilungen, Heft 3, Tabel II og VII. 
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C i % — 0,14, 0,19, 0,46, 0,51, 0,54, 0,57, 0,66, 0,78, 0,87, 0,96, 
Β, : Βι -- 1,78, 1,79, 1,56, 1,66, 1,54, 1,71, 1,37, 1,35, 1,04, 1,01. 


Considére ”) finder for to Stænger af Staal med kvadratisk 
Tværsnit B,: Βι = 1,73 og 1,95, for en Stang med kvadratisk 
Tværsnit af Svejsjærn 1,92, med cirkulært Tværsnit 2,40. 

Tetmajer "”) finder for; valsede I-Bjælker som Middeltal 
af 15 Forsøg: for blødt Staal B,:B, = 0,97, for Svejs- 
jærn 0,98. 

I Fig. 119, Pl. 12, ses to Bøjnings-Diagrammer ””) for 
valsede I-Bjælker af Svejsjærn og blødt Staal; Bjælkerne havde 
to simple Understøtninger i 1,50" Afstand og belastedes med 
en Enkeltkraft i Midten. Nedbøjningerne i Midten ere afsatte 
som Abscisser, Kraften som Ordinat. 

Uoverensstemmelsen mellem Brudmodulus for Bøjning og 
Brudgrænsen for Træk er i Almindelighed størst for Svejsjærn 
og blødt Staal, mindre for haardt Staal. Grunden hertil maa 
for en stor Del søges i, at en Bjælke af blødt Materiale, naar 
Flydegrænsen er overskredet, forholder sig som forklaret tid- 
ligere ved Hjælp af Fig. 102 og 103, Pl. 10; Tværsnittet de 
formeres meget stærkt, og den neutrale Axe flytter sig bort fra 
Midten, hvorved Modstandsevnen forøges; der finder ofte slet 
ikke noget egentligt Brud Sted. 

4. Forskydning. Denne Paavirkningsmaade spiller navnlig 
en Rolle for Nitte- og Bolteforbindelser; de forskellige specielle 
Omstændigheder, som vise sig at være af Betydning for disse 
— Hulrandenes Beskaffenhed, Paavirkning i ét eller to Snit 
ο. 8. v. — skulle vi ikke komme ind paa her. 

I 5 20 have vi fundet en Relation mellem de samtidigt 
optrædende Forskydnings- og Træk- eller Trykspændinger, 


tr Z 0,75 —0,8.0; 


Formlen er udledet under Forudsætning af, at man befinder 
sig indenfor Proportionalitetsgrænsen, og hvis man derfor 
sammenligner de ved Brudforsøg fundne Værdier af Spæn- 
dingerne, By og Br, kan man ikke uden videre vente, at Rela- 
tionen skal gælde; Forholdet er for såa vidt ganske analogt 


%) Annales des ponts et chaussées, 1885, S. 611—19 og 675. 
2%) Mittheilungen, Heft 3, S. 134 og 142. 
3339) Tetmajer: Mittheilungen, Heft 3, S. 116. 


” 
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med, hvad vi lige have set angaaende Brudmodulus ved 
Bøjning og Brudgrænsen for Træk. Imidlertid - finder man 
ved Forskydningsforsøg tilfældigvis") netop omtrent By: Β, 
— 0,75 — 0,8. Lavalley”") har saaledes fundet for Rundjærns- 
stænger (B, -- 4000 kg./cm.2): 


Diameter (i m.m.) 8 10 12 16 
Β/:Βι-- . . 0,82 0,79 078 0,79. 


Bauschinger fandt for de oftere nævnte Staalstænger med 
forskelligt Kulstofindhold (rektangulært Tværsnit): 


015 — 0,14, 0,19, 0,46, 0,51, 0,54, 0,57, 0,66, 0,78, 0,87, 0,96, 
By: B, = 0,77, 0,78, 0,67, 0,72, 0,70, 0,65, 0,68, 0,64, 0,68, 0,70. 


Herefter synes det i det hele, som om Forholdet er mindre 
for de haardere Staalsorter. For Nittejærn er der anstillet 
utallige Forsøg; By: Βι varierer her gerne mellem 0,8 og 1,0. 

Ved Svejsjærnsplader afhænger By af Retningen af For- 
skydningspaavirkningen i Forhold til Valseretningen og af 
Packeteringen ”=), Hvis Hovedretningen for Fugerne i Packeten 
falder i Pladens Længderetning og Forskydningspaavirkningen 
har samme Retning, gaar By: B, ned til 0,7. 

5. Vridning. Saalænge Paavirkningen holder sig indenfor 
Proportionalitetsgrænsen, gælde de samme Tal som for For- 








%) Forskydningsspændingen i Brudøjeblikket beregnes ved den Slags For- 
søg altid ved at dividere hele Kraften Q med Tværsnitsarealet F, og 
for Materialer, der blive plastiske, inden Bruddet foregaar, er dette 
sikkert ogsaa meget nær rigtigt; Spændingen er da i sidste Øjeblik 
ensformig fordelt. Det synes derfor mindre korrekt, naar Bach 
(Elasticitåt und Festigkeit, Σίε Auflage, S. 220) i Ligningen τσ 
Ξ- 0,75 — 0,80 indfører de i ὃ 38 fundne Udtryk for Forskyd- 


ningen, hvorved for rektangulært Tværsnit 2, = 0,5 — 0,53, for 


en Cirkel 5 τσ -- 0,56 — 0,6, og saa venter, at disse Udtryk skulle be- 
kræftes ved Brudforsøg. Formlerne i 5 38 for Forskydningsspændingens 
Fordeling over Tværsnittet gælde kun indenfor Proportionalitetsgrænsen 
ligesom Ligningen T:6 -- 0,75 — 0,80. For det første kan man ikke 
vente, at denne Ligning skal bekræftes ved Brudforsøg, og endnu 
mindre kan man det, naar den først omformes ved Hjælp af andre 
Ligninger, der heller ikke gælde i Brudøjeblikket. 

%) Rapport XXXIII de la commission des méthodes d'essai, Τ. Π1. Paris 1895. 

333 Bauschinger: Mittheilungen, Heft 2. 
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skydning, eller da man ikke ved Forskydningsforsøg kan 
anstille Maalinger indenfor Proportionalitetsgrænsen, maa man 
hellere udtrykke det saaledes, at indenfor denne Grænse gælde 
de tidligere ad theoretisk Vej udledede Relationer mellem For- 
skydning og Træk. Elasticitetskoefficienten kan saaledes nøjagtigt 
nok regnes lig 0,4. E, som man vil se af følgende Forsøg af 
Bauschinger med de oftere nævnte Staalstænger: 


Kulstof οἱ: 0,19, 0,46, 0,54, 0,57, 0,66, 0,78, 0,87, 0,9%. 
G:E = 0,40, 0,38, 0,40, 0,39, 0,38, 0,36, 0,39, 0,40. 


Andre Forsøg have givet G:E -- 0,36 — 0,49 som de 
yderste Grænser. 

Som Resultat af Vridningsforsøg angiver man undertiden 
ligesom ved Bøjningsforsøg en Brudmodulus B,, nemlig den 
Spænding, man (for en cirkulær Cylinder) finder af Formlen 
Μι = im .t.r, naar man heri indsætter det vridende Moment, 
der fremkalder Brud. Naturligvis kan man ikke vente, at det 
saaledes bestemte B, skal blive lig den Brudspænding By, der 
findes ved Forskydningsforsøg. For at give et Begreb om 
Størrelsen af denne Brudmodolus for Vridning skulle vi anføre 
nogle Forsøg af Popplewell og Coker ”) med cirkulære Cylindre 
af Svejsjærn og blødt Staal, for hvilke Arbejdslinierne ere viste 
i Fig. 120, Pl. 13. Vridningsvinklen maaltes paa en Længde 
af 12,7m.; der experimenteredes dels med massive Cylindre 
med Diameter 1,20, dels med hule (udborede) Cylindre med 
ydre Diameter 1,27, indre Diameter 0,8; de hule og massive 
Cylindre havde da samme Styrke efter Formlen: M, = bær .r.r' 
Hver af de i Fig. 120 tegnede fire Arbejdslinier er funden som 
Middelresultat af 5 Forsøg. Værdien af Forholdet B,: By var: 


Svejsjærn, blødt Staal, 
massiv Cylinder 1,35 1,30 
hul — 1,19 1,23, 


hvoraf det bl. a. fremgaar, hvad ogsaa tydelig ses i Fig. 1%. | 
at de massive Cylindre ere betydelig stærkere end de hule 
udenfor Proportionalitetsgrænsen. Lige ved denne Grænse 
fandtes de massive Cylindre endnu at være lidt stærkere end 
de hule, men det anføres, at med samme Volumen ere de 


”) Min. of proc. Inst. C. Ε., Vol. CXXII, 1894—95. 
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hule langt de stærkeste ikke blot indenfor Proportionalitets- 
grænsen, men ogsaa oppe ved Brudgrænsen. 

Andre Experimentatorer have fundet Forholdet B,: By 
liggende mellem Grænserne 1,14 og 1,56 for de forskellige 
Arter af smedeligt Jærn. +) 


& 44. Stød, Tidens Indflydelse paa Forsøgene. 
Vi have tidligere set, at den Arbejdsmængde, et Legeme kon- 
sumerer, naar det undergaar en vis Formforandring, hvorved 
Proportionalitetsgrænsen ikke overskrides, uden Hensyn til 
Paavirkningsmaaden er proportional med Slutningsspændingens 
Kvadrat og med Legemets Volumen; dette Arbejde er grafisk 
fremstillet ved Arealet af den Trekant, der begrænses af den 
retlinede Arbejdslinie, Abscisseaxen og Slutningsordinaten, 
Trekant OAA' (Fig. 121, Pl. 12). 

Hvis Proportionalitetsgrænsen overskrides, finder man let, 
at det konsumerede Arbejde fremdeles er repræsenteret ved 
Arealet mellem Arbejdslinien, Abscisseaxen og Slutnings- 
ordinaten, f. Ex. Arealet ΟΡΑΙΑΥ i Fig. 121, naar Slutnings- 
spændingen er ΑἱΑι. Men der er dog en væsentlig Forskel 
paa disse to Tilfælde. Idet vi se bort fra de muligt optrædende 
blivende Formforandringer indenfor Proportionalitetsgrænsen, 
altsaa betragte Legemet som fuldstændig elastisk indenfor 
denne, vil Legemet give det ved Δ OAA' repræsenterede 
Arbejde fra sig igen, naar Kraften hører op med at virke; men 
naar Formforandringen er bleven saa stor som OA;', og Kraften 
saa hører op med at virke, vil Legemet ikke gaa tilbage til 
sin oprindelige Længde, der vil være en blivende Formfor- 
andring, f. Ex. af Størrelse OO,. Næste Gang Kraften begynder 
at virke, skal man derfor regne med en Arbejdslinie O,4,A,B, 
og idet vi senere ville faa at se, at Proportionalitetsgrænsen 
ved den forrige Paavirkning er bleven hævet op til Αι, kan 
man nøjagtigt nok regne Kurven 0,4, for en ret Linie parallel 
med OP (Elasticitetskoefficienten beholder omtrent sin Størrelse 
uforandret). Ved Paavirkningen op til Αι vil den magasinerede 
elastiske Arbejdsmængde derfor være repræsenteret ved 
ΔΟΙΑΙΑνΥ, Resten af det konsumerede Arbejde er medgaaet 
til at frembringe den blivende Formforandring (overvinde den 





3) Rapport XXXII, de la commission des méthodes d'essai, T. ΠΠ. 
A. Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære. 14 
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»indre Gnidning«). Da  0ΟΑΑ’ & NY O;A1A,', ville deres 
Arealer forholde sig som WA: Άι Αι, hvoraf ses, at den oven- 
for udtalte Sætning — at den konsumerede Arbejdsmængde 
indenfor Proportionalitetsgrænsen er proportional med Slutnings- 
spændingens Kvadrat og med Legemets Volumen — gælder 
almindeligt, ogsaa udenfor Proportionalitetsgrænsen, naar man 
blot i Stedet for den »konsumerede« Arbejdsmængde sætter 
den »magasinerede elastiske« Arbejdsmængde. Men for at 
frembringe en vis Formforandring OA2', der gaar udover 
Proportionalitetsgrænsen, maa man udføre et Arbejde, saa stort 
som Arealet OPA,A2A,'0, og heraf kan kun Arbejdet Ο.Α.Α 
genvindes. For at frembringe Brud maa man udføre et Arbejde, 
saa stort som Arealet ΟΡΕΗΒΒΙΗΙ’. 

Alt det sagte gælder uafhængigt af Paavirkningsmaaden 
(Træk, Bøjning etc.). Det skulde synes, at man ogsaa herved 
maatte kunne bestemme den Formforandring, der frembringes 
af et Stød; naar man kender den Arbejdsmængde (levende 
Kraft), det stødende Legeme indeholder, og naar man ved, 
hvor stor en Del heraf der overføres til det stødte Legeme, 
skulde man blot finde et saadant Punkt A, (Fig. 121), at 
ΟΡΑ, ΑΝ er lig denne Arbejdsmængde. Dette er dog ikke ganske 
rigtigt, fordi nemlig Arbejdslinien OPFB ikke nødvendigvis 
bliver den samme, naar Paavirkningen er et Stød, som naar 
man anstiller et Forsøg med roligt Træk, Tryk etc. Dette 
skulle vi se lidt nærmere paa om et Øjeblik, men vi ville 
først gøre endnu et Par Bemærkninger om Stød, idet vi saa 
forudsætte, at den i Fig. 121 tegnede Arbejdslinie er den rigtige | 
for pludselige Paavirkninger. 

Man anvender ofte Paavirkning ved Stød som Material- 
prøve (Faldprøver), som oftest ved at lade en Vægt fra en vis 
Højde falde ned midt paa Prøvestykket, der ligger paa to 
simple Understøtninger. Jærnbaneskinner og andet Jærnbane- 
materiel prøves regelmæssigt paa den Maade. Man faar 
naturligvis ikke hele Faldvægtens Energi overført til Prøve- 
stykket, og hvor meget der overføres, ved man sjældent; en Del 
anvendes til lokale Deformationer af baade Prøvestykke og 
Faldvægt, en Del overføres til Prøvestykkets Understøtninger 
og optages af Fundamenterne ο. s. v.; for at Faldprøver, der 
ere udførte med forskellige Apparater, skulle kunne sammen- 
lignes, maa derfor hele Arrangementet være saa nær ens, at 
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man kan antage, at det er omtrent den samme Brøkdel af 
hele Arbejdsmængden, der overføres til Prøvestykket. — Men 
dernæst maa der ved Prøverne anvendes samme Antal Slag, 
hvis man virkelig skal kunne sammenligne Resultaterne. Hvis 
et Prøvestykke brydes ved 1 Slag, et andet ved 10 Slag, kan 
man ikke sammenligne Summen af Energimængderne i de 10 
Slag med Energimængden i det ene Slag; første Slag har 
maaske overført Energimængden OA;A,' (Fig. 121) til Prøve- 
stykket, 2det Slag Energimængden O,A,A2Å2' 0. s.-v., og Summen 
heraf er ikke lig OA;424,'. — Hvis man kender den Ατρεάς- 
linie, hvormed der skal regnes overfor pludselige Paavirk- 
ninger, har man i dens hele Areal et Maal for den Energi- 
mængde, Legemet kan modstaa i Form af ét Stød. I Mangel 
af Kendskab til denne Arbejdslinie regner man dog gerne med 
den, man faar ved Forsøg med rolig Paavirkning. 

Tidens Indflydelse paa Arbejdsliniens Form er navnlig 
undersøgt for Paavirkning til Træk. Vi have allerede tidligere 
nævnt den elastiske Eftervirkning, som medfører, at der hen- 
gaar nogen Tid, inden Formforandringen har antaget den til 
Paavirkningen svarende Størrelse. Heraf ligger det nær at 
slutte, at et hurtigt gennemført Forsøg vil give en Arbejdslinie, 
der ligger nærmere ved Ordinataxen (Kraften tænkes altid af- 
sat som Ordinat, Formforandringen som Abscisse) end et 
langsomt Forsøg; til samme Værdi af Kraften vil der nemlig 
i første Tilfælde svare en mindre Formforandring end i sidste. 
Et hurtigt Forsøg skulde altsaa give større Brudgrænse og mindre 
Forlængelse end et langsomt. Dette bekræfter sig ogsaa, men 
ganske vist ikke altid særlig tydeligt; navnlig gælder Reglen 
aabenbart ikke absolut for Forlængelsen, som man vil se af 
følgende Forsøg): (Se øverst næste Side.) 

Indflydelsen af Forsøgenes forskellige Varighed er altsaa 
ikke stor; med den sædvanlige Varighed af Forsøget for 
almindelige Handelsprøver vil Brudgrænsen næppe variere 
mere end 100 kg./cm.2, Forlængelsen 1 ?/0. 

Bauschinger har udført en hel Del meget omhyggelige 


3) Rapport XX de la commission des méthodes d'essai, Τ. Π. 
Bach (Elasticitåt u. Festigkeit, 2te Aufl., 1894, S. 39) anfører nogle 
Forsøg af Goedicke, der altid passe med Reglen ovenfor. 
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| | Brud- For- 
| κος Varighed grænse | længelse 
ναι, | kg./cm.” Sy 
Barba, blødt Staal, 2/2" 3925 32,0 
d - 1,651. ?2 = 10cm. 75" 3720 34,0 
de la Marine Privat, | | ο SAG sd 
extra blødt Staal, | 4 10 i 10 35, 
=D DE δες, | 5 60 3630 32,3 
ᾗ No 4 11; 3550 33,6 
παμε REE EET EET ο ο και κ μ 
Le Chatelier, blødt Staal, | 6 10” 4563 26,3 
d Ξ 1,38em., I — 10em. ἵ 6 10" 4296 24,8 





Forsøg %) over Varighedens Indflydelse, men kom til det 
Resultat, at for Svejsjærn og Staal var der ingen kendelig 
Forskel paa hurtige og langsomme Forsøg. Dette synes at 
staa i Modstrid med de ovenfor anførte Resultater, men det 
forklares ved, at han kun lod Tiden variere mellem 26 og 77 
Minutter, medens det først er ved langt større Hastigheder, 
Forskellen viser sig. 

Intet af de anførte Forsøg giver nogen Oplysning om 
Forholdene ved øjeblikkelig Paavirkning (Stød). Man ved heller 
ikke ret meget herom. Noget Begreb om Sagen faar man dog | 
ved Betragtning af Fig. 122, Pl. 12, der viser Resultatet af et 
Forsøg af Considére ”"), Den nederste Kurve i Figuren er Arbejds- 
linien for roligt Træk for en Traad af blødt Jærn, den øverste 
Kurve er den Arbejdslinie, man skal regne med ved pludselig 
Paavirkning (Stød) for samme Materiale. Hvert Punkt af denne 
Kurve er fundet ved sit Prøvestykke: et Traadstykke paavirkedes 
af en faldende Vægt paa 0,5 kg.; Traaden var ophængt i en 
Fjeder, hvorved dens dynamiske Spænding kunde observeres. 
Da det saaledes deformerede Traadstykke nu ikke vilde forholde 
sig som en upaavirket Traad overfor et nyt Stød, maatte der 


3) Mittheilungen, Heft 20, Undersøgelsen omfattede forskellige Metaller; 
en kendelig Indflydelse af Varigheden konstateredes kun for Zinkblik. 
Bly og navnlig for Tin. 


%) Rapport XX de la commission des méthodes d'essai, T. Il. 
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bruges et nyt Stykke Traad for hvert nyt Punkt af Kurven, 
— Man ser, at de to Arbejdslinier afvige betydeligt fra hin- 
anden; ikke desto mindre er man i Virkeligheden altid hen- 
vist til at regne med den statiske Arbejdslinie ogsaa overfor 
Stød, da der ikke foreligger tilstrækkeligt Forsøgsmateriale til 
at bestemme den i dette Tilfælde rigtige Kurve. De i Fig. 122 
gengivne Resultater ere ganske enkeltstaaende., 

De nu refererede Undersøgelser tilsigte navnlig at faa op- 
klaret, hvorledes det gaar, naar Paavirkningens Varighed ind- 
skrænkes til det mindst mulige. Men ogsaa den stik modsatte 
Yderlighed, meget langvarig Paavirkning, har Interesse. Forsøg 
herover ere først gjorte af Vicat (1834), som fandt, at en Jærn- 
traad, der var belastet med å af Brudbelastningen (i den 
sædvanlige Betydning af Ordet), efter 33 Maaneders Forløb 
brødes efter at have forlænget sig 0,6%. Lignende Forsøg 
ere i den nyere Tid udførte af Thurston%) med Traad af 
svensk Jærn; alle udglødede Traade, der vare paavirkede med 
65 δ/ο af Brudbelastningen og derover brødes efter kortere eller 
længere Tid (højst 17 Maaneder), de ikke udglødede viste langt 
større Modstandsevne; Forlængelserne maaltes ikke, saa man 
mangler en væsentlig Kontrol paa Forsøgene. Heraf slutter 
Thurston, at bløde Materialer (udglødet Traad) overfor meget 
langvarige Paavirkninger have en betydelig lavere Brudgrænse 
end den, man sædvanlig finder ved Trækforsøg. Det er dog 
ikke ganske udelukket, at Rust har spillet en Rolle ved disse 
Forsøg; i hvert Fald har Considére”=) gentaget Forsøgene med 
følgende Resultat: en udglødet Staaltraad, der var paavirket 
med 75%0 af Brudbelastningen havde fra den 8de til den 
18de Dag forlænget sig 0,01—=, i de følgende 3 Maaneder 
kun 0,005=m; ingen af de andre Traade, af hvilke en dog 
var paavirket med 73 %o af Brudbelastningen, havde efter den 
8de Dag forlænget sig 0,005=m. Og naar Forlængelsen saa- 
ledes aftager, ligger det nær at slutte, at der ikke vil indtræde 
Brud. Le Chatelier"+) har ved lignende Forsøg vist, at hvis der 


”) Materials of engineering, New York 1894, Part. II, 5. 590. Thurston 
beretter ogsaa om Vicat's Forsøg. 


33) Rapp. XX de la commission des méthodes d'essai, T. Il. 


133) ibid. Her er ogsaa vist, at for enkelte andre Metaller, navnlig Zink, 
ligger den virkelige Brudgrænse langt lavere end den sædvanlig fundne. 
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indtræder Brud efter nogen Tids Forløb, saa ville For- 
længelserne i Begyndelsen ganske vist aftage noget (d. v. s. For- 
længelserne pr. Minut), men derefter voxe, lige til Bruddet ind- 
træder. 

Resultatet af disse Forsøg er, at den »virkelige Brudgrænse«, 
den Belastning, som kan taales i det uendelige ved rolig Paa- 
virkning, rimeligvis ligger noget lavere end den, man bestemmer 
ved de almindelige Trækforsøg, men for smedeligt Jærn næppe 
mere end ca. 10%0, og endda kun for de bløde Årter af | 
smedeligt Jærn. | 


S&S 45. Temperaturens Indflydelse. Kendskab hertil 
har Betydning for Praxis i mange Tilfælde, baade for Bedøm- 
melsen af den Sikkerhed, man har for de færdige Konstruk- 
tioner ved abnormt eller under sædvanlige Forhold indtrædende 
høje eller lave Temperaturer (almindelige Jærnkonstruktioner, 
specielt Jærnbaneskinner, under særlig stærk Kulde, Jærn- 
Søjler og -Bjælker under en Ildebrand, Dampkedler ο. 5. v.), 
og for den rigtige Behandling af Jærnet under Bearbejdelsen. 
I den nyere Tid er der anstillet en Mængde Undersøgelser 
herover 7); vi skulle ganske kort referere de vigtigste Resul- 
tater, idet vi holde os til Konstruktionsjærn. 

Udglødning, d. v. s. Opvarmning til ca. 700? med paa- 
følgende langsom og jævn Afkøling, bringer Jærnet tilbage til 
sin normale Tilstand, hvis det af en eller anden Grund er 
undergaaet Forandringer. Indre Spændinger bringes til at for 
svinde, Skørhed (omkring lokkede Huller, Blaaskørhed ο. |) 
ligesaa. I Almindelighed tabes der noget i Styrke og vindes i 
Sejghed ved Udglødning. Naar der findes indre Spændinger 
før Udglødningen, kan der dog vindes i Styrke, saaledes f. Ex. 
naar støbte Stykker udglødes for at bringe Støbespændinger 
til at forsvinde.  Exempelvis anføres nogle Resultater af Ud- 
glødning af Staalstøbninger +"): 













3) Gode Oversigter findes i: Zeitschr d. Vereins deutsch. Ing., 1896, 5. 565, 
596, 635 (Ledebur), Johnson: Materials of construction, 1897, ». 557, 
Rapport XIX de la commission des méthodes d'essai, (Le Chatelier) 
Udførlig Kildeangivelse findes det førstnævnte Sted. 


%) Thurston: Materials of engineering, New York 1894, Part II. 5. 575. 


215 8 45, 





























Brud- For- 
grænse | længelse 
| kg./cm.? ο 
Er  μκωκακκαώαωσα 
ikke udglødet | 6177 4 
udglødet ) 7337 8 
ikke udglødet | 5055 4,2 
udglødet 5763 14,6 
ikke udglødet 3781 1 
udglødet 4572 13 





Hvis Proportionalitets- eller Flydegrænsen som Følge af 
en eller anden Behandling i kold Tilstand er bleven hævet 
(hvorom senere), vil den ved Udglødning helt eller tilnærmel- 
sesvis vende tilbage til sin oprindelige Beliggenhed. 

Virkningen af Temperaturer over 1005 C. Som Le Chatelier | 
har vist, har Forsøgets Varighed en betydelig Indflydelse 
paa Resultatet. Naar vi foreløbig tænke paa Forsøg, der 
gennemføres i Løbet af 5—6 Minutter, viser det sig, at 
Brudgrænsen i Begyndelsen aftager op til ca. 60? for blødt 
Jærn, 80—100? for haardere Materiale, og derefter voxer, ind- 
til der ved 250—300? naas et Maximum, der ligger 800—1000 
kg./cm.? højere end Brudgrænsen ved almindelig Temperatur, 
omtrent ens for al Slags smedeligt Jærn. Derefter aftager 
Brudgrænsen hurtigt. Disse Forhold ere illustrerede i Fig. 123, 
Pl. 14, der viser Resultatet af en Række Forsøg med Staal af 
højst forskellig Haardhed, Svejsjærn og Støbejærn i Watertown 
Arsenal”), 1888; Brudgrænsen er afsat som Ordinat, Tempera- 
turen som Abscisse. 

Af dette Forløb af Kurverne for Brudgrænsen skal man 
dog ikke slutte, at Jærnets Modstandsevne overfor ydre Paa- 
virkninger er større ved 250---3005 end ved almindelig Tem- 
peratur. Alle Forsøg vise nemlig, at Proportionalitetsgrænsen 





”) Report of tests at Watertown Arsenal, 1888, S. 503—13. Ogsaa refereret 
af Johnson: Materials of construction, S. 558. Temperaturen maaltes ved 
Stangens Forlængelse, idet denne antoges ensformig, ogsaa ved højere 
Temperaturer, hvilket neppe er korrekt. Kurverne stemme dog meget 
godt med lignende andetsteds fra. 
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og Flydegrænsen aftage hele Tiden med stigende Temperatur. 
Dette ses tydeligt i Fig. 124, Pl. 13, hvor nogle Middelresultater, 
som Rudeloff") har fundet, ere fremstillede. Heraf ses ogsaa, 
at Brudforlængelsen og Brudgrænsen variere næsten i modsat 
Retning; Forlængelsen har sit Minimum omtrent ved den 
Temperatur, der giver Maximum for Brudgrænsen. Endvidere 
ses i Fig. 124, hvorledes Kontraktionen og Elasticitetskoeffici- 
enten variere; for Staal synes den sidste at voxe i Begyndelsen, 
Forsøgene i Watertown have givet en jævn Aftagen hele Tiden. 

Det vigtigste af de i det foregaaende nævnte Resultater er 
denne Sammentræffen af Brudgrænsens Maximum med For- 
længelsens Minimum omtrent ved 2—300'. Dette tyder nemlig 
paa, at Materialet maa være skørt ved denne Temperatur, og 
denne Skørhed, Blaaskørhed, er ogsaa godt kendt, navnlig for 
Staal; af Hensyn til den maa man aldrig bearbejde Staal ved | 
Temperaturer mellem 100—200? og forsvindende Rødglødhede. 
Sædvanlig foreskrives det da ogsaa ligefrem, at en saadan 
Bearbejdelse ikke maa finde Sted, og hvis det i enkelte Til 
fælde ikke har kunnet undgaas, at da hele Stykket skal ud- 
glødes bagefter. 

Naar Forsøget udføres hurtigt, i 40—50 Sekunder, forandres 
Forholdene noget, som det ses i Fig. 125, Pl. 14; Kurverne 
vise Brudgrænsens Variation med Temperaturen, som den er 
funden af Le Chatelier”) for langsom Paavirkning (5—6 Min., 
fuldt optrukken Kurve) og hurtig Paavirkning (40—50 Sek., 
punkteret Kurve); mellem ca. 100? og ca. 300? giver hurtig 
Paavirkning den mindste Brudgrænse og største Forlængelse, 
for højere Temperaturer er det omvendt. For hurtig Paavirk- 
ning indtræffer Brudgrænsens Maximum først ved en noget 
højere Temperatur end ved langsom Paavirkning;  Blaaskør- 
heden er derfor størst overfor Stød og Slag ved ca, 500%, over- 
for rolig Paavirkning ved 300—350?, — Blaaskørheden viser 
sig forøvrigt ikke blot, medens man bearbejder Jærnet ved den 
nævnte farlige Temperatur; naar blot en saadan Bearbejdelse 
har fundet Sted, er Materialet endnu skørt efter Af kølingen; 


”) Mittheilungen aus den kånigl. techn, Versuchsanstalten zu Berlin, 1893, 
S 292, Kurven for Brudgrænsen viser her ikke det samme Minimum 
ved 60? — 100" som i Fig. 123. 


%%) Rapport XIX de la commission des méthodes d'essai, T. ΠΠ. 
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man har adskillige Exempler paa, αἱ Staalstænger, hvorpaa 
der er smedet ved »blaa Varme«, senere ere knækkede som 
Glas ved et ubetydeligt Stød eller Fald. 

Af det ovenfor meddelte fremgaar det, at smedeligt Jærn 
i alt Fald ved 8—900? mister Størstedelen af sin Bæreevne. 
Denne Omstændighed spiller en stor Rolle i Praxis ved Be- 
dømmelsen af Jærnkonstruktioners Brandsikkerhed, og Spørgs- 
maalet er derfor ogsaa adskillige Gange bleven undersøgt ved 
Prøver med Konstruktionsdele (Søjler) i fuld Størrelse, hvor- 
ved man kommer Virkeligheden nærmere end ved de ovenfor 
anførte Laboratorieforsøg. Saadanne Forsøg ere udførte af 
Bauschinger") ο. fl., i den nyeste Tid navnlig af en Kommis- 
sion%+), der blev nedsat i Hamburg i Anledning af en Pak- 
husbrand dér i 1891; Søjlerne belastedes omtrent med det 
Tryk, man vilde byde dem i en Bygning, udsattes derpaa for 
Ildens Virkning og tilsidst i Almindelighed for Paasprøjtning 
med koldt Vand. Som almindeligt Resultat kan angives, at 
ubeklædte Smedejærnsøjler, belastede med 800—1000 kg./cm.? 
give efter og bøje sig ud til Siden ved ο. 600”; ved en god 
Beklædning med et ildfast Materiale+++) kan Bruddet udsættes 
længe, 4—5 Timer. 

Virkningen af Temperaturer under 100?, Det har længe 
været bekendt, at Jærn undertiden viser sig skørt i Frostvejr; 
der indtræffer f. Ex. gennemsnitlig langt flere Skinnebrud paa 
Jærnbanerne om Vinteren end om Sommeren. At dette ikke 
alene kan skyldes tilfældige ydre Omstændigheder (for Jærn- 
baneskinnernes Vedkommende den frosne Ballast), har ligeledes 
længe været klart. Allerede Knut Styffet) viste ganske vist, at 
Brudgrænsen overfor Træk voxer i alt Fald ned til + 409, 
men Sandberg konstaterede (1867) ved Faldprøver, at Skinner 


”) Mittheilungen, Heft 12 og 15. 

55) Dens Beretning er udkommen som særligt Værk: >»Vergleichende Ver- 
suche iiber die Feuersicherheit von Speicherstiitzen«, Hamburg, 1895—96. 
Kort Omtale af de vundne Resultater i Centralbl. d. Bauverwaltung, 
1896, S. 246 og 1897, S. 507. 

3353) En Beretning navnlig om de ved de hamburgske Forsøg gjorte Er- 
faringer om forskellige Beklædninger findes i «Ingeniøren«, 1896, 
S. 305, 313. 

t) De nævnte Forsøg ere f. Ex. refererede af Ledebur i den ovenfor nævnte 
Art. i Zeitschr. d. V. deutsch. Ing. 1896. 
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virkelig vare mere skøre i Kulde end i Varme, og flere andre 
have senere vist det samme. Sandberg”) lod en Del Svejs- 
jærns-Skinner skære i to Stykker og prøvede den ene Halv- 
del ved + 290, den anden ved --- 125: som Middelværdi fandtes, 
at ved + 295 behøvedes der en Faldhøjde af 11,9” for αἱ 
frembringe Brud, ved — 120 kun 3,4” Faldhøjde (med samme 
Faldvægt); Nedbøjningen var mindst 4 Gange saa stor i første 
som i sidste Tilfælde. 

Denne Skørhed kunde man tænke sig forklaret ved, at 
Forlængelsen aftager samtidig med at Brudgrænsen voxer; 
men dette er dog neppe tilstrækkelig Aarsag. Steiner=) fandt 
rigtignok ved sine Forsøg (1891—92) baade med Thomas- og 
Martinjærn en ganske betydelig Aftagen af Forlængelsen — 
fra 28—30'/o til 17%0 ved en Variation i Temperaturen fra 
+ 25" til — 40? —, og hans Forsøg bevirkede i sin Tid en 
vis Ængstelse overfor Staal som Konstruktionsmateriale, men 
man maa næsten antage, at det Staal, han experimenterede 
med, endnu har lidt noget af Børnesygdomme; i alt Fald have 
forskellige nyere Forsøg givet langt gunstigere Resultater for 
Staal, og navnlig synes Rudeloff's"") meget omfattende Under- 
søgelser ikke at give nær saa stærk en Aftagen af Forlæn- 
gelsen. Vi skulle anføre nogle af hans Resultater (Forlængelsen 
maaltes paa 30”. paa hver Side af Bruddet.). (Se Tabellen 
næste Side.) 

Den mest plausible Forklaring er fremsat af Le Chatelier +++), 
som antager, at Skørheden er en Følge af Flydegrænsens Varia- 
tion med Temperaturen og med Paavirkningens Hastighed. 1 
Fig. 126, Pl. 14, hvor der er fremstillet nogle Forsøgsresul- 
tater med Traad af extra blødt Staal, angive de fuldt op- 
trukne Kurver Flyde- og Brudgrænse ved meget langsom Paa- 
virkning, de punkterede Kurver for en Varighed af Forsøget 
paa 1 Minut og den stiplede Kurve endelig Brudgrænsen, naar 
Forsøget gennemførtes i 2—3 Sekunder. Man ser, at ved 
langsom Paavirkning holder Afstanden mellefn Flyde- og Brud- 


”) De nævnte Forsøg ere f. Fx. refererede af Ledebur i den ovenfor nævnte 
Art i Zeitschr. d. V. deutsch. Ing. 1896. 
35) Mittheilungen aus den kånigl. techn. Versuchsanstalten zu Berlin, 1895. 
S, 206. 
333) Rapport XIX de la commission des méthodes d'essai, T. ΠΠ. 
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Flyde- Brud- For- 
Τι 
Materiale See grænse grænse længelse 
ratur k i 
| kg./cm.? kg./cm.? ο 
Blødt Nittejærn, | + 189 2870 3970 30,2 
Svejsjærn — 20? | 2920 4170 29,0 
| —80? 3040 4270 26,6 
Martinjærn, | + 18? 2400 4040 39,5 
Skibsbygningsmateriale —20? |! 2470 4360 38,0 
— 80? 2970 4520 — 
ων Eg en ο. τε ρύπων ώππ ος ον 
'Thomasjærn, | + 200 2870 4340 35,3 
Skibsbygningsmateriale | — 20? 3040 4550 33,8 
| —809 | 3200 4620 (31,9) 
ο ------''--υ-- πτ-τε--- mmm ο == 
Fjederstaal + 18" 3870 7720 17,7 
— 209 4020 8420 15,7 
— 80? 4440 8440 12,8 




















grænsen sig omtrent konstant; begge voxe langsomt med af- 
tagende Temperatur. Ved 1 Minuts Varighed af Forsøget 
stiger Flydegrænsen mellem —- 105 og -= 65" langt stærkere 
end Brudgrænsen, og ved +65" falde de to Grænser sammen. 
At disse to Punkter af Arbejdslinien falde sammen, vil her 
dog kun sige, at de have samme Ordinat; naar Flydegrænsen 
er naaet, bliver Arbejdslinien omtrent vandret, Kraften holder 
sig konstant, indtil Bruddet indtræder, men der foregaar (eller 
kan foregaa) en betydelig Forlængelse, inden dette finder Sted. 
Kurven i Fig. 126 for 2—3 Sekunders Varighed af Forsøget 
har ganske samme Forløb som Kurven for Flydegrænsen ved 
1 Minuts Varighed af Forsøget, i alt Fald fra --- 205 og ned- 
ad, og det ligger da nær at slutte, at ved pludselig Paavirk- 
ning falde Flyde- og Brudgrænse sammen, naar Temperaturen 
er under + 20, Hvis dette imidlertid er Tilfældet, kan man 
let tænke sig, at der paa Grund af Mangel paa Homogenitet 
kan findes et enkelt Punkt af Prøvestykket, hvor Brudgrænsen 
kan naas, inden man er kommen op til Flydegrænsen for det 
øvrige Materiale, og i saa Fald springer Prøvestykket dér 
uden først at forlænges, viser sig altsaa at være skørt. 
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Almindelige Jærnkonstruktioner ere dog sjældent udsatte 
for saa lav en Temperatur eller for saa stødvis en Paavirk- 
ning, at denne Skørhed faar nogen Betydning. 


ὃ 46. Indflydelsen af den kemiske Sammensaæt- 
ning. 

Det ligger ganske udenfor denne Bogs Ramme at behandle 
Spørgsmaalet om Jærnets kemiske Sammensætning og de for- 
skellige Indblandingers Virkning i Enkelthederne En kort 
Redegørelse for Hovedpunkterne vil dog være af Betydning for 
en Ingeniør, der beskæftiger sig med Jærnkonstruktioner. 

Kemisk rent Jærn har i Almindelighed forholdsvis ringe 
Styrke, men stor Seighed. I Praxis forekommer det aldrig; 
det er først ved Forbindelsen med forskellige andre Stoffer, 
og navnlig da Kulstof, at det bliver til et teknisk brugbart 
Materiale. 

Kulstof forekommer i smedeligt Jærn i alle mulige For 
hold mellem ο. 0,1%0 og 2%0; 2—2,3 %o er omtrent Grænsen 
mellem Støbejærn og smedeligt Jærn. Det kulstoffattige Jærn 
har mindst Styrke, størst Seighed; ved Forøgelse af Kulstof- 
indholdet fra 0,1 til 1,0 % kan man bringe Brudgrænse og Flyde- 
grænse op til omtrent det dobbelte, men samtidig gaar Seig 
heden meget stærkt ned (sammenlign de i & 43 refererede 
Forsøg af Bauschinger med Jærn af forskelligt Kulstofindhold; 
se ogsaa Fig. 123).”) Ved c.1%0 Kulstofindhold — Grænsen 
angives noget forskelligt, 0,8—1,3%/o — naar Brudgrænsen sit 
Maximum, og ved endnu større Kulstofindhold aftager baade 
Styrke og Seighed, saa Materialet nærmer sig mere og mere 
til at forholde sig som Støbejærn. De forskellige Former, 
hvori Kulstoffet optræder, og disses Betydning for Hærdning, 
Udglødning m. m. skulle vi ikke indlade os paa. 

Af de mange andre Stoffer, der mere eller mindre alminde- 
ligt forekomme i Jærn (Staal), ere Silicium, Mangan, Phos- 
phor og Svovl de vigtigste, Et godt Begreb om de forskellige 
Stoffers Virkning paa Styrke og Seighed faar man ved en 
Række Forsøg, der er anstillet af Arnold") (Sheffield), og som 


”) En lang Række Resultater for Staal med forskelligt Kulstofindhold 
findes i »Hålfasthetsprof å svenska materialier« utg. af Jårnkontorel, 
Stockholm, 1897, S. 19—38. 


33) Refereret i Zeilschr. d. Vereins deutsch. Ing., 1894, S. 902. 
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vi her skulle referere. For αἱ bestemme Virkningen af hvert 
Stof for sig fremstillede han Legeringer af tilnærmelsesvis rent 
Jærn og ο. 11%0 af vedkommende Stof, idet alle de andre 
sædvanlige Indblandinger saavidt muligt bleve holdte borte, 
og af hver Legering udvalsedes Rundstænger, der under- 
kastedes Trækprøver. Analyser af de enkelte Prøvestykker 
viste, at der i intet af dem (undtagen naturligvis i den særlige 
Legering med vedkommende Stof) fandtes mere end 0,03 %”o 
Svovl, 0,03 %o Phosphor, 0,08 %o Silicium (i Manganlegeringen 
dog 0,37 76 Si), 0,04%0 Aluminium, 0,14 %o Mangan (i Kul- 
legeringen dog 0,28 %o Mn.); Kulstofindholdet er nedenfor an- 
ført for hver af Legeringerne. I almindeligt Jærn forekommer 
intet af de nævnte Stoffer dog i saa store Mængder som 11/0, 
saa man kan ikke af Forsøgsresultaterne slutte noget bestemt 
om Indblandingernes Virkning under almindelige Forhold; 
men man faar et Begreb om, i hvilken Retning Virkningen 
af de enkelte Stoffer gaar. Resultaterne i Tabellen nedenfor 
skulle nærmest sammenlignes med Resultaterne for det valsede 
Jærn i 2den Linie. ) 








ῆ 
































| Indhold af Elastici- ag For- ig 

5 tets- rud= | længelse on: 

Specialelement | - Kulstof | προ | grænse | pr, i cm. | traktion 
%Yo 9/9 kg./cm.? | kg./cm.? 9%fg 9%, 
Jærn, udstøbt | 99,82 0,08 2250 3160 16,0 38,8 
2  valset | 99,87 | 0,04 2260 3430 47,0 76,5 
Kulstof | 1,35 1,35 7320 9060 5,0 5,6 
Nikkel | 1,51 0,11 | 3520 4210 35,3 62,0 
Mangan | 1,29 0,10 3570 5070 35,0 65,0 
Kobber 1,81 0,10 4850 5480 30,5 62,2 
Chrom [| 1,10 0,17 3100 4280 40,0 72,1 
Wolfram | 1,41 0,08 3150 4280 | 42,5 76,6 
Aluminium 1,85 0,03 2680 4250 35,0 63,7 
Silicium 1,94 0,08 |! 3200 4990 36,0 62,4 
Årsen 1,57 0,04 2780 4260 28.5 34,1 
Phosphor 1,36 0,07 4560 4560 0,0 0,0 
Svovl 0,97 0,08 400 400 0,0 0,0 








Det ses af Tabellen, at saadanne Mængder som ο. 11% 
ikke have nogen særlig fremtrædende Virkning undtagen for 
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Kulstof, Phosphor og Svovl; Kobber, Silicium og Mangan 
have dog aabenbart en afgjort gunstig Indflydelse.  Under- 
søgelsen giver kun Oplysning om Virkningen af de nævnte 
Mængder af Stofferne; større Mængder give som bekendt ofte 
Legeringer med fremragende Egenskaber (Nikkel-, Chrom-, 
Wolfram-, Manganstaal o. fl.). 

Silicium og Mangan forøge i de sædvanligt i Jærn fore- 
kommende Mængder Styrken, formindske Seigheden; dette er 
forøvrigt en almindelig Regel, som i forskellig Grad gælder 
næsten alle fremmede Stoffer i Jærn. 

Silicuum giver tættere Støbninger, Mangan modvirker 
Svovlets skadelige Indflydelse og tilsættes under Fremstillingen 
af Staal som Afiltningsmiddel. Disse to Stoffer forekomme 
altid i ikke ubetydelig Mængde i Staal. For at Seigheden 
ikke skal blive formindsket for meget, sættes i Almindelighed 
for Konstruktionsjærn 0,1 %o Silicium og 0,3—0,5 Yo Mangan 
som Grænser, der ikke gerne maa overskrides. 

Svovl gør Jærnet rødskørt, d. v. s. skørt ved Rødglødhede, 
i Almindelighed mest ved mørk Rødglødhede.  Faconjærn 
med tynde Flanger kan derfor overhovedet ikke valses, naar 
Svovlindholdet overskrider en vis Størrelse; for Konstruktøren 
er dette en ganske beroligende Omstændighed, han behøver 
altsaa i Almindelighed kun at frygte Svovlet i Jærn, der leveres 
i simplere Former. Svovlets skadelige Virkning modarbejdes, 
som ovenfor bemærket, af Mangan, saa det tilladelige Svovl- 
indhold kan være større, naar der er rigeligt Mangan til Stede. 
Medens f. Ex. 0,04 δ/ο Svovl allerede kan gøre Svejsjærn tydelig 
rødskørt, fordi der her intet eller næsten intet Mangan er til 
Stede, kan Staal endnu taale 0,08—0,1 %o, naar det indeholder 
0,7—0,8 ”/o Mangan. Det tilladelige Svovlindhold varierer der- 
for gerne mellem 0,02 [ο og 0,1 %o. 

Phosphor forøger Styrken, men formindsker samtidig Seig- 
heden i meget høj Grad; Jærnet bliver koldskørt. Virkningen 
voxer med Kulstofindholdet og viser sig langt tydeligere ved 
Staal end ved Svejsjærn; det forholdsvis store Procentindhold 
af Phosphor i Svejsjærn, der undertiden kan forekomme uden 
at gøre videre Skade, hidrører maaske dog som oftest fra 
Slaggedele og er derfor ikke i direkte Berøring med Jærnet. 
Det tilladelige Phosphorindhold varierer mellem 0,01 0ο og 
0,08 9/0. 
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Der er gjort mange Forsøg paa at opstille Formler for 
Brudgrænse, Brudforlængelse, Kontraktion etc. som Funktion 
af den kendte Sammensætning"), uden at Bestræbelserne dog 
kunne siges at være lykkedes. Vanskeligheden herved ligger 
for en stor Del i, at den forskellige Bearbejdelse og Behandling 
af Jærnet spiller en ofte lige saa stor Rolle som den kemiske 
Sammensætning; den maa derfor i alt Fald ogsaa indgaa i 
Formlen paa en eller anden Maade, men at udtrykke Bear- 
bejdelsens Effektivitet ved Tal har hidtil været umuligt. 

Her i Europa har det hidtil ikke været almindelig Brug 
at specificere Grænser for Indholdet af skadelige Stoffer; i 
Nordamerika specificeres næsten altid et Maximumsindhold af 
Svovl og Phosphor. 


& 47. Paavirkninger, der overskride Proportio- 
nalitetsgrænsen, hyppigt gentagne Paavirkninger. 
Arbejdsliniens Form og dens mærkelige Punkters Beliggenhed 
afhænger i høj Grad af den Behandling, Jærnet tidligere har 
været underkastet. Dette Spørgsmaal er navnlig bleven under- 
søgt af Bauschinger og Wåhler; vi skulle først gengive en Del af 
Bauschingers"+) Resultater og begynde med Paavirkninger, der 
stadig ere af samme Art, altsaa enten Træk eller Tryk. 


1. Paavirkninger, der holde sig under Proportionalitets- 
grænsen, medføre ingen Forandring i Prøvestykkets elastiske 
Egenskaber, selv om de variere adskillige Gange mellem Nul og 
deres højeste Værdi. Anderledes gaar det derimod, hvis Propor- 
tionalitetsgrænsen overskrides. 


2. Ved en Paavirkning mellem Proportionalitets- og Flyde- 
grænsen hæves den første strax og desto mere, jo højere Paavirk- 
ningen er; naar Paavirkningen er naaet omtrent op til Flyde- 
grænsen, befinder Proportionalitetsgrænsen sig ved et Maximum, 


%) En Del amerikanske Forsøg refereres af Johnson (Materials of con- 
struction, S, 157). En fransk Formel (Deshayes) findes i Ann. d. ponts 
et chaussées 1885, I, S. 767. Jiiptner v. Johnstorff (Beziehungen zwischen 
Zerreisfestigkeit u. chemischer Zusammensetzung von Eisen u. Stahl« 
og »Beziehungen zwischen der chemischen Zusammensetzung u. den - 
physikalischen Eigenschaften von Eisen u. Stahl«, Leipzig, 1895 og 
1896) opregner de fleste tidligere opstillede Formler, førend han opstiller 
sine egne. 


%%) Mittheilungen, Heft 13. 
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og saasnart Flydegrænsen overskrides, gaar Proportionalitets- 
grænsen ned, ofte helt til Nul. For at konstatere dette sidste, 
maa man foretage en Maaling umiddelbart efter; lader man 
nemlig nogen Tid hengaa, forandres Forholdene atter, idet 
den saaledes sænkede Proportionalitetsgrænse i Tidens Løb atter 
hæver sig; efter nogle Dage naar den op til Paavirkningens 
Værdi, og efter længere Tid, i alt Fald efter nogle Aars Forløb, 
ligger den endnu højere. 

3. Ved Paavirkning op over Flydegrænsen hæves denne 
strax op til samme Størrelse som Paavirkningen, og i Tidens 
Løb gaar Flydegrænsen endnu højere op. 

Det endelige Resultat af en Paavirkning over Flydegrænsen 
er altsaa altid, at baade Proportionalitetsgrænsen (i Tidens Løb) 
og Flydegrænsen hæves. 

4. Med Elasticitetskoefficienten forholder det sig i Reglen 
paa samme Maade som med Proportionalitetsgrænsen: ved 
Paavirkning over Flydegrænsen bringes den til at aftage noget, 
men den voæxer i Tidens Løb igen og ligger efter nogle Aars 
Forløb altid højere end oprindelig. Variationen af E er dog 
ikke betydelig. 

For den klarere Forstaaelses Skyld skal anføres et Par 
af de Forsøgsrækker, ved hvilke Bauschinger har bevist oven- 
staaende Sætninger. Sætning 2 og 3 (undtagen Tidens Virk- 
ning bagefter) fremgaar af følgende Forsøg) med Materiale fra 
en Staalskinne (alt er angivet i kg./cm.?): 



































Paavirkning: Træk, RE? AN GES Maximume: 

| belastning 
Oprindelig Tilstand | 2200000 | 1900 | 2460 2460 
Ved Maaling strax efter | 2225000 2120 > 3130 3130 
. ”» . » | 2226000 2350 3330 3350 
> . > . | 2200000 1900 3480 4490 
. . . . 2140000 1030 > 4590 4590 


Ved første Maaling var højeste Belastning 2460, og Flyde- 
grænsen var da endnu ikke naaet (dette er betegnet ved > 


%) Bauschingers Mittheilungen, Heft 13, Tab. ΥΠ. 
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'oran Tallet i Kolonnen »F«). Ved Belastningen 2460 ses i 
2den Linie Proportionalitetsgrænsen at være hævet til 2120; 
igesaa hæves Proportionalitetsgrænsen ved Belastningen 3130, 
ler endnu ikke naar Flydegrænsen. I 3die Linie ses Maximums- 
belastningen at overskride Flydegrænsen ganske lidt, og her- 
ved sænkes P og ligeledes E, hvorimod F hæves; den stærkere 
Belastning, hvormed 44ο Linie ender, ses i Ste Linie at have 
langt større Virkning. 

Sætning 3 og 4 samt sidste Del af Sætning 2 kan paa 
samme Maade forfølges ved følgende Forsøgsrække +) med 
Svejsjærn: 























| | | 
Paavirkning: Træk | Ε Pr 4 F | Max munis: 
| | | belastning 
Oprindelig Tilstand | 2050000 1620 |: 2130 2430 
20 Minutter efter | 1980000 1035 2480 3000 
63 Timer . 1960000 2960 3380 3590 
20 Minutter >» | 1870000 | 1070 | 38660 3650 
3 Aar 18 Dage efter | 2090000 | 758870 | >3870 3870 


Mellem 24επ og 3die Linie maa man erindre, at der er 
hengaaet 63 Timer; ved Belastningen 3000 er Proportionalitets- 
grænsen strax bleven sænket, men i Løbet af de 63 Timer 
har den atter hævet sig helt op til 2960.  Elasticitetskoeffici- 
enten er ligeledes bragt til at aftage ved Belastningen 3000, 
og endnu efter de 63 Timers Forløb ligger den lavere; Virk- 
ningen er her langsommere. 

Sætningerne ere navnlig beviste ved Trækforsøg, men 
enkelte Forsøg af Bauschinger med Tryk have givet ganske 
samme Resultater, hvilket ogsaa er bekræftet af Dupuy tt). 

Ifølge det nu meddelte er Beliggenheden af Proportionalitets- 
og Flydegrænsen højst usikker, da man ikke altid kan kende 
den Behandling, Jærnet er undergaaet, inden man faar fat 
paa det. For Proportionalitetsgrænsens Vedkommende har 
Bauschinger dog gjort nogle senere Forsøg, der synes at tyde 


5) Bauschingers Mittheilungen, Heft 13, Tab. ΠΠ. 


55) Annales des ponts et chaussées, 1897, I, S. 1. 
Α. Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære. 15 
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paa, at selv om dens øjeblikkelige Beliggenhed kan være 
meget forskellig, saa er dog den højeste Beliggenhed, hvortil 
den kan hæves, uafhængig af den tidligere Behandling. Den 
højeste Beliggenhed faar man ifølge det foregaaende ved at 
anvende saa stor en Paavirkning som muligt, og det vil sige 
Brudbelastningen. For Brudstykker af Prøvelegemer, der vare 
blevne trukne, over, fandt Bauschinger følgende 3): 





Proportionalitets- 
grænse 


| efter 
| oprindelig | Brud 





Svejsjærn 1840 | 2800 
5 | 1290 | 2850 
Blødt Staal 2350 | 2700 
ο τμ | 1000 | 2700 


De to Svejsjærns Stænger og ligesaa de to Staalstænger 
vare skaarne ud af samme større Stykke; trods den højst for- 
skellige oprindelige Beliggenhed af Proportionalitetsgrænsen 
gave Maalingerne med Brudstykkerne, som man ser, samme 
Resultat. Tidens Virkning spiller ved disse Forsøg ingen Rolle, 
da Brudstykkerne havde ligget lige længe efter at være revne 
over, 

De i det foregaaende omtalte Paavirkninger forekomme 
ikke sjældent i Praxis; saasnart man giver Jærn en blivende 
Formforandring i kold Tilstand — ved Bøjning, Hamring. 
kold Valsning”"), kold Traadtrækning etc. — overskrides Flyde- 


3) Miltheilungen, Heft 21, S. 27. 

”) En meget omfattende Undersøgelse af koldt valsede Axler af Thurston 
(se Th.: Materials of engineering, New-York 1894, Part II, S. 615) be 
kræfter Bauschingers Resultater. Thurston fandt, at denne Proces hæ- 
vede Elasticitetskoefficienten ο, 4 0ο, »Elasticitetsgrænsen« (vistnok her 
lig Flydegrænsen) c. 100 01ο, Brudgrænsen 25—400, medens Brudfor- 
længelsen aftog fra ο. 25% til ο, 10/0; disse Tal ere fundne som Gen- 
nemsnitsværdier af flere Hundrede Forsøg. 

Materialets Stivhed forøges altsaa overordentligt, hvilket man { 
mange Tilfælde kan drage sig til Nytte; men det er kun blødt Materiale, 
der kan taale Behandlingen, og der tabes meget i Modstandsevne over 
for Stød ο. 1. 

Et Begreb om, hvad der opnaas ved kold Valsning, faar man 0gså2 
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zrænsen i de paavirkede Punkter, og Jærnet viser derfor nu 
mindre Strækkelighed og Sejghed, men større Stivhed, end i 
jin oprindelige Tilstand. — Det har derfor stor Betydning at 
vide, om man kan faa de kunstigt forhøjede Proportionalitets- 
og Flydegrænser sænkede igen, og hvorledes dette kan ske, 
og ogsaa herover har Bauschinger anstillet omfattende Under- 
søgelser. Som Resultat heraf anføres, at stærke Rystelser 
(Oversmedning i kold Tilstand) og ligeledes Opvarmning til 
mindst ca. 400? med paafølgende Afkøling atter sænker de 
kunstigt hævede Grænser; Virkningen er kraftigst overfor Pro- 
portionalitetsgrænsen, men ogsaa Flydegrænsen sænkes. Hurtig 
Afkøling efter Opvarmningen virker langt kraftigere end lang- 
som Afkøling; ved Glødning og paafølgende hurtig Afkøling 
sænkes Proportionalitetsgrænsen til Nul eller omtrent til Nul, 
langsom Afkøling kan derimod ikke frembringe saa stærk en 
Sænkning. 

Til Bevis for disse Sætninger anfører Bauschinger en 
Mængde Forsøgsrækker, og de ere ogsaa fundne bekræftede 
andetsteds. Vi skulle anføre en Forsøgsrække med en koldt 
valset Svejsjærns-Axel fra Watertown Arsenal”), der viser god 
Overensstemmelse med Bauschingers Resultater: 


af hosstaaende Tabel; (se »Hålfasthetsprof å svenska materialier« utgifna 
af Jårnkontoret, Stockholm 1897, S. 38). Materialet er 30 m.m. Rund- 
jærn (Bofors' Martinstaal) med 0,44 "/0 Kulstof. Stængerne vare udglø- 
dede før Valsningen. 








i | 
Valsningen udført | Elasticitets- Forlængelse 











under et totalt Tryk grænse Brudgrænse pr. 10 cm. 
af ts. 
kg./cm.? kg./cm.? of, 
[ 

12,25 | 3900 6100 20 
15,40 4470 6180 12,3 
18,50 5170 6250 12,2 
21,70 5620 6320 10,3 
29,50 5680 6260 11,5 
35,85 6270 6660 9,0 
67,25 6590 7100 5,0 








3) Report of tests at Watertown Arsenal, 1892, S. 513. 
1ο. 
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| | Proport.- Brud- Forlængelse 
Udglødnings- | Afkølet | grænse grænse | pr. 12,5 cm. 
ο | | kg. em? 2 kg./cm.” 90 
ll ΕΤ 

Ikke SEERE | | 3380 / 4750 || 13,6 
. | 3310 4730. | 9,6 
150? | langsomt | 3400 | 4510 13,4 
300? | » 3450 | 4500 15,0 
450? | » 3020 4180 14,6 
600? | . | 2670 | 3560 21,6 
8509 | 2090 3580 22,2 
lys kirsebærrød | i κα | ca. 1000 3440 28,0 
lys kirsebærrød | i Saltvand 0 3740 | 21,6 
> . | i Olie | 0 3620 25,8 


Ogsaa de tidligere omtalte Forsøg med Smedejærnssøjler 
under Indvirkning af Varme (Ildebrand) bekræfte Sætningernes 
Rigtighed; naar der sprøjtes koldt Vand paa den til ca. 600' 
opvarmede Søjle, bøjer den sig meget stærkt ud til Siden, 
hvilket tyder paa en Sænkning af navnlig Flydegrænsen. 

Vi gaa dernæst til Paavirkninger, der skifte mellem Træk 
og Tryk. Her fandt Bauschinger følgende Forhold: 

1. Ved Belastning til f. Ex, Træk over Proportionalitets- 
grænsen, bliver Proportionalitetsgrænsen for Tryk bragt ned til 
Nul eller omtrent til Nul; omvendt ved Belastning til Tryk; 
Virkningen er des større, jo højere Belastningen er. Naar f. Ex. 
Proportionalitetsgrænsen for Træk paa denne Maade er sænket, 
kan den, efter hvad der ovenfor er meddelt, atter hæves ved 
Træk-Belastning; men saasnart Belastningen overskrider den 
saaledes hævede Proportionalitetsgrænse for Træk, vil Propor- 
tionalitetsgrænsen for Tryk strax gaa ned. 1 Tidens Løb ville 
de paa denne Maade sænkede Grænser ikke atter hæve sig, 
eller dog kun lidt. 

2. Ved jævnt voxende, mellem Træk og Tryk skiftende 
Paavirkninger, der ikke overskride den oprindelige Propor- 
tionalitetsgrænse, kunne Proportionalitetsgrænserne ikke sænkes. 

ὃν Naar man her har haft begge Proportionaliteisgrænser 
trykkede ned, og man atter vil hæve dem saa højt som muligt, 
lader dette sig ikke gøre ved at behandle dem hver for sig, — 
Tryk-Proportionalitetsgrænsen ved Trykbelastning, — thi en 
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Overskridelse af επ af de frembragte Grænser bringer strax 
den anden til at gaa ned. Derimod kan man anvende Belast- 
ninger, der skifte regelmæssigt mellem Træk og Tryk og voxe 
jævnt; ved en saadan Paavirkning vil nemlig Proportionalitets- 
grænsen for f. Ex. Tryk ikke gaa ned til Nul, førend Træk- 
paavirkningen kommer op over den oprindelige Proportionali- 
tetsgrænse. Selv paa den Maade kan man imidlertid kun hæve 
begge Proportionalitetsgrænser til en vis Værdi, der altid ligger 
betydeligt lavere end den oprindelige; denne Værdi kaldte 
Bauschinger den »naturlige Elasticitetsgrænse«. 

Vi anføre atter her en af Bauschingers Forsøgsrækker +) 
(for Bessemerstaal): 








P.G. af den anvendte 














Paavirkning | P 1 FS re g | | Mas,Belastning gaar 
] ΓΡ (ΤΙ) | P (Tryk) 
NI . I 
Træk || 2694 3674 | op. ned 
Tryk (22/4, Timer senere) ] 494 3706 ned op 
Træk (5 >  ) | 245 3429 op ned 
Tryk ( 4 Dage ” ) | 738 1230 bliver op 
Træk(2 > κο | 738 1230 op | bliver 
Tryk (5Y2 Timer 5 ) | 1230 1476 bliver | op 
Træk (212. > >» ) 1230 1476 op bliver 
Tryk ( 2 Dage » ) 1476 1476 bliver op 
Træk ( 4 Timer » ) | 1476 1722 op bliver 





Ved 3 yderligere Forsøg med Maximumsbelastning 1722 
baade til Træk og Tryk hæves Proportionalitetsgrænserne ikke 
højere; 1476 er altsaa den »naturlige Elasticitetsgrænse«. Ved 
de første 3 Forsøg overskrider Maximumsbelastningen den op- 
rindelige Proportionalitetsgrænse og bevirker derfor en For- 
andring af baade Træk- og Tryk-Grænserne; ved de følgende 
Forsøg naar Belastningen derimod ikke op til den oprindelige 
Proportionalitetsgrænse, og idet der skiftes regelmæssigt mellem 
Træk og Tryk, hæves begge Grænserne. 

Hidtil have vi navnlig talt om Proportionalitets- og Flyde- 
grænsen, men heller ikke Brudgrænsen er uafhængig af Jærnets 
tidligere Paavirkninger. En Paavirkning, der overskrider Flyde- 


”) Mittheilungen, Heft 13, Tab. XIII. 
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grænsen, vil i Almindelighed ogsaa hæve Brudgrænsen =), mest 
naar Paavirkningens Størrelse nærmer sig til Brudgræresen eller 
virkelig naar denne, saa der indtræder Brud; naar Forsøget 
gentages med Brudstykkerne af en overreven Stang, firader man 
en højere Brudgrænse. Det synes ogsaa, som om Brudstiykkernes 
Styrke voxer yderligere i Tidens Løb; en Overskridelse af Brud- 
grænsen har altsaa ganske samme Virkning paa denne Grænses 
Beliggenhed som en Overskridelse af Flydegrænsen har paa 
Flydegrænsens Beliggenhed. 

Disse Sætninger ere bekræftede ved mange Forsøg, bl. a. 
af Bauschinger "%), der trak en Jærnstang over 7 Gange efter 
hinanden og derved fandt Brudgrænsen tiltaget fra 3200 til 
4400 kg./cm.”, og af Thurston og Beardslee"), der ogsaa 
navnlig have studeret Tidens Indflydelse. Sidstnævnte fandt 
ved Forsøg med godt, sejgt Jærn (Kedelplade), at Styrken 
voxede ca. 15 %o ved en Paavirkning til Brudgrænsen og ca. 1 
Dags Hvile bagefter; haardt Materiale viste kun en Tilvæxt af 
gennemsnitlig ca. 6%. Vi skulle anføre Resultaterne af en 
anden Række Forsøg af Beardslee med Rundjærn af forskellig 
Diameter (23—78 m. m.), hvoraf Tidens Indflydelse tydeligt 
fremgaar: 








| Middel- 


Hviletid mellem de 1 Antal 

is Forsøg | Tilvæxt i βοσιος 
| Styrke 

mindre end 1 Time | 1,1 % 5 

1—8 Timer | 38 - 8 

3 Dage | 16,2 - 10 

8 Dage | 178 - 2 

8—43 Dage | 168 - 5 


6 Maaneder | 17,9 - 12 


Man har villet forklare denne Voxen af Brudgrænsen alene 
derved, at Prøvestykket selvfølgelig første Gang rives over paa 
det svageste Punkt; denne Forklaring kan dog ikke være 


3) Se Noten ovenfor om koldt valsede Axler, 
33) Se Weyrauch: Die Festigkeitseigenschaften etc. von Eisen- und Stahl- 
konstruktionen, 2te Aufl.; Leipzig 1889. S. 98. 
933) Se Thurston: Materials of engineering, Part. II, New-York 1894, S. 600. 
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rigtig af flere Grunde, navnlig af Hensyn til Hviletidens Ind- 
flydelse. 

Vi komme nu til de saakaldte »Wåhler'ske« Forsøg. Naar 
man ser bort fra enkelte Forløbere, var nemlig Wåhler den 
første, der undersøgte Virkningen af hyppigt gentagne Paavirk- 
ninger paa Brudgrænsens Beliggenhed (1859—70) +); Forsøgene 
fortsattes af Spangenberg, og senere har navnlig Bauschinger 
underkastet dette Spørgsmaal en meget omhyggelig Under- 
søgelse ++), 

Resultaterne af Wåhlers Forsøg kunne sammenfattes saa- 
ledes: Ved hyppigt gentagne Belastninger indtræder Brud for 
en mindre Spænding end ved en rolig Paavirkning. Idet Paa- 
virkningen varierer mellem en højere og en lavere Grænse, 
Pmax. Og Pmin., vil det Antal Spændingsvariationer, der er nød- 
vendigt for at fremkalde Brud, navnlig afhænge af Differensen 
mellem Pmax. Og Pmin. (disse indføres med Fortegn), og disse 
Grænsers absolute Værdier ville kun have den Betydning, at for 
voxende Spænding indtræder Brud ved en mindre Differens. 

Hvis f. Ex. Pmax. holdes konstant, skal der des flere 
Spændingsvariationer til at fremkalde Brud, jo større pPrin. er, 
altsaa jo mindre Differensen er; og der vil for et givet Prxax. 
være en vis Værdi af Differensen eller af Ppwin., ved hvilken Brud 
netop endnu ikke indtræder, selv om Spændingsvariationernes 
Antal er uendelig stort (Wéhler har anvendt 30—50, i et enkelt 
Tilfælde endog 132 Millioner Spændingsvariationer). 

Wohlers Resultater have en meget vidtrækkende praktisk 
Betydning, idet man derved har et Udgangspunkt for Valget 
af den tilladelige Fiberpaavirkning, som vi skulle se i næste 5. 
Hvad man for dette Formaals Skyld navnlig har Brug for at 
kende, er de sammenhørende Værdier af Pmax. Og Pmin., hvori- 
mellem der endnu netop kan taales Variationer i det uende- 
lige; for et givet Ppmin. er det tilsvarende ρωος. at betragte som 
Brudgrænsen. For denne variable Brudgrænse har man ind- 
ført Betegnelsen: den til det givne ων. svarende »Arbejds- 





35) De vigtigste af Wåhlers Resultater findes i Zeitschrift får Bamwesen, 
1870, S. 74. 

53) Bauschingers Resultater findes i hans »Mittheilungen«, Heft 13 og 25. 
Han fik desværre aldrig bearbejdet sine sidste Forsøg (siden 1886), skønt 
Spørgsmaalet beskæftigede ham lige til hans Død 1893. Resultaterne 
i Heft 25 ere offentliggjorte af Fåppl. 
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styrke«. Med det såmme skal der indføres særlige Betegnelser 
for nogle specielle Værdier af Arbejdsstyrken. For Pris 
Ξ Pmsx falder den tilsvarende Værdi af Arbejdsstyrken sammen 
med Materialets Brudgrænse for absolut rolig Paavirkning: 
denne Værdi af Arbejdsstyrken skal i det følgende betegnes 
ved Ordet Ligevægtsstyrke%). Den til pin, == 0 svarende Arbejds- 
styrke skal kaldes Udsvingsstyrke”), den til Pmin. = — Pros 
svarende Værdi Svingningsstyrke+). — Mellem Minimumspaa- 
virkningen og den tilsvarende Arbejdsstyrke maa der bestaa 
en vis Relation; hvis den var bekendt, havde man ved den 
Wåhlers Resultater udtrykte paa den simpleste og mest ud- 
tømmende Maade. Skønt Wåhlers Forsøg ere lovlig faatallige 
hertil, er der dog gjort adskillige Forslag til en saadan Rela- 
tion. Den første, der indlod sig paa Forsøget, var Gerber, der 
fandt, at naar man afsatte ρα. som Abscisse, Pmax. — Ρως 
som Ordinat, fik man en 2den Grads Parabel. Denne »Ger- 
berske Parabel« spillede i sin Tid en betydelig Rolle, men 
stemmer slet ikke med Bauschingers seneste Resultater; i 
næste & skulle vi anføre en anden lignende Relation. 
Bauschinger har ved sine Forsøg bekræftet Wohlers Re- 
sultater, men hans Formaal var forøvrigt navnlig at finde en 
Forklaring af dem. Han gik derved ud fra, at da en Paa- 
virkning, der overskrider Elasticitetsgrænsen, frembringer en 
blivende Formforandring, saa maa en Gentagelse heraf til- 
strækkelig mange Gange nødvendigvis fremkalde Brud ++). Ud 
fra denne Anskuelse vare Wåhlers Resultater egentlig selv- 
følgelige, for saa vidt som det anvendte pmax. overskred Elasti- 
citetsgrænsen; det mærkelige var, at Brud ikke altid indtraadte, 


”) Analogien hentet fra et Pendul i Hvile, i Udsvingning fra Ligevægt- 
stillingen, og i Svingning med lige store Udslag til begge Sider. 

33) Det erindres, at Bauschinger bestemte Elasticitetsgrænsen som Propor- 
tionalitetsgrænse De blivende Formforandringer begynde først at vose 
stærkt udenfor denne og ere indenfor den praktisk talt forsvindende 
allerede ved den første Paavirkning; efter en Gentagelse af Paavirk- 
ningen falder Elasticitetsgrænsen sikkert sammen med Proportionalitets- 
grænsen eller ligger maaske endog højere. Bauschingers ovenfor refe- 
rerede Resultater kunne selvfølgelig kun bruges til at forklare Fæno- 
menerne ved de Wåhler'ske Forsøg, hvis man gaar ud fra, at Elasticitets 
og Proportionalitetsgrænse falde sammen, i alt Fald efter nogle Paavirk- 
ninger. I det følgende beholdes Betegnelsen Proportionalitetsgrænse, da 

ο Bauschingers Resultater kun gælde den. 
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selv om pPmax. overskred denne Grænse. Dette forklares imid- 
lertid meget simpelt ved Bauschingers Forsøg, idet vi fore- 
løbig indskrænke os til at antage Pmax. Og Pmin. af samme 
Fortegn. Han viste nemlig, at ved hyppigt gentagne Spæn- 
dingsvariationer mellem Nul og en højere Værdi, som ligger i 
Nærheden af eller ogsaa mere eller mindre over den oprindelige 
Proportionalitetsgrænse,") hæves denne op over Spændingens 
højeste Værdi og des højere, jo større Antallet af Spændings- 
variationer er; men der vil altid være en vis højeste Beliggenhed, 
som den ikke kan overskride. Hvis pax, ikke naar op til den 
oprindelige Proportionalitetsgrænse, vil der ikke indtræde Brud 
selv for 5—16 Millioner Gentagelser, og det samme er Tilfældet, 
selv om Ραως nok overskrider den oprindelige Proportionalitets- 
grænse, naar blot denne ved Paavirkningerne hæves op til pax. 
Den sidste Del af Sætningen er maaske ikke fuldstændig be- 
vist, men den passer i alt Fald i de af Bauschinger under- 
søgte Tilfælde. Udsvingsstyrken er altsaa den højeste Værdi, 
hvortil Proportionalitetsgrænsen kan hæves ved Variationer af 
Spændingen mellem Nul og en højere Grænse. 

Vi gaa nu over til det Tilfælde, at Paavirkningen skifter 
mellem Træk og Tryk. For saadanne Spændingsvariationer 
har Bauschinger, som ovenfor anført, paavist, at der skal en 
Overskriden af den oprindelige Proportionalitetsgrænse til for 
at bevirke nogen Forandring i Proportionalitetsgrænsens Βά- 
liggenhed. Man skulde heraf nærmest være tilbøjelig til at 
slutte, at Svingningsstyrken falder sammen med den oprinde- 
lige Proportionalitetsgrænse, og denne Slutning er sandsynlig- 
vis ogsaa rigtig. I 1886, da Bauschinger endnu ingen af den 
Slags Forsøg havde udført, kom han af Grunde, vi ikke her 
skulle gaa nærmere ind paa, til den Slutning, at Svingnings- 
styrken maatte falde sammen med den »naturlige Elasticitets- 
grænse«, bl. a. fordi dette vilde passe bedst med den Gerberske 
Parabel, til hvis Rigtighed han havde en meget stærk Tiltro. 
Imidlertid vise de Forsøg, han har udført i 1886—93, at 
Svingningsstyrken ligger betydelig højere end den »naturlige 
Elasticitetsgrænse«. Forsøgene begyndte ofte med at bestemme 


33) Her antage vi nu, at man kan substituere Elasticitets- for Proportio- 
nalitetsgrænse. Se $ 50 angaaende Muligheden af at hæve den virke- 
lige Elasticitetsgrænse. 
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Proportionalitetsgrænsen, og denne Bestemmelse gentoges flere 
Gange, medens Forsøgene stod paa; herved anvendtes imidlertid 
en Belastning, der overskred Proportionalitetsgrænsen, hvorved 
Forklaringen i høj Grad vanskeliggøres. Bauschingers egen 
Mening om Spørgsmaalet har man deésværre aldrig faaet at 
vide, da han ikke fik Forsøgene bearbejdede før sin Død, men 
af nedenstaaende Sammenstilling, hvori ogsaa er optaget de 
af Wåhlers Forsøg, for hvilke den oprindelige Proportionalitets 
grænse er bekendt, vil man se, at Svingningsstyrken virkelig 
i Almindelighed falder temmelig nær sammen med den op 
rindelige Proportionalitetsgrænse. 








| Oprindelig Prop,-grænse | Svingnings- 
| kg./cm.? styrke 
Α | B kg./cm.' 
Τ 

Ἠ/δΗ1ογ. Svejsjærn (Ph&nix) 1170 | | 1170 
. Støbestaal (Krupp) c. 2200 ; 2050 
Bauschinger. Svejsjærn, Plade 1043 1770 
, Blødt Staal, » 1720—3070 | 1752—3212 1980 
i Art ubekendt , 1620—1810 | 1534—1678 1980 
> > > | 1810—2270 1480 2260 
> Thomasstaal, Axel | 2680 8415 9000 
' > Skinne | 28—3100 2800 
2 . Kedelplade | 2580—2800 1918 1900 
> Blødt Staal (?) | 1285—1620 | 1623—2308 1600 


Tallene i Kolonne B ere bestemte ved de Prøvestykker, der | 
underkastedes Forsøgene angaaende Svingningsstyrken, Tallene 
under Α ved andre Prøvestykker skaarne ud ved Siden af. 
Paa Grund af Proportionalitetsgrænsens store Forskellighed er 
det umuligt at drage nogen bestemtere Slutning, end at Sving- 
ningsstyrken ikke synes at afvige meget fra den oprindelige 
Proportionalitetsgrænse. Uoverensstemmelsen i 3die Linie i 
Tabellen synes lovlig stor, men Tallet 1043 er kun fundet ved 
et eneste Forsøg, og vi have allerede i 545 anført et Exempe! 
paa endnu større Forskel mellem Proportionalitetsgrænserne 
for to Prøvestykker, tagne fra samme større Stykke. Den i 
Tabellen under B anførte oprindelige Proportionalitetsgrænse 
er den, der fandtes, inden Varighedsforsøgene begyndte, men 
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om den virkelig er Jærnets »oprindelige«, er det naturligvis 
umuligt at faa oplyst. — Ved disse Forsøg af Bauschinger er 
det i alt Fald paavist, at den Gerberske Parabel ikke kan 
bruges. 

Vi skulle nu anføre nogle Forsøgsresultater. Ligevægts- 
styrken betegnes ved L, Udsvingsstyrken ved U, Svingnings- 
styrken ved £$ og angives i kg./cm.?. 























| ! 
| 1. U S | UL |.S:L 
Wohler. | | 
Svejsjærn (Phåonix) πο 8250 2200 1170 0,68 0,36 
Axel-Staal (Krupp) | 7600 3500 2050 0,46 0,27 
» >» (Bochum) | 6460 3290 1825 0,51 0,28 
»… > (Vickers) | 4240 ο, 1460 ο. 0,35 
Hærdet Fjederstaal (Krupp) > 8040 4390 | < 0,55 
Uhærdet » > [> 7310 3650 [<< 0,50 
f 
Bauschinger. | | | 
Svejsjærn, Plade | 3480 | 2000 1770 0,57 | 0,51 
Blødt Staal > "4360 2400 1980 0,55 0,45 
Fladt Jærn (Art ubekendt) | 4050 2200 1980 0,54 0,49 
> ” » . | 4020 | 2400 2260 0,60 0,56 
Thomasstaal, Axel | 6120 | 3000 | 3000 | 0,49 0,49 
” Skinne 5940 2800 | 2800 0,47 0,47 
» Kedelplade 4050 2400 1900 0,59 0,47 
Blødt Staal ϱ)] 3350 2200 1600 0,66 0,48 
Watertown"). | | 
Staal I 10700 2800 0,26 
> | 6200 | | 2900 0,37 





Man ser af Forsøgene, at der ikke viser sig nogen mærke- 
lig Forskel paa Svejsjærn og Staal, og at man egenilig ikke 
kan etablere noget nogenlunde konstant Forhold mellem ο, 


%) I Watertown Arsenal er der i 1888—92 anstillet en Mængde Varigheds- 
forsøg, men der er næsten altid anvendt saa store Belastninger, at 
Bruddet er indtraadt efter faa Variationer. Forsøgene ere forøvrigt 
fortsatte i de følgende Aar, men Beretningerne fra disse ere mig des- 
værre ikke tilgængelige. Det første af de anførte Resulter findes i 
»Report« 1889, det andet er refereret i »American Machinist«, 1897, S. 564. 
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U og 1. Bauschingers Værdier af 5 ligge forholdsvis betyde- 
lig højere end de af andre fundne. Wåhklers Forsøg alene 
give som Middeltal: 


U:L = 0,54, S:L = 0,32, 
Bauschingers alene give: 
U:L -- 0,56, S:L = 0,49. 
Som Middeltal af alle de anførte Forsøg findes: 
U:L = 0,55, S:L æ 0,41. 





Man troede tidligere, og den Anskuelse har holdt sig 
meget længe, at maatte forklare denne lavere Beliggenhed af 
Brudgrænsen overfor hyppig gentagne Paavirkninger derved, 
at Materialet i Tidens Løb blev »anstrengt«, og til Støtte her- 
for anførtes det, at f. Ex. Svejsjærns-Axler ο. 1., der knække 
under Brugen, meget ofte vise et krystallinsk Brud, skønt 
Jærnet oprindelig aldeles ikke var krystallinsk i Bruddet; man 
talte derfor om »kold Krystallisation«, bevirket ved Paavirk- 
ningerne under Brugen. Man er nu ganske klar over, at dette 
Udseende af Brudfladen hidrører fra, at Bruddet er foregaaet 
pludseligt, uden nogen Kontraktion, og ligeledes er det sikkert 
nok, at der ikke kan være Tale om »Anstrengelse« eller »Ud- 
mattelse« af Materialet i den Betydning af Ordet, hvori det 
her er taget. Bauschinger har nemlig bevist, at Brudgrænsen 
overfor roligt Træk ikke formindskes ved millionvis gentagne 
Paavirkninger; Prøvestykker, der havde været underkastet Mil- 
lioner af Spændingsvariationer, viste snarere en højere Brud- 
grænse end oprindelig, naar de prøvedes med roligt Træk. 
Og ligeledes fremgaar det af Bauschingers Forsøg, at hyppig 
gentagne Spændingsvariationer ikke frembringe nogen Ændring 
af Strukturen. Ganske vist iagttoges altid paa Brudfladerne 
af de Prøvestykker, der brødes under Varighedsforsøgene, en 
særlig Tegning (tidligere observeret af Spangenberg), men den 
forsvandt fuldstændig ved Ætsning, og underneden kom den 
oprindelige Struktur strax til Syne. Ligeledes er det ofte 
konstateret 3) ved Prøver med Jærn, der har gjort Tjeneste 


%) Se f. Ex. »Centralbl. d. Bauverwaltung«, 1894, S. 175 og 397. 
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Brodragere i 30—40 Aar, at Styrken ikke er aftaget i 
'idens Løb. 

Denne ældre Forklaring er altsaa absolut forkert, og den 
igtige Forklaring er utvivlsomt den af Bauschinger fremsatte, 
t Bruddet tilsidst fremkaldes ved Summation af de smaa 
livende Formforandringer, som fremkomme ved hver Over- 
kridelse af Elasticitetsgrænsen (enten det nu er den oprindelige, 
ller den som indstiller sig under Indflydelse af Spændings- 
"ariationerne). 

Imidlertid er der i den nyeste Tid fremkommen endnu en 
”orklaring, som støtter sig paa de ved mikroskopiske Under- 
øgelser af Jærn gjorte Opdagelser. Saadanne Undersøgelser 
'oretoges først af Sorby og ere senere fortsatte af mange andre, 
»g det har derved vist sig, at der altid findes Mængder af 
zanske smaa Spalter eller Hulheder mellem Jærnkrystallerne, 
'yyldte med Luft eller Gasarter, Jærnsilicat, Jærnsulfid.0.1. I de 
jidste Aar har navnlig Thomas Andrews”) underkastet disse 
Mikro-Spalter en indgaaende Undersøgelse, specielt med Hensyn 
il Muligheden af at Brud skulde kunne bevirkes eller frem- 
skyndes af dem. De forekomme i et Antal af mindst en Snes 
Stykker pr. Kvadratcentimeter, og idet de hindre den direkte Be- 
røring mellem Jærnkrystallerne, danne de svage Punkter, navnlig 
naar de ere fyldte med Jærnsulfid. I et Materiale, der er saa- 
ledes bygget, kan man nok tænke sig, at der under vexlende 
Paavirkninger maa foregaa indre Bevægelser, hvorved efter- 
haanden flere og flere Mikro-Spalter komme i Forbindelse 
med hinanden, saa der dannes en større Skilleflade, og Andrews 
anfører flere Exempler paa Revner, der ere begyndte ved et 
saadant Punkt og have udstrakt 'sig tværs gennem Staalet 
som i Is eller Glas. Det er vel utvivlsomt, at noget saadant 
kan foregaa, og i alt Fald har man sikkert her Forklaringen 
paa de mange, hidtil ganske uforstaaelige Brud af Jærnbane- 
axler, Skibs-Skrueaxler ο. Il. Ogsaa maatte Bauschinger ved 
Udtalelsen af flere af de ovenfor anførte Sætninger (f. Ex. den, 
at Brud ikke indtræder ved 5—16 Millioner Spændingsvaria- 


5) Engineering, 1896, 10de, 17de og 24de Juli, indeholder de første Under- 
søgelser, og de fortsættes med en længere, endnu ikke afsluttet Artikkel- 
række i 1897 og 98 om Undersøgelser af brugte Skinner. 
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tioner mellem Nul og en højere Grænse, der ligger i Nærhed 
af den oprindelige Proportionalitetsgrænse) tage det Forbehol 
især for Staal, at Materialet maatte være aldeles fejlfrit; elle 
indtraadte Brud langt lettere. Herved tænkte han ganske vi 
kun paa Overfladefejl, men disses Virkning maa vel væ 
omtrent den samme som Virkningen af begyndende ind 
Spalter. 

De af Andrews paaviste Fænomener give altsaa aabenba! 
Forklaringen af, at Varighedsforsøg føre til saa højst varieren 
Resultater; derimod er det neppe sandsynligt, at de skul 
være den hele eller eneste Aarsag til Brudgrænsens lavere 
liggenhed overfor skiftende Paavirkninger. Denne maat 
nemlig ganske sikkert vise sig selv i et Stykke Jærn ude 
Mikro-Spalter, hvis et saadant kunde tænkes; thi en ofte ge: 
tagen Overskridelse af Elasticitetsgrænsen — hvis en saadan 
da ellers findes i Jærn uden Mikro-Spalter — maa nødvendi 
vis medføre Brud tilsidst. Dersom det var Mikro-Spaltern 
der alene vare Skyld i Bruddet, maatte Svejsjærn og Sta 
sikkert forholde sig langt mere forskelligt overfor skiftend 
Paavirkninger, end de gøre. Mikro-Spalterne kunne være 
understøttende Moment for Forklaringen af de Wåhlerske Fæ- 
nomener, men den egentlige Aarsag er sikkert en Opsumm 
ring af smaa blivende Formforandringer. 

Til Slut skal det lige nævnes, at Wåhlers Resultater i den 
almindelige Form, hvori de ovenfor ere udtalte, fra enkelte 
Sider ere blevne mødte, om ikke just med Tvivl, saa dog med 
en stærk Kritik, saaledes af Considére"), Mohr”+) ο. fl. Kri- 
tikken gjaldt især Resultaternes Anvendelse til Bestemmelse af 
den tilladelige Fiberpaavirkning, hvorom i næste &, men 
rettedes ogsaa mod selve de Wåhlerske Love.  Hovedind- 
vendingerne vare, at Paavirkningernes Varighed ikke var til- 
strækkelig, til at Deformationerne kunde antage den fulde til 
Spændingerne svarende Størrelse; dette var maaske rigtigt 
overfor de af Wåhler selv anstillede Forsøg, hvor Maskinens 
Omdrejningstal (efter Considére) var 72 pr. Sekund, men kan 
absolut ikke gøres gældende overfor Bauschingers Forsøg, 


”) Annales des ponts et chaussées, 1885, I., S. 703. 


%%) Mohrs Indvendinger ere refererede i Handbuch d. Ingenieurwissenschaften, 
Bd. II, Abth. 2, Leipzig 1890, S. 79, 
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vor der kun anvendtes 100 Omdrejninger pr. Minut.”) Og 
idvidere indvendtes, idet de fleste af Resultaterne ere fundne 
4  Bøjningsforsøg, hvoraf Spændingerne beregnedes ved 
ormlen: M — σ. W, at denne Formels Anvendelse her var 
rkert, fordi der var Tale om Paavirkninger over Proportio- 
alitetsgrænsen. Dette er naturligvis rigtigt, naar Formlen 
avendes til at finde den Spænding, ved hvilken et Brud er 
idtraadt under Forsøgene. Derimod er det ikke rigtigt, naar 
eregningen anvendes paa et Forsøg, ved hvilket Paavirk- 
ingen ikke er større, end at den kan taales i det uendelige, 
i i saa Fald er, som vi ovenfor have set, den øjeblikkelige 
roportionalitetsgrænse netop endnu ikke overskreden; de ved 
ørmlen beregnede Værdier af Arbejdsstyrken ere derfor 
gtige. 


848. Tilladelig Fiberpaavirkning. Tidligere regnede 
1an simpelthen den tilladelige største Spænding, hvorefter 
liimensionerne bestemtes, til 1—+ af Materialets Brudgrænse 
ller til 3—4 af Proportionalitetsgrænsen (eller Elasticitets- 
rænsen, som den dog den Gang altid kaldtes). Nævneren 
de anførte Brøker kaldes Sikkerhedskoefficienten, og 
n saadan er man nødt til at indføre af mange Grunde… Vi 
kulle nævne nogle af de vigtigste. 

1. De ved Spændingsberegningen »givne« Størrelser. De 
dre Kræfters Størrelse beror ofte paa et Skøn; saaledes kender 
nan ikke altid Konstruktionens Egenvægt i Forvejen, og ogsaa 
Nyttelasten« — den, for hvis Skyld Konstruktionen bygges — 
:an være ret ubestemt. F. Ex. beregnes en Gangbro for en 
nsformig Belastning, svarende til Mennesketrængsel, men om 
nan skal regne 3-, 4- eller 500 kg. pr. m.%, kommer til syvende 
g sidst an paa et Skøn. 


5) Hvis Deformationerne ikke faa Tid til at antage den fulde til Spæn- 
dingerne svarende Størrelse, maa aabenbart [hurtig Skiften af Paavirk- 
ningen være mindre farlig end langsom; men dette passer absolut ikke 
med, at Bauschinger fandt Svingningsstyrken højere end Wåhler. 
Sammenhængen er snarere den, at der ved den hurtige Skiften frem- 
kaldes dynamiske Spændinger, der ere betydelig større end de paa- 
regnede statiske. Hvis den sidste Forklaring er rigtig, er det langt 
snarere Bauschingers Resultater, man har Brug for ved Bestemmelsen 
af den tilladelige Fiberpaavirkning. end Wåhlers (undtagen ved enkelte 
Maskinkonstruktioner). 


8 48. 240 


2. Spændingsberegningens Gennemførelse er i Almindelighed 
langtfra exact. Dette viser sig ikke saa tydeligt ved de hidtil 
behandlede simple Konstruktioner, men det skal ikke desto 
mindre her nævnes, at i mere komplicerede Tilfælde, Gitter- 
dragere med stive Knudepunktsforbindelser ο. s. v., kan den 
Spændingsberegning, der udføres, kun betragtes som en tem- 
melig raa Tilnærmelse. Man forudsætter f. Ex. friktionsløse 
Led, hvor der i Virkeligheden udføres nittede, og altsaa stive 
Forbindelser, og ogsaa paa anden Maade kan der optræde 
secundære Spændinger, som man ser bort fra. Ved en simpel 
Understøtning gaar man saaledes ud fra, at en Drejning kan 
foregaa uden Friktion; Reaktionens Angrebspunkt er som oftest 
ikke nøje bekendt; for statisk ubestemte Bjælker er der endnu 
flere Forudsætninger, som man ikke kan vente at faa opfyldte 
i Praxis. — Ligeledes gaar man ofte let hen over de saakaldte 
Extraspændinger, d. v. 5. Spændinger, der hidrøre fra Vind- 
tryk, Bremsekræfter, Temperaturvariationer, eftergivende Under- 
støtninger ο. I. — En særlig Art af Extraspændinger er de 
dynamiske Spændinger; man regner med Belastningen som 
staaende stille, men i Virkeligheden bevæger den sig jo, og 
derved frembringes forskellige Virkninger, som det er mere 
eller mindre umuligt at tage Hensyn til ved Beregningen. Der 
frembringes saaledes Stød og Rystelser, som sætte Konstruk- 
tionen i Svingninger, og vi have flere Gange i det foregaaende 
set, at en pludselig Virkning af Kraften fremkalder en dynamisk 
Spænding, der kan naa op til det dobbelte eller mere af den 
statiske Spænding. Naar et Lokomotiv kører hen ad et Jærn- 
banespor, der jo aldrig ligger fuldkommen jævnt, fremkommer 
der Slag ved Skinnestødene og Uregelmæssighederne i Sporet, 
Lokomotivet sættes i Svingninger paa sine Fjedre, hvorved 
Hjultrykkene kunne variere periodisk ο. s. v. Naar Sporet 
fører over en Bro, vil denne bøje sig ned under Belastningens 
Vægt, og Lokomotivet kommer derfor til at gennemløbe en 
krum Bane, hvorved der frembringes en Centrifugalkraft, der 
forøger Belastningen. Alt dette er kun anført exempelvis, de 
dynamiske Virkninger kunne optræde paa flere andre Maader. 

3. Materialet har ikke nøjagtig de Egenskaber — Brud- 
grænse, Proportionalitetsgrænse, Elasticitetskoefficient etc. — 
man har lagt til Grund. Der kan forekomme tilfældige Fejl 
i Materialet, 'Tværsnitsdimensionerne af de enkelte Bjælker 
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eller Stænger kunne afvige noget fra det forlangte, og i Tidens 
Løb ruster Jærnet. 

4. Udførelsen af Arbejdet ved Bygningen eller Fabrikationen 
er ikke altid fejlfri. Jærnets Styrke kan forringes ved uheldig 
Behandling, Bøjning, Lokning, Bearbejdelse ved blaa Varme 
0. s, v. Forbindelserne blive ikke ganske fejlfri; Stænger, hvis 
Midtlinier skulle gaa igennem et bestemt Punkt, komme maa- 
ske i Virkeligheden til at ligge noget excentrisk; Nitningen er 
ikke altid saa fuldkommen, som den burde være. 

Man ser, at der er overmaade god Grund til at indføre 
en Sikkerhedskoefficient, men ved Bestemmelsen af dens Stør- 
relse kan man dog ikke tillægge alle de opregnede Omstændig- 
heder samme Vægt. Mod den under 1) omtalte Ubestemthed 
maa man dække sig strax ved Fastsættelsen af den Belastnings 
Størrelse, der skal indføres i Beregningen; dette tages der i 
Almindelighed ikke Hensyn til under Sikkerhedskoefficienten. 
De under 3) og 4) anførte Ufuldkommenheder optræde i de 
forskellige Tilfælde i omtrent samme Grad; deres Bidrag til 
Sikkerhedskoefficienten kan regnes konstant. Håseler”) skønner 
for nittede Konstruktioner et konstant Tillæg af 30/0 til de 
beregnede Spændinger af den Grund. — Derimod have de 
under 2) nævnte Omstændigheder højst forskellig Betydning i 
de forskellige Tilfælde. Man kan gennemføre Beregningen af 
de sekundære Spændinger og Extraspændingerne mere eller 
mindre nøjagtigt, og selvfølgelig kan man nøjes med en desto 
mindre extra Sikkerhed, jo nøjagtigere Beregningen af Spæn- 
dingerne er gennemført. Men det er navnlig de dynamiske 
Virkninger af Belastningen, der volde Vanskeligheder, og det 
er Hensynet til dem, der har fremkaldt de mange forskellige 
Dimensioneringsmethoder, der i den sidste Snes Aar have set 
Dagens Lys. 

De dynamiske Virkninger hidrøre alene fra den »bevægelige 
Belastning« (d. s. s. ovenfor er kaldt Nyttelasten; denne er i 
alle praktisk forekommende Tilfælde bevægelig), hvorimod der 
til den hvilende Belastning ikke er knyttet nogen saadan Bi- 
virkning. Det maa derfor kaldes rationelt ikke at bruge 
samme Sikkerhedsgrad overfor de to Slags Belastning. Gerber 
var den første, der tog Hensyn hertil ved Bestemmelsen af 


”) Håseler: Der Briickenbau, I, 1, Braunschweig 1888. 5, 36. 
Α Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære. 16 
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Dimensionerne (1863); naar 6, betegner Spændingen fra den 
hvilende, 6, fra den bevægelige Belastning, satte han: 


συ + 36, = 1600 kg./cm.2. 


Det heri udtalte almindelige Princip, at multiplicere 6, 
med en vis Stødkoefficient µ og dernæst behandle Spændingerne 
ση og 4.0, ens, anvendes ofte endnu under forskellige Former. 
I Nordamerika er det saaledes meget almindeligt at regne 
dobbelt saa stor en tilladelig Paavirkning overfor den hvilende 
Belastning som overfor den bevægelige”). Hvis man direkte 
vil anvende en Stødkoefficient, kan den f. Ex. have følgende 
Værdier: 


For Jærnbanebroer ... µη 1,5, 
=> γε]τοες... «ον - = 1,4, 
- Bjælkelag o.l. ... - = 1,3, 
-  Tagværker ..... - — 1,2. 


Specielt for Jærnbanebroer er det korrektere at udtrykke 
u som Funktion af det Antal Hjul, der i Øjeblikket befinder 
sig paa Broen; Håseler har saaledes foreslaaet at regne: 


1 
u=—12+—, 


hvor n er Hjulenes Antal; jo flere Hjul der findes, des større 
Sandsynlighed er der for, at de enkelte Stød ville modvirke 
hinanden. 1 Nordamerika %%) udtrykkes Stødkoefficienten 
undertiden som en Funktion af Broens Længde, hvilket er 
noget mindre korrekt, men langt bekvemmere. 

Paa en.helt anden Maade tager man Hensyn til den be- 
vægelige Belastning ved de mange, mere eller mindre direkte paa 
de Wåhler'ske Forsøg byggede Formler. Den bevægelige Belast- 
ning bevirker nemlig, at Spændingen i et bestemt Punkt snart 
har en Værdi, snart en anden, og hvis man kan gaa ud fra, αἱ 
denne Variation af Spændingen er af samme Art som den, der 
praktiseres ved Varighedsforsøgene, har man aabenbart i disse 
Forsøgs Resultater et Grundlag for Bestemmelsen af den tilladelige 


3) Se f. Ex. Theo. Cooper: General Specifications etc. 1890 (Highway- 
bridges) og 1896 (Railroad-bridges). Ogsaa næste Note. 


”+) Se Tekn. Forenings Tidsskrift, 1896—97, S. 263. 
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?aavirkning. Hvis man skulde bestemme Tværsnittet af en Stang, 
or hvilken Spændingen svinger mellem to bekendte Værdier 
max. Og Omin., uden at indføre nogen Sikkerhedskoefficient, vilde 
nan aabenbart kun have at sørge for, at den til σωµα, svarende 
Irbejdsstyrke var større end eller lig σαι. Man faar da Brug 
or en Relation mellem Arbejdsstyrken og den tilsvarende 
Minimumsspænding. Som ovenfor meddelt, er en saadan 
Relation først opstillet af Gerber, men den Gerberske Parabel 
πας nu ved Bauschingers Forsøg vist sig mindre heldig. Imid- 
ertid er der opstillet vist henved en Snes andre Ligninger; 
vi skulle exempelvis gaa lidt nærmere ind paa den af dem, 
som har funden størst Anvendelse til Dimensionsbestemmelse, 
len Launhardt- Weyrauchske”). — Som Relationen mellem 
Årbejdsstyrken Α og den tilsvarende Minimumsspænding a 
antog de: 

ÅA =C ( +m. 2) $ 
hvor C og m ere Konstanter, der skulle bestemmes af For- 
søgene. For a = 0 er Å =— C; C betegner altsaa Udsvings- 
styrken U. πι har forskellige Værdier, eftersom 4 og a have 


samme eller modsat Fortegn. For Α -- a skal Α være lig 
Ligevægtsstyrken L, og man finder 

πι = EÉ —1; 
for Α --- —a skal Α være lig Svingningsstyrken 5, altsaa 

πι -- 1—F : 


For Svejsjærn vilde man med Forsøgsresultatet i første 
Linie af den i forrige &, S. 235, givne Tabel have: 
U 5 1 5 


Γ --0βδ, = 096, ᾗ 


hvoraf πι = 0,47 ο» 0,5, gældende for alle Tilfælde. 


3) Weyrauch: Die Festigkeitseigenschaften etc. von Eisen- und Stahlkon- 
struktionen, Leipzig 1889. Her findes ogsaa en Oversigt over de fleste 
foreslaaede Dimensioneringsmethoder. Se ogsaa Tekn. Forenings Tidsskr. 
1889—90, S. 77. 
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Naar man nu skal bestemme Dimensionen af en Stang, 
for hvilken Spændingen varierer mellem Grænserne σπιως. Og 
Omin., 588 skulle disse to, hvis man ingen Sikkerhedskoefficient 
vil anvende, svare til hinanden som Α til a, hvorved Formlen 
for den tilladelige Fiberpaavirkning bliver: 


rZ4 — v(1+3 fr), 
gældende for alle Tilfælde, idet min. Og Omax. indføres med 
Fortegn (σαι. er den numeriske Maximumsspænding). I Virke- 
ligheden maa man naturligvis indføre en Sikkerhedskoefficient; 
sædvanligvis nøjes man her med 3 å 3,5. Idet U for det om- 
handlede Svejsjærn er lig 2200 kg./cm.2, altsaa 4 U = c. 700, 
bliver den tilladelige Paavirkning: 


Tr του (1+ 4 Zam). 
Omax 

De her brugte Talværdier gav tilfældigvis samme Værdi 
for πι, enten man satte A -- a eller A = —a, og dette var 
overordentlig bekvemt, fordi man saa kunde bruge samme 
Formel, enten max. Og Omin. havde samme eller modsat For- 
tegn. Dette vil naturligvis ikke slaa til, naar man benytter 
de andre Værdier af $, U og L, der ere givne i Tabellen i 
forrige δ, men naar man kun tager Hensyn til Wåhlers egne 
Forsøg"), bliver Afvigelsen dog ikke større, end at man nok 

kan regne πι — i altid. I følgende Skikkelse: 


enge (1 + ;ze) (5) 


har Launhardt-Weyrauchs Formel været anvendt grumme 
meget. Tallet foran Parenthesen (r;) kan varieres efter det 
foreliggende Tilfælde, sædvanlig er det 6—800; i Stedet for 1 
har der ogsaa undertiden været anvendt andre Værdier lige 
fra 4 til 1. 

Naar man imidlertid tager Hensyn til alle de i forrige 





+) Bauschingers Værdier af S ere først offentliggjorte i 1897. Weyrauch 
har selvfølgelig ved Opstillingen af Formlen kun kendt Wåhlers. 
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& anførte Forsøgsresultater, faar man (som Middeltal af alle 
Forsøgene): 


T 
LYT . = 0,41, a = 1,82, S — 0,75, 


hvorved Formlerne blive: 


%max. Og Omin. Samme Fortegn: r = Γι (1 + 0,8 πα] É | 
- max. (5 a) 
»… 7». modsat » r— γι (1 + 0,25 Gan) , | 


Spændingerne indføres ogsaa her med deres Εοτίερη. 

Herefter er en Variation af Spændingerne mellem Træk 
og Tryk ikke nær saa farlig som efter den almindelige Laun- 
hardt-Weyrauchske Formel ovenfor; men det er netop ogsaa 
Hovedresultatet af Bauschingers seneste Forsøg, som jo have 
givet betydelig højere Værdier af Svingningsstyrken, end man 
tidligere antog. 

For den bedre Oversigts Skyld anføres nogle specielle 
Værdier af r, som de findes ved Formlerne (5) og (5 a), idet 
vi regne r = 1200 kg./cm.? for absolut rolig Belastning og 
altsaa bestemme Γι saaledes, at baade (5) og (5 a) give r = 1200 
for Omin. == Omaz.: 


Omin. : Omax. 1 0 — 1 
(5) giver r = 1200 800 400 
(δα) » r = 1200 666 500. 


At (5 a) giver den sandsynligvis rigtigste Variation af Spæn- 
dingerne, skulle vi om et Øjeblik faa bekræftet ved en ganske 
anden Betragtning. 

Ud fra et helt andet Udgangspunkt er Claxton Fidler+) 
kommen til ganske lignende Resultater angaaende den tillade- 
lige Fiberpaavirkning, som dem vi her have udledet med de 
Wåhlerske Forsøg som Grundlag. Han tænker sig, at den 
af den bevægelige Belastning bevirkede Variation af Spæn- 
dingen fra Pin. til Ῥωως foregaar pludseligt, og hvis saa er, 
have vi allerede i 5 15 set, at der fremkommer Svingninger 


”) CL. Fidler: A practical treatise on bridge-construction, London, 1893, 
5. 240. 
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om den statiske Ligevægtsstilling, og at dén dynamiske Spæn- 
ding naar op til Værdien: 
P4 οκ Ρας. + (Ῥαες. -Ῥαια), 


hvor Spændingerne skulle indføres med deres Fortegn. 
Denne dynamiske Spænding maa nu ikke overskride den 
overfor en fuldkommen rolig Paavirkning tilladelige, το; del 


nødvendige Areal F for en Stang, der er paavirket af Spæn- | 


dingsvariationer mellem Ῥωε.. 96 Pin, skal altsaa bestemmes 
ved: 
P4 Ξ- ro. Γ. 


Imidlertid er man nu en Gang vant til αἱ finde det πο- 


vendige Areal F ved at dividere den største statiske Spænding | 


Pax. med en »tilladelig Fiberpaavirkning« r, altsaa ved: 
κας, mee: Γ.Ε, 


og naar man vil bibeholde denne Methode og dog komme til 
samme F som ovenfor, skal man blot i hvert Tilfælde be 
stemme r af: 


r mm ry. Pan EL NS ' 
δε 4 (1— em) 6 
σαικκ 
Sættes ogsaa her, ligesom ovenfor, γο Ξ 1200, findes: 
Owin. ; Omaxs. —= 1 0 — 1 


(6) giver 7 = 1200 600 400. 


Man faar her ligesom ved (5a) en meget hurtig Aftagen 


af r i Begyndelsen: naar σας Og σωως faa modsat Fortegn, af | 


tager r efter begge Formler kun langsomt. 

Ved den Cl. Fidler'ske Formel (6) er der alene taget Ηει: 
syn til de Stødvirkninger, der ledsage den bevægelige Βε]αί- 
ning, ved den ovenfor udviklede Formel (5a) alene til Resul- 
taterne af de Wåhlerske Forsøg og den deraf følgende Be 
tragtning af hyppige Spændingsvariationer som farligere end 
en rolig Belastning. Der er imidlertid ogsaa opstillet Methoder. 
der tage Hensyn til begge Dele: den bevægelige Belastnisg 
multipliceres da først med en Stødkoefficient, og dernæst be 
nyttes en eller anden Formel som (5) eller (5a). Dette kan 
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dog næppe være rigtigt; thi i Stedet for at indføre en speciel 
Stødkoefficient maatte man ogsaa kunne kombinere Formlerne 
(5) eller (5 α) med (6), idet man i Stedet for τι i (5) eller (5 a) 
indførte r's Værdi af (6), og det vilde med το = 1200 føre til, 
at man for min, == —- Omax. Skulde regne med r = 2—300 for 
at faa samme Sikkerhed som ved r = 1200 overfor rolig Paa- 
virkning. Dette er dog ganske utænkeligt; man maatte i saa 
Fald have gjort mange ubehagelige Erfaringer med de ældre 
Jærnbroer ο. Ἱ., der i sin Tid ere beregnede med en konstant 
tilladelig Fiberpaavirkning af alle Stænger. Langt snarere maa 
man antage, at Formlerne (5) eller (5 α) og (6) ere to, ad for- 
skellige Veje fundne Udtryk for den samme Ting: at den be- 
vægelige Belastning er farligere end den hvilende. En ganske 
interessant Bekræftelse paa denne Anskuelses Rigtighed har 
man deri, at J. B. Johnson), aabenbart uden at kende 1. Fidlers 
Udvikling, har opstillet ordret den samme Formel (6) som et 
Udtryk for det ved Wohlers Forsøg vundne Grundlag for Di- 
mensionsbestemmelsen. 

Formel (6) kan forøvrigt skrives noget almindeligere. Ved 
Udledelsen er det antaget, at Spændingstilvæxten Pax, — Pin 
virker ganske pludseligt, men dette er ikke altid Tilfældet. 1 
Almindelighed foreslaar C/. Fidler at skrive den dynamiske 
Spænding: 


På -- Pas: + m (Pranx ει P ruin ) 


hvorved Formlen for den tilladelige Fiberpaavirkning bliver: 


κά en m (1 må Sme) | |. (6 a). 


Herved er der givet et Spillerum for det personlige Skøn, 
som dog alligevel aldrig vilde lade sig foreskrive faste Regler, 
hvorfra der i intet Tilfælde kunde afviges. Værdien af m er 
1 eller maaske endog noget større (hvis der er særlig Fare for 
Stød ο. 1.) for de Konstruktionsdele, der direkte paavirkes af 
den bevægelige Belastning (Tværbjælker og sekundære Dragere 
i en Bro ο. 1.), og den kan maaske for større Drageres Hoved 
og Fod gaa ned til !. το sættes lig 1000—1400 kg.'cm.? 


”) Materials of construction, S. 547. 
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Det forstaar sig af sig selv, at hele denne Udvikling kun 
har Betydning for større Brokonstruktioner; for mindre Broer 
og for de ved Husbygning forefaldende Jærnkonstruktioner 
regner man altid med en konstant, efter et Skøn fastsat Fiber- 
paavirkning. 

I Almindelighed kan man antage: 








ET ER i 
| Blødt Staal | Svejsjærn 


For Tagkonstruktioner, større Dra- | | 


gere i Husbygning ο. I. | 800 — 1000 | 700— 900 
»  Bjælkelag ο. I. | 700— 900 | 600 — 800 
» smaa Vej- eller Gadebroer | 700 — 800 | 600 -- 700 


…» smaa Jærnbanebroer, Tvær- | 
bjælker, sekundære Dragere ο. | 

1. i større Broer 
»… Hoveddragere i større Broer, 
fr, = 11100 — 1400 | 1000 — 1300 
τι = | 600— 800 | 550 — 750 
| 


600 — 700 | 550 — 700 


(dd) eller (64), 





De store Værdier af πι faar man næsten aldrig direkte 
Brug for i Praxis, da Spændingerne meget sjældent virke ganske 
konstant. 

Exempel. En Stang i en større Brodrager er paavirket af 
Άμος, —= + 90, Pin, —= + 32, en anden Stang af [αν 
=— + 9045 Pin, — — 32”; bestem den tilladelige Fiberpaavirk- 
ning efter (6 a), idet πι --- 1. 

For den første Stang haves 


Omin. ze, Pr . 
Omax. Ῥμικ. 





for den anden er 


Omin. 32 SE. 
ολες. 90 


— 0,36. 


Med το -- 1200 findes da r = 730 og r = 510. 
For Bjælker, der ere paavirkede til Bøjning, indføres 


M min. min. 


M ruax. O max. ig 
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da Spændinger og Momenter ere ligefrem proportionale. For i 
Forskydning og Vridning kan regnes ὁ af Værdierne for Træk. É 
Inden vi slutte denne Oversigt over Dimensionerings- ; 
methoderne for smedeligt Jærn, skulle vi give nogle ΟΡΙΥ5- 
ninger om, hvorledes man regner eller har regnet forskellige 
Steder. 
Her i Landet findes der ingen bestemte Forskrifter. Ex- 
empelvis nævnes, at der ved Guldborgsundbroen er regnet: 


for Hoved og Fod i Hoveddragerne 700 kg./cm.2, 
for Gitterstængerne ................ 650 -- 
for Tværbjælker og sek. Dragere ... 600 — 


Ved Viadukten over Østerbro's Banegaard regnedes: 


r=n(1+1æt), 
hvor τι -- 750 kg./cm.? for Hoved og Fod i Hoveddragerne, 
700 for Gitterstængerne, 600 for Tværkonstruktionen; Materialet 
var blødt Staal. 
De preussiske Statsbaner regne for Jærnbanebroer, ifølge 
Forordning af Sept. 1895 3), med blødt Staal som Materiale: 


for Hoveddragere af Længde: 
10, 20, 40, 80, 120, 150», 
excl. Spændinger fra Vindtryk, 
r = 800, 850, 900, 950, 1000, 1050 kg./cm.2, 
incl. Spændinger fra Vindtryk, 
11000) εν κανα άν 1300 kg./cm.2, 
for Svejsjærn 10 0/0 mindre. 
Staal  Svejsjærn 
kg./cm.” kg./cm.? 
Pladejærnsdragere som Hoveddragere, Tvær- 
bjælker og sekundære Dragere, naar Bal- 
lasten føres over Broen ........... 750 700 
do. do., naar Skinnerne hvile paa Tværsveller 700 650 
do. do., naar Skinnerne hvile umiddelbart 
paa ο) 8ΓΠάΓΑΡΕΓΠΘ «νε κ νε εκ ες 650 600. 





”) Centralblatt d. Bauverwaltung, 1895, 5. 485. ' 
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De franske officielle Forskrifter”)y af 29de August 1881 


bestemme : 
Staal  Svejsjærn 
kg./cm.? Κβ./ επι.) 


i Almindelighed regnes ............. 850 650 

for Tværbjælker, Skinnedragere o.l. ..... 750 550 

for Gitterstænger med afvexlende Træk og 
νο πο Så 600 400 


for mindre Variationer af Spændingen kan 
dog bruges noget højere Værdier. 
For Broer af mere end 30” Længde kan i 
Hoveddragerne tillades større Paavirk- 
ninger, dog ikke over ............ 1150 850 


Til Vejledning ved Fastsættelsen af den tilladelige Paa- 
virkning kan bruges Formlen: 


Γ -- fj (1 + pe 


Omax. / 





hvor r, = 600 for Svejsjærn, 800 for Staal. 

For Svejsjærn, der paavirkes vinkelret paa Valseretningen, 
regnes kun å af ovenstaaende Værdier; for Staal behøves 
ingen saadan Reduktion. Til Forskydning regnes $ af oven- 
staaende Værdier. 

De schweitziske Forskrifter"y af 19de August 1892 regne 
hovedsagelig med Formlerne: 

for Svejsjærn: r = 700 + 200 gen , 


max 


for Staal: r = 800 + 250 min | 
Omax 

Om nordamerikanske Forskrifter findes nogle Oplysninger 
i Tekn. Forenings Tidsskr. 1896—97, S. 264. 

For Tagværker og andre lignende Jærnkonstruktioner 
findes sjældent saa udførlige Forskrifter. Det skal dog anføres, 
at der i 1897 er foreskrevet følgende tilladelige Paavirkninger 
for Perronhaller og andre Tagkonstruktioner paa de preussiske 
Statsbaner =%%):: Naar Tværsnittene bestemmes alene efter de 

5) Nouvelles annales de la construction, 1892, 5. 10. 
%%) Zeitschr. d. Vereins deutscher Ingenieure, 1893, S. 159. 
%%) Centralbl. d. Bauverwaltung, 1897, S. 313. 
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τα Egenvægt og Snetryk hidrørende Spændinger, regnes som 
højeste Grænse 1200 kg./cm.?; naar ogsaa Vindtrykket med- 
regnes, og naar Sne- og Vindtryk antages at kunne virke 
samtidig paa den for hver Stang ugunstigste Maade, tillades 
højst 1600 kg./cm.”. De anførte Tal gælde for blødt Staal, 
for Svejsjærn regnes 10 "/o mindre. 


I. Andre bløde Metaller og Legeringer. 


S 49. Kobber, Bly ο. I. bløde Metaller samt forskellige 
Legeringer finde ikke sjældent Anvendelse i Teknikken til 
Formaal, hvor man maa kende noget til deres Styrke og andre 
elastiske Egenskaber. I Betydning staa de dog langt tilbage 
for Jærn, saa det er ret naturligt, at man ikke har nær saa 
udtømmende Oplysninger om dem. De Opgivelser; der findes 
spredte i Litteraturen, afvige tilmed ofte betydeligt fra hinanden, 
hvilket navnlig hidrører fra, at den Tilstand af Materialet, for 
hvilken Oplysningen gælder, ikke er nøjagtigt angivet, og 
Egenskaberne variere altid meget med Fremstillingsmaaden og . 
den senere foretagne Bearbejdelse. 

Kobber. Følgende Tabel giver Brudgrænsen for Kobber i 
de forskellige Former, hvori det forekommer >): 





Brudgrænse | Forlængelse 


kg./cm.? 9], 

Støbt 1700 | 

Plade, valset ; 20 — 2300 35 — 40 
overhamret eller | 

koldt valset 23 — 3200 35 — 12 

>» udglødet 20 — 2200 | 35 — 50 

Rundstænger. Bolte 22 — 2300 35 — 40 
Traad, haard 40 —- 5000 | 
blød 25 — 3000 | 


3) Disse (og ligeledes de følgende Angivelser i denne 8) ere, hvor ikke 
andet er bemærket, samlede fra: C. Bach: Die Maschinen-Elemente, 
6te Aufl., 1897, Des Ingenieurs Taschenbuch (»Hitte«) 1892, I. Buchetti: 
Manuel des constructions métalliques, Paris 1891, Rapport de la com- 
mission des méthodes d'essai, T, H. 1895, Johnson: Materials of con- 
struction, 1897. 
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Ved Overhamring eller kold Valsning kan Brudgrænsen 
hæves indtil ca. 20%0, medens Sejgheden samtidig aftager; 
Bach”) nævner et Exempel paa Rundkobber til Stagbolte, der 
er bragt paa Markedet i 1896, hvor Brudgrænsen er 4000 kg./cmå 
Forlængelsen kun 4%0, og som dog skal besidde betydelig 
Modstandsevne overfor Stød. 

Elasticitetsgrænsen ligger for Kobber i dets oprindelig 
Tilstand (ikke hamret) ved Nul; der indtræder strax blivende 
Formforandringer. Ved gentagne Paavirkninger kan den for 
blødt Kobber hæves op til 6—800 kg./cm.%, for haardt Kobber 
til 1000 kg./cm.2.. For blødt Kobber ligger Proportionalitels- 
grænsen ved Nul 33), d. v. 5. Spændinger og Forlængelser ere 
overhovedet ikke proportionale, Arbejdslinien krummer sig lige 
fra Begyndelsespunktet og vender Konkaviteten mod x-Axen 
(Forlængelses-Axen); for hamret Kobber ligger Proportionalitets 
grænsen noget højere, ca. 500 kg./cm.2. 

Elasticitetskoefficienten kan regnes til 1100000—1300000 
kg./cm.. Naar der ingen Proportionalitet findes, er dette 
naturligvis kun en Gennemsnitsværdi. 

Styrken af Kobber aftager temmelig hurtigt med voxende 
Temperatur. Naar Brudgrænsen ved almindelig Temperatur 
sættes lig 100, fandt Rudeloff +): 





Temperatur 1009 | 200" | 300? | 400? 


Brudgrænse 1 92 | 8 | 7 | 48 


Den tilladelige Fiberpaavirkning er for Plader og Rund- 
stænger 5—600 kg./cm.2, eftersom Belastningen er mere eller 
mindre vexlende eller stødvis. 

Zink. For støbt Zink fandt Bauschinger $) ved Trækprøver 
med 4 Stykker Brudgrænsen 216—263 kg./cm.?; »Hitte« angiver 

”) Die Maschinen-Elemente, S. 75. 
%) Martens: Vorversuche iiber die Festigkeitseigenschaften von Kupfer, Mit- 

theilungen aus den kgl. techn. Versuchsanstalten zu Berlin, 1894, S. 37. 

Se ogsaa: Bach: Elasticitåt und Festigkeit, 3te Aufl., 1898, 5. 45 ο. f. 
2%) Mittheilungen aus den kgl. techn. Versuchsanstalten zu Berlin, 18%. 

S, 292. Se ogsaa Bach: Die Maschinen-Elemente, 8. 72—75, hvor der 

findes en Oversigt over flere lignende Forsøg. 

+) Mittheilungen, Heft 20, 5. 16. 
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erimod 880 kg./cm.%. — Større Interesse har Styrken af valset 
'ink (Zinkplader, Bølgeblik); her fandt Bauschinger>) ligeledes 
ed 4 Trækforsøg 1640—2050 kg./cm.?, »Hiitte« angiver 1900, 
sandsberg"") angiver efter Karmarsch 1315—1560 kg./cm.?, efter 
'orsøg med schlesisk Zinkblik 1900—2500.  Tilladelig Paa- 
irkning 150-—200 kg. cm.2, Proportionalitetsgrænsen ligger ved 
(ul (if. Bauschinger >). 

Bly anvendes ofte som trykfordelende Mellemlag mellem 
ærn og Sten ο. Ἱ., og man har da Brug for at kende det 
røjeste Tryk, man kan anvende, uden at Blyet flyder ud. 
”orsøg af Bach++") have givet følgende Resultater for støbt Bly: 








| | Belastning, hvorved Blyet 
, endnu ikke 


| 
flyder ud 
| flyder ud | ώς. 
kg. Jem.? kg. Jem? ν 
Cylinder, ἆ -- δ,δσπ., ᾗ = 7 cm. | 46 HU ο 
>» .- ν - + 85 - | 59 
κ: REE Ga KE ÅND 05 ag 
… 2-26 --15- | 100 | | 150 
Tærning, 8cm. Side | 50 | 72 


Valsede Plader give de samme Resultater. Man ser, at 
Formen af Prøvestykket spiller en overordentlig stor Rolle; 
jo mindre Højden er i Forhold til Tværsnitsdimensionen, des 
vanskeligere kan Blyet presses ud. Da det sædvanligvis an- 
vendes i tynde Plader, kan man meget ofte regne med en 
tilladelig Paavirkning op til 70 kg./cm2 

Blyplader ere i de sidste Aar anvendte ved Konstruktionen 
af Charnierer i hvælvede Broer i Wirtemberg Τ) (Leibbrand); 
Charnieret dannedes ved Indlæg i Fugen af en Blyplade, 
hvis Bredde var lig 4 af Hvælvtykkelsen. Der tillodes først 


”) Mittheilungen, Heft 20, S. 16. 


"%) Die Glas- und Wellblechdeckung der eisernen Dåcher, Darmstadt, 1887, 
S, 149. 


353) J)ie Maschinen-Elemente, S. 77, eller: Elasticitåt und Festigkeit, 2. Aufl. S. 54, 


Ὦ Reihling: Stein- und Betonbriicken mit gelenkartigen Einlagen, Zeitschr. 
fir Arch.- u. Ing.-Wesen, 1896, 5. 50, 
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60 kg./cm2, naar Trykket var ensformig fordelt, hvorved 
Trykket ved Kanten kunde blive 120 kg./cm.”; senere regnedes 
120 kg./cm.” som tilladeligt over hele Blypladens Bredde. 

Aluminium. Rent Aluminium har i støbt Tilstand en Styrke 
overfor Træk af 1000 — 1300 kg./cm.? med 10—13% For- 
længelse; naar det er smedet eller valset gaar Styrken op indtil 
2000 kg./cm.2 med 15 Yo Forlængelse, Det bruges som Til- 
sætning til Støbejærn og Støbestaal og bevirker her tæt Støb- 
ning uden Blærer. Som Konstruktionsmateriale- finder del 
kun Anvendelse legeret med andre Metaller, navnlig Kobber 
(se »Aluminiumbronce«). 

Broncer. Angaaende Elasticitetsforholdene af støbt Bronce 
og Messing (af ikke nærmere angivet Sammensætning) anføres 
efter Bach”), at der ved den første Maaling absolut ikke findes 
Proportionalitet og strax optræder blivende Formforandringer. 
Ved Gentagelse af Maalingen formindskes de blivende Form- 
forandringer betydeligt, og der findes Proportionalitet mellem 
de elastiske Formforandringer og Spændingerne op til 6—800 kg. 
cm. Det synes altsaa her, som om baade Elasticitetsgrænse 0g 
Proportionalitetsgrænse hæves ved gentagne Belastninger. — Vi 
skulle ikke komme nærmere ind paa Styrken af de alminde 
lige Legeringer af Kobber og Tin, Kobber og Zink ο. s. v.: 
deres Egenskaber variere stærkt med Sammensætning og Be 
handling; temmelig udførlige Oplysninger findes i det ovenfor 
citerede Værk af Buchetti. Derimod skal meddeles et Par Op 
lysninger om nogle nyere Legeringer. 

Fosforbronce er en Legering af Kobber og Tin med en 
ringe Tilsætning af Fosfor, der virker som Afiltningsmiddel 
under Smeltningen og for største Delen gaar over i Slaggen. 
Hvis Produktet skal smedes, valses ο. 1., anvendes 4—5 % Tin 
og ikke mere end ca. 0,1 5ο Fosfor, til Støbninger, der skulle 
modstaa Slid, 7—9% Tin, 0,5—1%0 Fosfor; aldrig mere 
end 4% Fosfor. Styrken er i ikke udglødet Tilstand 7— 
10000 kg./cm.2, i udglødet Tilstand 35—4000 kg. med 37—46% 
Forlængelse; støbt og ubearbejdet ==) 2400 kg. 

Ved Tilsætning af Mangan eller Silicium faas et Materiale, 
der til flere specielle Øjemed udmærker sig fremfor almindeligt 

3) Elasticitåt und Festigkeit, 3te Aufl,, 1898, S. 49 ο. f. 
35) Tetmajer: Die Baumechanik, Zirich, 1889, S. 83. 
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Broncer.  Siliciumbronce-Traad har saaledes en Styrke af 
15—7500 kg. /οπα.”, støbt 10 %0 Manganbronce +) 2500 kg./cm.2 
valset 4 %o Manganbronce %) 2900 kg., 40 %o Forlængelse, 15 ο 
Manganbronce”) 3600 kg., 34 %o Forlængelse. 

Aluminiumbroncc er sammensat af 5—12 %6 Aluminium 
og 95—88 5ο Kåbber. Her meddeles efter Bach næs Oplys- 
ninger om Neuhausen-Aluminiumbronce: 











| [ i 
|| Brudgrænse | Forlængelse t 





Aluminium | 
| Træk. É 
of 1 kg.Jjem.? κο 
11,5 8000 0,5 ” 
11,0 6800 1,0 ὃν 
10,0 | 6400 11.0 
9.5 6200 19,0 
9,0 | 5750 32,0 
8,5 5000 52,5 
5,5 | 4400 64,0 
|! 


Tilsætning af en ringe Mængde Kobber til rent Aluminium 
forøger Styrken uden at forøge Vægtfylden synderligt. Saa- 
ledes faas ++): 


med 2 %o Cu. Brudgrænse 1600 kg./cm.2, Forl. 18%, 
» 3,5 %o » valset, » 2800 » »… 4%, 
0 — » udglødet, » 1600 » » 320 %0. 


Deltametal er en Legering af Kobber og Zink med lidt 
Jærn (50—65 Yo Cu, 50—30 %%o Zn, 0,1—5 % Fe.). 





| Brudgrænse | Forlængelse 
| 





| kg./cm.? ο 
mmm ram μαι — mm -- 
Støbt (i Sand) | 30 — 3500 10 — 20 
Valset og udglødet | 40 — 5500 40 — 14 
Traad, stiv | 80 — 9000 





") Mittheilungen aus den kgl. technischen Versuchsanstalten zu Berlin, 1893, 
S, 292. 


") Rapport XIV de la commission des méthodes d'essai, Τ. II. 1895. | 
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Ved højere Temperaturer aftager Styrken hurtigt. Med Brud- 
grænsen ved almindelig Temperatur lig 100 fandt" Rudeloff”) 

















Temperatur || 1009 | 2009 3005 | 4005 
Brud- { valset | 92 | 72 [δο) +] 16 
grænse | støbt 100 82 62 20 


Deltametal er if. Bach anvendt til Tandhjul paa Rigi- ος 
Pilatusbanen og skal tilfredsstille særdeles godt. I det hele 
taget kan man af de her nævnte forskellige Legeringer frem- 
stille Materiale, der i Henseende til Styrke kan staa ved Siden 
af Jærn og Staal i dets forskellige Skikkelser, og som til spe 
cielle Anvendelser har betydelige Fortrin (større Ledningsevne 
for Elektricitet, større Modstandsevne overfor Slid og overfor 
Fugtighed (Rust), Søvand ο. s. v.). 


III. Sprøde Materialer (Støbejærn, naturlige og 
kunstige Sten). 


& 50. Almindelige Elasticitetsforhold; Træk. 
Tryk. Man har længe vidst, at disse Materialer ikke følge 
Hooke's Lov. Allerede Hodgkinson viste dette for Støbejæm. 
I 1875 offentliggjorde Bauschinger”+) en omfattende Række 
Undersøgelser angaaende de i Bayern forekommende natur 
lige Sten, og heraf fremgik det tydeligt, at der ikke er Tale 
om Proportionalitet mellem Spændinger og Formforandringer: 
Proportionalitetsgrænsen ligger ved Nul, eller der findes slet 
ingen Proportionalitetsgrænse. Ligeledes viste det sig, at ogsaa 
Elasticitetsgrænsen ligger ved Nul: der optraadte blivende 
Formforandringer selv for de mindste Spændinger. Ganske 
det samme gælder, som Bach har vist, for Cementmørtd, 
Beton o. fl. 

At det dog først er i de sidste Par Aar, navnlig ved 
Bach'st%4) og Εδρρῖς +) Undersøgelser, man er naaet til større 





”) Mittheilungen aus den kgl. techn. Versuchsanstalten zu Berlin, 1893, S. 292. 
33) Mittheilungen, Heft 5, senere fortsat i Heft 10 og 18. 





333) Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure, 1895, S. 489; 1896, 5. 1381: | 


1897, S. 241. 


+) Mittheilungen aus dem mech.-techn. Laboratorium, Minchen, Heft 24, 18%. | 
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Klarhed angaaende disse Forhold, er ikke vanskeligt αἱ forstaa, 
Formforandringerne ere nemlig meget smaa, saa der skal en 
overordentlig Nøjagtighed til at bestemme dem. Der findes 
ikke noget til Flydegrænsen svarende Punkt, udenfor hvilket 
Formforandringerne blive forholdsvis store. Et Begreb om 
Arbejdsliniernes Udseende faar man af Fig. 135—40 og 142, 
ΡΙ. 15 og 16. 

Hvis man skal kunne bruge de ved Træk- og Trykforsøg 
fundne Arbejdslinier til derved at forklare Fænomenerne ved 
f. Ex. Bøjning, er det naturligvis kun de elastiske Formfor- 
andringer, der spille nogen Rolle; det er kun dem, der frem- 
bringe Spændinger. Naar man anstiller et Træk- eller Tryk- 
forsøg, maaler man direkte de totale Formforandringer og ved 
at lade Belastningen gaa tilbage til Nul tillige de blivende; de 
elastiske Formforandringer findes saa som Differensen. Nu 
viser det sig imidlertid, naturligt nok, at de nye blivende og 
totale Formforandringer, man finder ved at gentage Forsøget, 
ikke have samme Størrelse som første Gang, og heller ikke 
deres Differens er den samme. Hvis Belastningen ikke er for 
stor, kan man ved at gentage Forsøget nogle Gange faa de 
blivende Formforandringer til helt at forsvinde, saa Elasticitets- 
grænsen nu er hævet op til Paavirkningens Værdi; efter 
længere Tids Hvile finder man dog ofte igen en lavere Beliggen- 
hed af Elasticitetsgrænsen. — Naar Materialet indgaar i en 
eller anden Konstruktion, maa man antage, at Elasticitets- 
grænsen paa samme Maade hæves op til eller over Paa- 
virkningen, saaledes at Formforandringerne ere fuldstændig 
elastiske; det er derfor kun den Slags elastiske Formfor- 
andringer, der indtræde, efterat Elasticitetsgrænsen er hævet 
op over Paavirkningen, som man har speciel Interesse af at 
kende. Det er forøvrigt naturligt nok, at Elasticitetsgrænsen 
saaledes kan hæves; ellers maatte tilstrækkelig mange Gen- 
tagelser af selv meget smaa Paavirkninger tilsidst medføre 
Brud. — Paa den anden Side fremgaar det af Bach's Forsøg, 
at der skal desto flere Gentagelser til for at bringe de blivende 
Formforandringer til helt at forsvinde, jo større Paavirkningen 
er, saa det ligger nær at slutte, at Elasticitetsgrænsen ikke 
kan hæves op over en vis Højde, hvoraf igen følger, at Brud 
maa indtræde for tilstrækkelig mange Gentagelser af en Paa- 

Α. Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære. 17 
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virkning, der er større end den højst mulige Værdi af Elasti- 
citetsgrænsen. 

Dette Forhold, at Elasticitetsgrænsen saaledes kan hæves, 
og at egentlig kun de elastiske Formforandringer have Interesse, 
som maales, efterat Prøvelegemet ved gentagne Paavirkninger 
er bragt i en Slags »konstant Tilstand«, har man ikke været 
klar over tidligere; derfor have Bauschingers ovenfor nævnte 
Maalinger nærmest kun den Betydning, at det derved er slaaet 
fast, at Hooke's Lov ikke gælder, men de fundne Arbejdslinier 
kunne strengt taget ikke anvendes til videre gaaende Under- 
søgelser. 

Efterhaanden som der er bleven udført flere og flere 


nøjagtige Elasticitetsmaalinger, er der naturligvis ogsaa gjort | 


Forsøg paa at opstille bestemte Relationer mellem Spændinger 


og Formforandringer. Hartig”) har som den simplest mulige 


Form, naar Funktionen ikke skal være lineær, foreslaaet en 
Parabel, nemlig: 


σ-- αε--- βεῖ, 


hvor a og 2 ere Konstanter. De specielle Talværdier, han 
” angav for en Del Materialer, have dog vist sig mindre rigtige. 
Hvis man overhovedet vil tale om en Elasticitetskoefficient, 
naar man har en saadan kontinuerlig krummet Arbejdslinie, 
plejer man herved at forstaa Tangentens Retningskoefficient: 


men denne Sprogbrug er dog ikke absolut fast. ++) 
Bach, eller rettere hans Assistent Schiile, har angivet en 
anden Relation: 
& = ασ», 


hvor a og πι ere Konstanter. πι er for de fleste undersøgte 


5) Civilingenieur, 1892 og 93; refereret i Zeitsch. d. Arch. u. Ing. Vereins 
zu Hannover, 1894, S. 206, og i Centralbl. der Bauverw., 1894, 5. 191. 


σ 
”3) Føppl (Festigkeitslehre, Leipzig, 1897, 5. 51) sætter Ε -- το altsaa lig 


Retningskoefficienten for Korden fra Begyndelsespunktet. Begge Defini- 
tioner falde sammen med den sædvanlige, naar Hooke's Lov gælder. 
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toffer et Tal, der ligger mellem 1 og 2; for et enkelt, som 
og ikke hører ind under den her behandlede Gruppe, nemlig 
æder, er πι -- ca. 0,7. 

Formlen indbefatter Hooke's Lov som specielt Tilfælde 
n — 1); for m > 1 vender Kurven sin Konkavitet mod 
Axen, for m < 1 mod 0-Axen. Den leverer Resultater, de 
temme udmærket med de maalte Størrelser, og maa derfor i 
lt Fald betragtes som en tilstrækkelig nøjagtig Interpolations- 
ormel, men om den just kan antages at være Udtryk for den 
'aturlov, der sammenknytter Spændinger og Formforandringer, 
urde være et andet Spørgsmaal. For m > 1 tangerer Kurven 
Begyndelsespunktet 6-Axen, for πι < 1 tangerer den ε-Αχοη, 
nedens den for πι = 0 gaar over til en ret Linie, hvis Retning 
r bestemt ved α. Det synes nu ret mærkeligt, at Kurven i 


let almindelige Tilfælde (m z 1) skal have en ganske speciel 
ånie til Tangent uden Hensyn til de særlige Værdier af 
Materialkonstanterne & og m, medens den derimod i det 
pecielle Tilfælde (m = 0) har en Tangent, der efter den 
ærlige Værdi af α kan indtage hvilken som helst Stilling i 
Vinkelrummet mellem 6- og &-Axerne. Derimod opfylder 
”ormlen netop af den Grund, naar den anvendes paa baade 
'ræk- og Tryk-Arbejdslinien, en anden Betingelse — αἱ Træk- 
og Tryk-Kurverne i Begyndelsespunktet have fælles Tangent; — 
man kan ikke godt tænke sig, at der skulde være en Diskon- 
inuitet her. 

Der kan sikkert med Rette gøres adskillige Indvendinger +) 
af theoretisk Natur mod Ligningens Form, bl. a. ogsaa, at det 
absolut ikke synes at stemme med de foretagne Elasticitets- 
maalinger, at Arbejdslinien skærer &-Axen under en ret Vinkel; 
nogen Afgørelse heraf kan man dog næppe vente at faa ved 
direkte Maalinger; hidtil er det, saa vidt vides, kun konstateret 
for et enkelt Materiale (Marmor, hvorom senere), at Ligningen 
ikke kan anvendes. Men den væsentligste Indvending mod 


%) Fåppl (Festigkeitslehre, S. 54) gør opmærksom paa, at &'s Dimension i 
Almindelighed er ubekendt, først bliver bestemt, naar m's Værdi er 
givet, og da udtrykkes som Potens med brudden Exponent og derfor 
ikke kan sammenlignes med andre fysiske Konstanter. Endvidere 
fremhæves, at et Stof, for hvilket Schile's Ligning gælder, maa forholde 
sig ganske anderledes i akustisk Henseende, end Tilfældet er i Virkelig- 
heden. Se ogsaa Zeitschr. ᾱ. Ver. deutsch. Ing. 1898, S. 694. 


37= 








mn 
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Ligningen er af en ganske anden Art. Den eneste fornuftige 
Aarsag, man har til at søge at opstille en saadan mathematisk 
Relation og ikke nøjes med at optegne de ved direkte Maalinger 
fundne Arbejdslinier, er den, at man vil benytte Ligningen 
som Grundlag for en almindelig Elasticitetstheori, analog med 
den, der er bygget op paa Hooke's Lov; og Meningen med en 
saadan Theori — i alt Fald naar den opstilles af Teknikere — 
maa jo være, at den skal kunne anvendes paa de i Praxis 
forekommende Tilfælde +). Hertil fordres imidlertid, at Bereg- 
ningsmaaden ikke bliver altfor kompliceret, og det er umuligt 
at opnaa med Schiles Ligning som Udgangspunkt. — Der 
kan nu heldigvis gøres en anden Betragtning gældende, som 
viser, at det er ganske unyttigt at stille for store Fordringer 
om Nøjagtighed til den Relation, man skal benytte som Grund- 
lag for en saadan Theori. Naar man betragter de hidtil 
offentliggjorte Værdier af a og m for et bestemt Materiale, vil 
man finde meget betydelige Afvigelser. For et Prøvestykke af 
Granit har Bach saaledes fundet ++) (for Tryk): 


1 1,182 
== 379540" > 


for et andet: 1 
ο πο πμ ον 
339750 κ 
ligeledes for Granit (dog naturligvis af ganske anden Op- 
rindelse) har Bach derimod udtrykt Resultatet af Fåppl's 
Maalinger ved +++): 
ε 1 στ 
— 765000" 
alle gældende for Tryk. Dette er naturligvis slet ikke andet. 
end hvad man kunde vente af saadanne Materialer som Støbe- 
jærn, naturlige Sten ο. s. v.; man vil altid finde store For- 
skelligheder, selv om man tager Prøvelegemer fra samme 
større Stykke, og endnu mere, naar man tager dem fra for- 


3) At man ikke i Længden kan undvære en Theori, der tager Hensyn til 
Arbejdsliniens virkelige Form, har man et Exempel paa i Monierkon- 
struktionerne; man kan slet ikke forklare sig Jærnets og Betonens 
Samvirken, hvis man antager Hooke's Lov gældende. 

9”) Zeitschr. d. Vereins deutscher Ing., 1897, S. 241. 

+45) Zeitschr. d. Vereins deutscher Ing., 1898, 5. 78. 
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skellige Stykker. Men det, man har Brug for i Praxis, er 
saadanne Gennemsnitsværdier af Materialkonstanterne, at man 
kan lægge dem til Grund for sine Beregninger, helst førend 
man endnu har indhentet Oplysninger om de specielle 
Værdier, der gælde for det Materiale, man kommer til at 
anvende. — Det kan af de nu anførte Grunde meget godt 
forsvares at vælge en simplere Form for Ligningen mellem 
σ og ε, f. Ex. den af Hartig foreslaaede Parabel; hvis man 
tager en bestemt Række maalte Værdier af o og &, kan man 
ganske vist ikke faa Parablen til at komme Maalingerne saa 
nær som den Schiille'ske Kurve, naar man for begge beregner 
de Konstanter, der give mindst Afvigelse; men hvis man en 
Gang for alle tillægger Konstanterne i begge Ligninger nogle 
Gennemsnitsværdier, kan denne bestemte Parabel meget godt 
komme en maalt Arbejdslinie lige saa nær som Schile's Kurve, 

Paa de enkelte Punkter, hvor vi i det følgende komme 
ind paa Beregninger for Stoffer, der ikke følge Hooke's Lov, 
ville vi derfor vælge en parabolsk Arbejdslinie med den 
Hartig'ske Form af Ligningen; paa den Maade faa vi de 
simplest mulige Beregninger, — de blive ikke desto mindre 
komplicerede nok, — og Resultaterne ville i alt Fald stemme 
bedre med Virkeligheden, end hvis vi benyttede Hooke's Lov 
og de derved udledede Formler. 


8 51. Indflydelsen af Træk- og Tryk-Prøvestyk- 
kernes Form og Størrelse; Paavirkningsmaaden. 

1. Træk. De her omhandlede Materialer anvendes i 
Reglen ikke gerne, hvor der stilles Fordringer til deres Mod- 
standsevne overfor Træk. Ikke desto mindre er det meget 
ofte Trækprøver, der anvendes for at undersøge eller kontrollere 
Kvaliteten, saa Spørgsmaalet om Træk-Prøvestykkernes Form 
spiller en ikke uvæsentlig Rolle. Og tilmed har det i de sidste 
Par Aar faaet en særlig aktuel Betydning, siden Fåppl i 1896 
fremsatte den Paastand, at den »tilsyneladende« Brudgrænse, 
man bestemmer ved de sædvanlige Trækprøver med Cement- 
mørtel, er en hel Del lavere end den »virkelige« Brudgrænse +). 


”) Mittheilungen aus dem mech.-techn. Laboratorium, Miinchen, Heft 24, 
5, 31, Noten. Paastanden er bleven stærkt bestridt fra mange Sider, 
senest af Bach i Zeitschr. d. Vereins deutscher Ing., 1898, S. 239. Se 
ogsaa »Ingeniøren«, 1898, S. 87 og S. 118. 
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Grunden hertil maa søges i den særlige 8-Tal-Form (Fig. 1%, 
Pl. 13), man giver Prøvestykket; Kraften virker i Punkteme 
Α og B, de yderste Fibre i Brudtværsnittet a—b blive derved 
stærkere paavirkede end de midterste; Bruddet begynder ude 
ved Kanten, og naar det først er begyndt, forplanter Revnen 
sig indad. Den samme Betragtning er allerede i 1888 fremsat 
af L. Durand-Claye +), der ligesom Fåppl viste dens Rigtighed 
ved Forsøg med et Kautschuklegeme af samme Form som 
Cementprøvestykket. Naar der tegnedes et Par parallele Linier 
paa hver sin Side af ab (Fig. 127), og Legemet paavirkedes 
til Træk, saa man, at Linierne krummede sig, saa de vendte 
Konvexiteten mod hinanden; Forlængelserne ere altsaa større 
ude ved Kanten end inde i Midten, følgelig maa ogsaa Spæn- 
dingerne være størst ved Kanten — om end ikke just i samme 
Forhold som Forlængelserne. Durand-Claye paaviste yderligere 
Rigtigheden heraf paa flere andre Maader, saaledes ved at 
svække Brudtværsnittet ved smaa Huller; Svækkelsen skal 
vise sig at være størst, naar Hullet anbringes tæt ude ved 
Kanten, hvor Spændingen er størst, og dette var ogsaa Til- 
fældet. Der er altsaa 3) ingen Tvivl om, at den »tilsyne 





3) Annales des ponts et chaussées, 1888, 11., S. 173. 

” Dirand-Claye har senere (Annales des ponts et chaussées, 1895, Il, 
S. 604) forsøgt at opstille en theoretisk Begrundelse heraf og har ud- 
ledet en Formel for Forholdet mellem den tilsyneladende Brudgrænse 

P Kraften ο 
& = Brudtværsniitet”/ 98 den virkelige Brudgrænse (= Spændingen 
ved Kanten i Brudøjeblikket = R); Forskellen mellem P: F og R bliver 
herefter desto større, jo større Afstanden mellem Punkterne Α, Å bliver 
i Forhold til Afstanden mellem Linierne AA og ab (Fig. 127); Skønt 
Formlen er meget langt fra at være uangribelig, bekræftes den dog til en 
vis Grad af Erfaringen; Durand-Claye anvendte den paa 3 Prøvestykke 


P 
af forskellig Form og fandt R = 1,59, 1,50 og 1,43 X FF" hvilket stemmer 


P 
med, at Trækprøverne gav de største Værdier af F for den sidste, 


de mindste for den første Form. — Det samme bekræftes af Johnson 
(Materials &f construction, S. 496 - 38), der har anvendt Durand-Clayes 
Formel paa det amerikanske Normal-Prøvestykke og paa et af ham selv 
angivet Prøvestykke, som netop er konstrueret for at faa en mere ensformig 
Fordeling af Spændingen over Brudtværsnittet. Formlen viste, at det 
sidste skulde være 35 "ο stærkere end det første, og en omfattende Række? 
Forsøg gav 25 ο større P: F for Johnsons Form. — Endelig har Fåppl 
(Centralbl. d. Bauverw. 1898, S. 275) ført et aldeles direkte Bevis. Han 


263 8 51. 


ladende« Brudgrænse, der bestemmes ved de almindelige 
Cement-Trækprøver, er mindre end den »virkelige«. Hvor 
meget Forskellen beløber sig til, er det vanskeligt at sige; den 
kan sandsynligvis variere mellem 0 og 50%. Imidlertid maa 
man ikke af det nu meddelte lade sig forlede til at antage, at 
man saa ogsaa i Praxis kan regne paa en større Modstands- 
evne af Cementmørtlen overfor direkte Træk end den ved de 
sædvanlige Forsøg bestemte; man maa tværtimod regne med 
en betydelig mindre. Dette illustreres ved følgende Forsøg af 
Bach) med Cementmørtel 1:3: 





| Haandblandet. | Maskinblandet. 





Brudgrænse Brudgrænse 
kg./cm.” kg./cm.? 
Sædvanlig 8-Tal-Form, (F = åem2) ων, | 36,8 38,5 


Lang Cylinder, (F = 508m7) ,,,,,... | 17,35 | 25,1 


Men Grunden hertil er en ganske anden; den maa søges 
deri, at de sædvanlige smaa 8-Tal-Prøvestykker blive stærkt 
komprimerede i Støbeformen, saa man er sikker paa at faa 
en absolut tæt Støbning, medens dette langtfra i samme Grad 
kan være Tilfældet med større Prøvestykker og endnu mindre 
med den i Praxis anvendte Beton. 





lod støbe en Del sædvanlige 8-Tal-Prøvelegemer af ren Cement, i hvilke 
der i. Midtlinien var indstøbt en Staaltraadsøsken, saa Kraften kunde 
overføres herigennem og derved komme til at virke mere centralt end 
i det almindelige Sønderrivningsapparat. Halvdelen af Prøvestykkerne 
reves over med den sædvanlige Angrebsmaade for Kraften, Halvdelen ved 
Hjælp af Traadøskenerne; Resultaterne ere (som Middeltal af 10 Forsøg): 











| Alder 
Angrebsmaade | πο ος sr HESS 
| ! 7 Dage 28 Dage 
| 8 Dage | 
1. Række | 11. Række | I. Række | 1. Række 

= ==—— T —— | | oe em - 
sædvanlig ...... | 22,86 28,44 22,80 35,71 33,84 
ved Øskenerne ... | 24,95 31,95 | 28,47 44,19 40,07 

| ! 





”) Zeitschr. d. Vereins deutscher Ing. 1898, 5. 239. Refereret i »Ingeniøren«, 
1898, S. 87. 
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Medens man altsaa af den sidst anførte Grund for Cement- 
mørtel maa vente mindre Styrke pr. Arealenhed af store Prøve- 
stykker end af smaa, synes det modsatte at være Tilfældet for 
naturlige Sten. For Granit og Sandsten har Fåppl konstateret 
dette 3); han fandt Styrken af smaa Prøvestykker betydelig 
mindre end af store og mener, at Grunden maa søges i Be- 
arbejdelsen af Stenen, hvorved det yderste Lag svækkes; hvis 
denne Svækkelse naar ned til samme Dybde for store og smaa 
Stykker, saa maa Virkningen deraf mærkes tydeligst ved de 
smaa, hvor Forholdet mellem Tværsnittets Omkreds og Areal 
er størst. 

2. Tryk. For det første gælder her ganske det samme 
angaaende Prøvestykkernes Størrelse, som lige er bemærket for 
Trækpaavirkning: naar det drejer sig om et Materiale som 
Cementmørtel eller Beton, der faar sin Form ved Støbning, 
kan man ikke i Praxis regne paa saa stor en Styrke som den, 
der findes ved Laboratorieforsøg med smaa Stykker, der kom- 
primeres stærkt; for naturlige Sten derimod, hvor Prøve 
legemerne arbejdes ud af et større Stykke, kan man snarere 
paaregne større Styrke, end Forsøgene give. 

Hvad dernæst Prøvestykkernes Form angaar, saa gælder her 
først og fremmest den samme Proportionalitetslov, som i $ 43 
anførtes for smedeligt Jærn: ligedannede Prøvestykker af samme 
Materiale give de samme Resultater. Til Illustration heraf anføres 
følgende Forsøg af Bauschinger "”) med en meget homogen 
schweitzisk Sandsten; Prøvestykkerne havde rektangulært Tvær 
snit (Siderne ere a og b), og man ser, at de meget nær kunné 
regnes for Tærninger: 

















| | 
α | b | h Brudgrænse 
em. | cm. " cm kg./cm.? 
[πι 
9,95 | 9,85 9,6 680 
10,0 9,85 9,7 685 
6,0 5,85 5,7 670 
5,2 5,2 5,05 690 
i 








”) Mittheilungen aus dem mech.-techn. Laboratorium, Minchen, Heft 24- 
+”) Mittheilungen, Heft 6, Tab. ΠΠ. 
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Sætningen er forøvrigt ikke bevist ved ret mange direkte 
”orsøg med ligedannede Prøvestykker, men den indgaar som 
pecielt Tilfælde i en af Bauschinger %) opstillet Formel, ved 
tvilken man kan sammenligne Resultaterne af Trykforsøg med 
telt forskelligt formede Prøvestykker. Formlen lyder: 


Β, --(.--» 1) γα, (7). 


hvor B, er Brudgrænsen for Tryk (i kg./cm.2), F Tværsnits- 
arealet, u Perimeteren, h Højden (alt i cm.), A og ν Konstanter 
'kg./cm2). For ligedannede Legemer bliver den sidste Faktor 


konstant, Υ1: h ligeledes, saa Formlen bliver til: 
B, = (A+ v.c).K; 
for Tærninger faas: 
B -- λ--ν, (7 a). 


hvorved man kan beregne den. Brudgrænse, man vilde finde 
for en Tærning, hvis man har gjort tilstrækkelig mange Forsøg 
med anderledes formede Prøvestykker til at bestemme Kon- 
stanterne λ. og v i Ligning (7). Tærningen regnes for Normal- 
formen; Resultater, der ere fundne ved den, kunne umiddel- 
bart sammenlignes, og Resultater, der ere fundne ved Prøve- 
legemer af andre Former, skulle reduceres ved (7) eller (7 a) 
for at kunne sammenlignes. 

Bauschinger har eftervist Rigtigheden af Ligning (7) dels 
ved Bearbejdelse af tidligere Forsøg navnlig af Rondelet og 
Vicat, dels ved en Mængde egne Forsøg; Materialet ved alle 
disse Forsøg var forskellige Slags Sandsten, Cementmørtel, 
Gibs ο. ]. For at give et Begreb om den Grad af Nøjagtighed, 
der opnaas, skulle vi anføre følgende Forsøgsrække ++) af 
Bauschinger med en finkornet broget Sandsten; Prøvestykkerne 
ere kvadratiske Prismer og cirkulære Cylindre: 





") Mittheilungen, Heft 6. 
W) Mittheilungen, Heft 6, Tab. V. 
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| h F Brudgr. i kg./cm.” 
Form | | 5 
om cm: observ. | beregnet 
ELERS RSFA = == ων -- 

Prisme........ | 363 | 84,9 381 387 
Cylinder.......| | 36,25 66,5 451 407 
Prisme...…....t 23.1 84,4 438 405 
Cylinder....... | 22,8 65,8 464 423 
Prisme........)| 12,45 | 83,0 440 444 
Cylinder....... | 122 | 66,8 463 473 
Prisme........ | 273 | 84,8 790 755 
Cylinder....... ' 2,90 | 658 | 806 729 

| || 


De i sidste Rubrik anførte Tal ere beregnede efter (7 
med Å = 358, v = 118, hvilke Værdier Bauschinger angiver 
for den hele Forsøgsrække, hvoraf ovenstaaende er et Uddrag 
Overensstemmelsen er ikke altid videre god, men der kan 
heller ikke stilles altfor store Fordringer i den Retning til 
saadanne Materialer som naturlige eller kunstige Sten. — 
Senere Forsøg af Martens”) have vist, at Loven ogsaa gælder 
for en Bly-Tin-Legering, hvorimod den ikke kunde bringes til 
at passe for Støbejærn. For kvadratiske Prismer af Støbejærn 
finder Martens: 


B. = 4190 mure, 


for cirkulære Cylindre: 


B. -- 4320 + 1417. væ i 
men man ser let, at disse to ikke kunne sammenfattes under 
én Formel af den af Bauschinger foreslaaede Form. Martens 
angiver en ny, mere kompliceret Formel, som vi dog ikk | 
skulle komme ind paa. 

Hovedresultaterne af det her om Prøvestykkernes Form 
meddelte ere følgende: 1) naar man sammenligner de [ο 
hyppigst benyttede Former, det kvadratiske Prisme og den 
cirkulære Cylinder, vil den sidste levere noget højere Værdier af | 


+) Mittheilungen aus den kgl. techn. Versuchsanstalten zu Berlin, 1896, 5. 133. 
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Zrudgrænsen end den første (naar F og h ere de samme, faas 
fter (7) 1,06 Gange saa meget for Cylindren); 2) Prøvestykkets 
Tøjde spiller en overmaade stor Rolle, Brudgrænsen voxer meget 
tærtigt, naar Højden aftager; dette Forhold ses tydeligt af den 
»venfor anførte Forsøgsrække. Her maa man dog vel lægge 
Værke til, at der kun er Tale om saadanne Værdier af Højden 

Forhold til Tværsnitsdimensionerne, at en Udbøjning til 
Siden er udelukket; Formel (7) gælder overhovedet kun for 
2 = ΥΓ. — At en ganske lille Højde giver en meget stor 
3tyrke overfor Tryk, hænger forøvrigt sammen med et Forhold, 
vi tidligere have været inde paa, at nemlig i saa Fald Materialet 
kke kan komme til at undvige frit til Siden, enten nu denne 
Undvigen foregaar som en Udflyden eller som en Springen i 
Stykker. Vi ville et Øjeblik se paa, hvorledes Bruddet ind- 
træder for de her behandlede skøre Legemer, 

Naar man af et af disse Stoffer tager et Prøvelegeme, hvis 
Højde er 1% Gange Tværsnittets Sidelinie (Diameter) eller mere, 
vil man i Almindelighed se Bruddet foregaa paa den Maade, 
at Legemet deler sig4 to Kiler (Fig. 128, Pl. 13), der glide paa 
hinanden. Man kunde nu stille sig den Opgave at undersøge 
dette Forhold nærmere ved en Beregning, idet man forudsatte 
Brudfladen nøjagtig plan. Den trykkende Kraft σ paa Prøve- 
stykkets Normalsnit kan opløses i to Komposanter, vinkelret 
paa og i Brudplanen; den sidste vil søge at frembringe en 
Glidning langs denne Plan, men Bevægelsen modarbejdes af 
Legemets Modstand mod Forskydning og muligvis af Gnid- 
ningen, hvis en saadan kan tænkes at virke, førend Materialets 
Cohæsion er overvunden. Ved Differentiation kunde man der- 
næst finde en Retning af Glideplanen, for hvilken det σ, der 
er nødvendigt for netop at overvinde Modstanden mod Be- 
vægelsen, bliver Minimum; langs den Plan vilde Bruddet da 
lettest foregaa. — Beregningen har selvfølgelig ikke stor Værdi 
og skal derfor heller ikke gengives her, men den refererede 
Tankegang giver dog et Fingerpeg, der kan lette Forstaaelsen 
af Fænomenerne ved et saadant Trykforsøg. — Hvis Materialet 
er fuldstændig homogent, vil der aabenbart være lige stor Til- 
bøjelighed til at revne langs flere Planer, der alle danne samme 
Vinkel med Normalsnittet; det er heller ikke ualmindeligt at 
se et kvadratisk Prisme brydes saaledes, at der fremkommer 
to Pyramider med Toppene mod hinanden, muligvis med et 
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mellemliggende Stykke, der da falder ud til Siden (Fig. 129, 
Pl. 14). Bruddet indledes meget ofte ved, at der springer 
Splinter af Siderne. Naar Prøvestykkets Højde er lig Tvær 
snittets Sidelinie eller mindre, vil den gunstigste Brudplan faa 
"en Retning som AB (Fig. 130 a, Pl. 14), men Revnen kan i 
Almindelighed ikke aabne sig helt op til B, fordi Friktionen 
med Trykpladen hindrer en Bevægelse udad af Stykket Βί. 
Der danner sig saa maaske ogsaa en Revne ud fra C, og det 
i Fig. 130 a skraverede springer af, saa man beholder et af 
to Pyramidestubbe bestaaende Legeme tilbage, der først brydes, 
naar Trykket er steget yderligere. Eller det gaar som i 
Fig. 130 b antydet, at Brudplanen AB drejer sig hen til en 
Diagonalplan, saa man ved Bruddet faar to Kiler eller Pyramider, 
der glide forbi hinanden. Man ser, at den Del af Prøvestykket, 
der nogenlunde let kan komme til at løsne sig og falde ud til 
Siden, bliver des mindre, jo mindre Højden er. 

Vi komme endelig til Paavirkningsmaaden. Ovenfor er 
det hele Tiden forudsat, at Trykket udøves paa hele Ῥτουε- 
stykkets Grundflade; hvis dette ikke er Tilfældet, men Trykket 
kun virker paa en Del af Grundfladen, f. Ex. paa det skraverede 
Kvadrat i Fig. 131, Pl. 14, forandre Forholdene sig. 


1. Trykket fra neden virker paa hele Grundfladen, fra 
oven kun paa en Del deraf (med Areal f). Ved de herover 
anstillede Forsøg er der altid anvendt omtrent tærningformede 
Prøvestykker, og Arealet f har som oftest været centralt be 
liggende. Den observerede Brudgrænse kan angives enten i 
Forhold til Arealet f (8) eller til F (Bx), og naar den påå 
sædvanlig Maade, ved Tryk over hele Grundfladen, fundne 
Brudgrænse kaldes B, maa man vente, at 


By; > B> Br. 


Dette har ogsaa altid været Tilfældet, men derimod have 
Forsøgene paa at opstille en Relation mellem Β; og Β — det 
er Sammenhængen mellem disse to, der har størst Interesse — 
ikke ført til overensstemmende Resultater. 

Paa Grundlag af nogle Experimenter af L. Durand-Clayt 
har Flamant +) givet Relationen: 





”) Annales des ponts et chaussées, 1887, II, 5. 250. 
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By -- B.VF. 


f , 
en passer saa nogenlunde, men ikke særlig godt, for Durand- 
laye's Resultater, naar γη ligger mellem 1 og %, men den 


temmer slet ikke med Bauschingers Forsøg. 
Bauschinger 3) har givet Relationen følgende Form; 


B=B VE. (8). 


For at give en Forestilling om den opnaaede Grad af 
Nøjagtighed skal anføres nogle af Bauschingers Forsøgsresul- 
iater. Materialet var en schweitzisk Sandsten, Prøvelegemerne 
meget nær Tærninger med 10355" Sidelinie. Ved nogle af dem 
overførtes Trykket til en Flade som f i Fig. 131 ved et Staal- 
stempel, ved andre vare de opadvendte Kanter af Tærningen 
fasede af; det synes temmelig ligegyldigt, hvilken af disse 
Metoder der anvendes. 























| F f Br By (kg./cm.”) 
2 2 3 
| cm. em. kg. cm. οὐκ, (Ba at 
Sy -- άμα ανν fie ο 
Staalstempel........ | 99,0 15,2 162 1052 | 1186 
ο ον ο 97,5 | 325 | 308 923 916 
τει re os | 98,5 60,8 477 772 746 
Affasning 1:1....... | 100,0 63,2 510 807 740 
SE as has | 99,0 37,2 325 860 879 
ας, ere | 98,0 185 | 235 | 1243 | 1107 


For den anvendte Sandsten var B = 635 kg./cm.? (for 
Tærningform), og dermed ere Tallene i sidste Rubrik bereg- 
nede efter (8). 

Det her omtalte Tilfælde har en Del praktisk Interesse, 
da det ikke er sjældent, at hugne Sten paavirkes paa den 
Maade (Søjlefundamenter,  Underlagssten for  Brodrageres 
Lejer ο. 1.). Hvis man da angiver Paavirkningen paa Stenen 


”) Mittheilungen, Heft 6. 
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i Forhold til Arealet f, kan man aabenbart roligt tillade en større 
Belastning end ellers, naar Stenen indgaar i en Konstruktion, 
hvor den bliver trykket over hele Fladen, og man kan f. Ex. 
anvende Relationen (8) ogsaa for de tilladelige Paavirkninger: 


3 
F 
τα. 
Ogsaa et andet Tilfælde af delvis Paavirkning har praktisk 
Interesse, nemlig det, hvor det lille Areal f er en rektangulær 
Strimmel, der strækker sig over Grundfladens hele Bredde 
(Fig. 132, Pl. 14); fra neden tænkes Trykket ogsaa her at virke 
over hele Fladen. Vi skulle anføre Resultaterne af nogle 
Forsøg af Bach =Y med Sandsten, for hvilken Brudbelastningen 
ibestemt ved tærningformede Prøvestykker) var 653 kg./cm.! 
Der anvendtes omtrent tærningformede Prøvelegemer af 10= 
Sidelinie ;Højden var dog kun 9,8—9,9). 


αν δα. 











Bredde af Br B- kg. ει 
Strimlen ν 
F em? ϱ) beregnet 
em. f kg. " efter 8 
25 40 232 956 1035 
2 30 188 943 1H17 
15 667 156 1044 1230 
10 10.0 1% 1193 1405 
25 131] 142 2850 1770 


De ved Ligning 3) beregnede Værdier passe just ikke 
særlig godt med de observerede. — Bach anstillede de anførte 
Forsøg efter Anmodning af Leriårand i Anledning af Konstruk- 
ionen af Charniererne i de af denne br; je hvælvede Broer. 
Som evenfor i 3 49, Bly berørt paatænktes det nemlig at 
snvende et temmelig stort Tryk pr. årealenhed (60—120 Κρ.σπι. 
ἕος det Materiale, der indlagdes i Charnierfugen, og det kunde 
da være et Spørgsmaal. om selve Hvælvingsmaterialet turde 
vaavirkes saa stærkt Da det store Tryk pr. Arealenhed 
; kun skuuie virke over højst j af Fiugebredden, 
Ser Bach's Forsøg intet at være i Vejen derfor. 











Curiiée απιὲ δα ἒνις Ste ἃ.ξ. Ίνα 5 49. 
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2. Trykket virker baade fra oven og [τα neden kun paa 
2 Del af Prøvestykkets Overflade. Dette Tilfælde har langt 
2indre praktisk Betydning, hvorfor vi kun skulle anføre, at 
rudbelastningen bliver langt mindre end i Tilfældet ovenfor. 
sauschinger har gjort en Del Forsøg med Sandstens-Tærninger, 
er trykkedes fra hver Side paa en lille Flade f (Fig. 133, Pl. 14). 
4 disse Forsøg fremgik dog et ganske mærkeligt Resultat. 
laar man nemlig ved andre Trykforsøg bestemte Konstanterne 
og v i Ligning (7) for det benyttede Materiale, og naar man 
ernæst beregnede Brudgrænsen efter (7) for et Legeme som 
et i Fig. 133 indeni Tærningen punkterede, med Grundfladen 
og med samme Højde h som den hele Tærning, viste de 
veregnede Værdier sig at stemme meget nær med de ved For- 
øgene fundne. Man skulde paa Forhaand være tilbøjelig til 
4 tro, at det i Beregningen indførte Legeme maatte under- 
tøttes af det omgivende Materiale, idet en Undvigen til Siden 
lerved hindres, men dette viser sig altsaa ikke at være Til- 
ældet i nogen nævneværdig Grad; Grunden hertil maa søges 
det omgivende Materiales ringe Modstandsevne mod Træk. 


& 52. Bøjning. Det skal ganske kort udvikles, hvor- 
edes Beregningen af en Bjælke, der er paavirket til Bøjning, 
skal udføres, naar Hooke's Lov ikke gælder. Det forudsættes, 
at et oprindelig plant Tværsnit vedbliver at være plant. Der 
lægges to konsekutive Tværsnit i Bjælken (Fig. 54, Pl. 6), og 
der betragtes et Fiberelement i Afstanden y fra den (foreløbig 
ubekendte) neutrale Axe. For et saadant findes ganske som 
i 8 24: 

Y 
& m= ὥς - Fy , 
hvor y regnes positiv mod den strakte Side, negativ mod den 
trykkede. 

Som tidligere bemærket, ville vi regne med en parabolsk 

Arbejdslinie og altsaa sætte: 


for Træk: σι = αε --- βιε', 
for Tryk: σι -- as + β.ιθ", 


idet vi gaa ud fra, at Kurverne for σι og σι skulle have fælles 
Tangent i Begyndelsespunktet, hvorved Koefficienten & bliver 
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den samme i begge Ligninger; i Udtrykket for σε er ε negativ. 
Naar der for ε indføres det ovenfor fundne Udtryk ved y, faas: 
2 
σι α 9 νε rv; , 
i (a). 
σε Ὥ- ad + 2: pi : 

Man skal nu opskrive Ligevægtsbetingelserne for de indre 
Kræfter i et vilkaarligt Snit og de ydre Kræfter paa den ene 
Side af Snittet. Idet Bjælken antages vandret, de ydre Kræfter 
lodrette, faar man ved Projektion paa en vandret Linie kun 
med de indre Kræfter at gøre, og Ligningen bliver: 


[σια-ε Å" σας — ο: 
ο 6ἱ + Å OR = 0; 
naar Værdierne af σι og σι indsættes, faar man: 


α te, 1 
aft gar fe ft park gar] — 0. (6.| 
ϱ ντο ϱ 

Ved at tage Momenterne med Hensyn til den neutrale 
Axe faas, idet de ydre Kræfters Moment sættes lig M: 


€ ο 
M— fy. aar+å", y. σι, 
2 


eller: 


M— sf y'dF — - oa [βι hg y'dF — 8: war]. (ω 


Integralerne i første Led i Ligningerne (0) og (ο) betyde 
"Tværsnittets statiske Moment og Inertimoment med Hensyn 
til den neutrale Axe, Integralerne i de sidste Led ere Inerti- 
momenterne og Momenter af 3die Orden af den strakte eller 
trykkede Del af Tværsnittet. Man kan temmelig let bestemme 
alle disse Størrelser grafisk, ligesom der kan angives en grafisk 
Konstruktion af den neutrale Axe for en vilkaarlig Form af 
Tværsnittet; men vi skulle ikke komme ind herpaa, og i det 
følgende forudsætte vi Tværsnittet rektangulært, det Tilfælde, 
der har størst praktisk Betydning. For et Rektangel med 
Bredden 1, Højden h, bliver Ligning (6) til: 
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1 
a. 4 (€t— el) — — [52,8 —3 2,63] 0 
ågning (ο): 
η 4 ε-- 3 εἰ) --- ar [Ha +48]. 
Naar heri indføres: 
æ 
e=ih+x, &— |h—x, ST Tae. 


hvor æ betegner Afstanden fra Rektanglets Tyngdepunkt til 
len neutrale Axe, findes: 








1 1 α 
πετ Εν (α). 
8n 
hvor N -- 
τε 

og ved Indsættelse heraf i Ligning (0): 
M=R. iN [+ mt — N.N] -- me. ane (9. 
δε UNE ae øn myg tk + κ 


Heri ere Ν, Νι og Να rene Tal, afhængige af n og Μαϊοτία]- 
konstanterne 2; for et bestemt Materiale kan man altsaa én 
Gang for alle beregne en Tabel over disse Størrelser for for- 
skellige Værdier af n, og ved dens Hjælp bestemmes strax den 
neutrale Axes Beliggenhed af Ligning (e), naar man kender 
M og h. Den neutrale Axe varierer altsaa med Størrelsen af 


Momentet. Naar n nu er bekendt, findes η ved Ligning (4) 


og dernæst Spændingen i et vilkaarligt Punkt ved (a). 

Som Exempel paa Anvendelsen af den udviklede Beregning 
ville vi tage den allerede i & 35 omtalte Granitbjælke, for hvilken 
Fåppl har anstillet Undersøgelser. Som i $ 35 bemærket 
maalte Fåppl de ved Bøjningen foraarsagede Længdevariationer 
af Fibrene mellem to bestemte Tværsnit, og idet han ved 


specielle Elasticitetsmaalinger bestemte Arbejdslinierne baade 
A. Ostenfold: Teknisk Elasticitetslære, 18 
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for Træk og Tryk, kunde han altsaa angive de i forskellige 
Punkter af Tværsnittet optrædende Spændinger. 

For denne Granit kan regnes%) (i kg. cm.2%, gældende 
mellem + 46,7 og — 66,7 Κρ./επι."): 


α -- 105.46, βι — 103, 8 = 103.40, 
hvorefter følgende Tabel er beregnet. 














n | N Ni Na 
| 
0,01 " 0,207 | 0,0426 | 0,0154 
0,02 | 0,363 | 0,0441 | 0,0246 
0,03 | 0,484 | 0,0459 00300 
0,04 | 0,580 | 0,0478 | 0,0332 
0,05 | 0,658 | 0,0500 | 0,0348 








For den betragtede Bjælke var b = 20m-, h = 80015 I 

det Punkt, hvor Spændingerne maaltes, var Momentet 2,412, 
altsaa for 1%. Bredde: M — 12050 kg. cm. Idet endvidere 
αἳ 


— 385, findes af Ligning (ο) ovenfor: 
θε βι 


12050 


Νε pE 385 00848, 


”) Naar man efter de observerede sammenhørende Værdier af ἓ og 6 
(Mittheilungen aus dem mech.-techn. Laboratorium, Miinchen, Heft 4, 
Tab. 25) beregner αι og 2, for Træk og ligeledes a, og 2, for Tryk hver 
for sig ved de mindste Kvadraters Methode, findes: 

αι Ξ- 10%, 4,49, ὃς = 10%. 8,97 og ας = 105.461, 2, = 103.461. 


For at give et Begreb om den Grad af Nøjagtighed, der opnaas ved 
Anvendelse af en Parabel som Arbejdslinie, skal anføres de for samme 
& beregnede og observerede 9; (Trækspændinger): 

observeret: 6,7, 13,3, 20,0, 26,7, 33,3, 40,0, 46,7, 
beregnet: 6,1, 12,7, 191, 27,0, 34,3, 40,5, 46.0. 

Naar man imidlertid stiller det Forlangende, at αι = αγ faar man 
meget nær de ovenfor angivne afrundede Værdier. — Man vilde natur- 
ligvis faa bedre Overeusstemmelse mellem Beregning og Forsøg, hvis 
man regnede med de angivne forskellige Værdier af αι og αγ hvilket 
lige saa let lader sig gere. 
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sg af Tabellen ses, at hertil svarer π = 0,05; den neutrale 
ixe ligger altsaa 1,053" fra Midten (hen mod den trykkede Del 
f Tværsnittet), medens Fåppl ved sine Maalinger fandt 0.951". 
den til n = 0,05 svarende Værdi af N tages af Tabellen, og 
merved findes: 
a 8 
-- 8,42, gi — 0,335, A — 0,151, 

ανοτεβει Spændingerne i de forskellige Punkter kunne beregnes 
ved (a). Resultaterne af denne Beregning for de yderste Punkter 
1 Tværsnittet og for Punkterne 1, 3, 5, 7 (Fig. 134, Pl. 15) og 
Fåppls Resultater for de samme Punkter ere: 


σει σι σι 05 στ σε, 
beregnet: (47,7) 50,0 39,2 —25,2 -- 81.7 —86,2, 
Fåppl: (77,3) 33,2 —27,7 —84,1 —90,4. 


Spændingerne ere afsatte som Ordinater i Fig. 134; den 
fuldt optrukne Linie svarer til Fåppls Værdier, den punkterede 
til de beregnede. 

Overensstemmelsen er for Trykspændingernes og de mindre 
Trækspændingers Vedkommende meget tilfredsstillende; for 
Trækspændingen i det yderste Punkt af Tværsnittet passer det 
derimod slet ikke. Dette kan dog heller ikke forlanges, og det 
kunde man vide i Forvejen; thi ved Træk- Elasticitets- 
maalingerne, hvorefter den anvendte Parabel er beregnet, er 
man kun naaet op til en Spænding paa 46,7 kg. (se Noten), 
saa man har naturligvis heller ikke Lov til at anvende den 
herefter bestemte Parabel for højere Spændinger; dette ses 
tydeligt deraf, at Parablen har sit Toppunkt ved σ = 53 kg. 
Tallet 66, = 77,3 kg., som Fåppl angiver, er af samme Grund 
heller ikke paalideligt; det er fundet ved en Sandsynlig- 
hedsberegning, angaaende hvilken henvises til Fåppls Med- 
delelser. Endelig erindres om, at Tværsnittet, som i $ 35 
(Fig. 100, Pl. 11) omtalt, ikke holder sig nøjagtig plant, og at 
Afvigelsen navnlig er betydelig for de yderste Fibre paa Træk- 
siden; en Beregning, der forudsætter plant Tværsnit, kan der- 
for aldrig ventes at ville stemme nøjagtigt; ved det Skøn, der 
fører Fåppl til at antage 6,, = 77,3 kg., er der derimod taget 
Hensyn til den virkelig maalte Forlængelse. — Den angivne 

18% 
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Beregningsmethode er sikkert ret paalidelig, naar man holder 
sig indenfor det Spændingsomraade, for hvilket de anførte 
parabolske Arbejdslinier overhovedet have Gyldighed. Dette 
viser sig ogsaa, naar man gennemfører Beregningen for den 
Sandstensbjælke, som Fåppl ligeledes undersøgte. For dette 
Materiale haves (gældende mellem +- 10 og — 15 Κᾳ./ οπι.]: 


α == 105.09, 8, = 109. 174, 82 = 105, 1,35; 


endvidere var h = 30m, M =— 1800 kg. cm. pr. 1%. Bredde. 
Resultaterne ere: 


σει σι σι σι σι σε σε ση σε 
beregnet: 10,6 10,2 7,9 4,6 0,3 —4,3 —8,0 — 11,0 — 11,5, 
Fåppl: 10,1 7,5 50 1,0 —4,1 —8,0 — 10,6 — 111. 


Beregningen er naturligvis kun anført som Exempel paa. 
hvorledes man skal tage fat paa en saadan Opgave, hvor de! 
gælder at undersøge Overensstemmelsen mellem Theori 0$ 
Experimenter, og for at antyde, hvorledes man en Gang i 
Fremtiden kan komme til at regne, naar man har faaet bestemt 
nogle tilstrækkelig paalidelige Værdier af Materialkonstanterne 
til en Gang for alle at beregne Tabeller. For ren Bøjning faar 
Beregningen næppe nogensinde synderlig Betydning, da de her 
omhandlede Materialer ikke egne sig og derfor kun sjældent 
bruges til at modstaa en saadan Paavirkning; derimod vilde 
det have betydelig —— ogsaa praktisk — Interesse, om mån 
kunde naa såa vidt i Kendskab til Materialkonstanterne, a! 
man kunde beregne Tabeller tor Behandlinæn af en ΚΟΠ 
bination af Tryk eg Bøjning, saaledes som man har det i 
Hvæhingær For et specielt Tilfælde heraf — naar der inge 
Trækspændinger optræder — skuile vi senere se, at det meg! 

ἐς τσ Tilfælde af excentrisk 
mi: See: saa længe Materialkon- 
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”ormer er af Vigtighed. Der anvendes nu ofte Støbestaal, 
vor Støbejærnet tidligere var eneherskende. ! 

Styrken overfor de forskellige Slags Paavirkninger af- 
længer i høj Grad af den kemiske Sammensætning, navnlig 
af Indholdet af Silicium, fordi dette har særlig stor Indflydelse 
Daa, om det tilstedeværende Kulstof skal optræde som Grafit 
2ller kemisk bundet. Vi skulle ikke komme nærmere ind 
herpaa, men forudsætte i det følgende den almindeligt til Kon- 
struktionsøjemed (Søjler, Maskingods, Rør ο. 1.) anvendte 
Kvalitet, af hvilken man sædvanligvis forlanger, at »Jærnet 
skal være blødt (graat), saa at et Hammerslag mod en ret- 
vinklet Kant af det støbte Stykke frembringer et Indtryk, uden 
at Kanten springer af« 3). 

Træk og Tryk. Brudgrænsen for Træk (B,) varierer mellem 
1000 og 2500 og foreskrives7) gerne at skulle være mindst 1200 
kg./cm.? for et afdrejet Prøvestykke (uden Støbeskal). Brudgrænsen 
for Tryk (B.) kan antages at variere mellem 4000 og 14000 
kg./cm.? som yderste Grænser, som Middelværdi kan regnes 
6—8000. Tetmajer"") angiver følgende Middelværdier (kg./cm.”): 


Βι B. 
mørkegraat, grovkornet Støbejærn 1000. 5000, 
graat ὃν Fer Fer ETS 1400 6500, 
lysegraat, finkornet . . . . . 1600 8000, 


hvorefter Forholdet B,: Β. almindelig kan regnes til i. Naar 
man har Brug for en Værdi af Elasticitetskoefficienten, kan 
som Middelværdi regnes 1000000 kg./cm.”, men forøvrigt er 
den, som bekendt, ikke konstant. 

I Fig. 135, Pl. 15, er vist Arbejdslinier for Træk og Tryk 
efter Maalinger af Bach”"=); ingen af Maalingerne er fortsat til 
Brud. Man ser, at Arbejdslinien navnlig for Træk, men ogsaa 
for Tryk, krummer sig lige fra Begyndelsespunktet; derimod ser 
det ikke ud, som om Træk- og Tryk-Arbejdslinierne havde fælles 
Tangent i Begyndelsespunktet, hvilket dog sandsynligvis hidrører 
fra, at de to Slags Maalinger ikke ere foretagne paa det samme 





%) Vorschriften fir Lieferungen von Eisen und Stahl, aufgestellt vom 
Verein deutscher Eisenhiittenleute, Disseldorf 1893. 


44%) Die Baumechanik, Zirich, 1889, S. 82. 
++) Zeitschr. d. Vereins deutscher Ingenieure, 1897, S. 241. 
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Prøvestykke. Bach har senere offentliggjort”) nogle Resultater, 
der netop ere fundne ved samme Prøvestykke, og her ere 
Tangenterne i Begyndelsespunktet temmelig nær ved at falde 
sammen. Beregner man Konstanterne i den parabolske Arbejds- 
linies Ligning efter disse nyeste Maalinger, faas: 


for Træk: σ = 10: (9,3488 — 2714,5£), 
- Tryk: σ- 10% (9,0338 — 418,42), 


hvorefter man for denne Støbejærnsprøve nøjagtigt nok kan 
sætte: 

for Træk: σ — 10: (9,28 — 23708), 

- Tryk: co = 10? (9,28 — 5308), 


gældende mellem Spændingerne +- 409 og — 1432 kg./cm.2. 
Hvorvidt disse Tal kunne anvendes for Støbejærn i Al 
mindelighed, maa afgøres ved langt flere Forsøg. 


Af de omtalte Maalinger vil man ogsaa se, at Elasticitets- | 


grænsen oprindelig laa omtrent nede ved Nul, men allerede 
ved første Paavirkning hævedes betydeligt; de blivende For- 
længelser vare nemlig (angivne i 417%", for en Maalelængde 
af 508m)) : 
svarende til Spændingerne (kg./cm.2): 
20 102 204 306 409 
ved 1δίο Forsøg 0,00 0,105 0,565 1,385 2,820. 
- 2det - 0,00 0,01 0,02 0,035 0,10 


Bøjning. ἵ Fig. 136, Pl. 15, er vist Arbejdslinien for en 
Bjælke af Støbejærn med rektangulært Tværsnit, 30 X 905: 
og 1,0" Fritliggende, belastet med en Enkeltkraft paa Midten: 
Nedhbøjningerne i Midtpunktet ere afsatte som Abscisser, Be- 
lastningen som Ordinat ”=). Man ser her maaske endnu 
tydeligere end af Fig. 135, at Hooke's Lov ikke gælder. Som 
Resultat af Bøjningsforsøg angives forøvrigt her, ligesom for 


”) Zeitschr. d. Vereins deutscher Ingenieure, 1898. 5. 35. Bach (Schåle, 
angiver følgende Ligninger for Arbejdslinierne: 


for Træk: ε = ære 
1 

1217000 " 

3.) Maalt af Bach. Zeitschr. d. Vereins deutscher Ing., 1888, 5. 193, ο. f. 


for Tryk: & = er 
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medeligt Jærn, en Brudmodulus, Βν, (Spændingen, beregnet 
fter Formlen σ -- ον og den maa naturligvis ogsaa her 


ære afhængig af Tværsnitsformen. Grunden til, at Brud- 
nodulus for Bøjning ikke er den samme som Brudgrænsen 
or Træk, maa navnlig søges i, at Arbejdslinien krummer sig, 
aa at de i Nærheden af den neutrale Axe liggende Fibre faa 
tørre Spændinger og altsaa blive bedre udnyttede, end hvis 
Ποοκε)ς Lov gjaldt. Man kan derfor paa Forhaand slutte, at 
3rudmodulus maa være størst for saadanne Tværsnit som en 
Zirkel, et Kvadrat, der bøjer sig ned i Diagonalretningen ο. l., 
'ordi her findes forholdsvis flest Fibre, der blive bedre ud- 
zyttede, end Formlen M = σ. Ἡ) lader formode, og at den 
maa være mindst for I-formede Tværsnit ο. I. Man kunde 
være tilbøjelig til at slutte, at ogsaa Haardheden maatte have 
en kendelig Indflydelse paa Størrelsen af Brudmodulus ligesom 
for smedeligt Jærn, men dette synes dog ikke at være Til- 
fældet. Bach+) finder saaledes for cirkulært Tværsnit: 


for alm. blødt Støbejærn, med B, — 1369 kg./cm,?: B,:B,—= 2,12, 
—  haardt — - B,—=188 — : Br: B,= 2,24. 


Det maa ogsaa erindres, at selv for meget blødt Støbejærn 
er der ikke Tale om en saadan Deformation af Tværsnittet, 
førend Brud indtræder, som for blødt smedeligt Jærn. 

Efter talrige Forsøg af Bach++), Considére"%+) og forskellige 
andre $) kan Forholdet Β,: Βι for bearbejdet Støbejærn (d. v. s 
uden Støbeskal) regnes til: 


for cirkulært eller H|-formet Tværsnit 
eller et Kvadrat med en Diagonal i 


Kraftplanen . . . νο νυν 2,1—2,3, mindst 2,0, 
for rektangulært eller kvadratisk Tvær- 

snit . . . me er rr — 1,7, 
for symmetr. eller usymmetr, I-formet 

eller for | -formet Tværsnit . . . 1,4—1,6, — 1, 


3) Elasticitåt und Festigkeit, 2te Aufl., 1894. S. 111—12, 


»%) Zeitschr. d. Vereins deutsch. Ing., 1888 og 89, refereret i »Elasticitåt und 
Festigkeit, 1894, S. 110—15. 


3.) Annales des ponts et chaussées, 1885, I, S. 667—74. 
+) Lanza: Applied mechanics, Τε. ed., New-York, 1896, S. 384. 
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Naar derimod Sftøbeskallen findes paa Prøvestykket, faar 
man langt mindre Resultater; for de tre Grupper, hvori Tvær- 
snitsformerne ovenfor ere inddelte, kan da regnes: 


184, 1,4—16,  1,1—1,3. 


Til disse Tal maa man tage Hensyn ved Fastsættelsen af 
den tilladelige Fiberpaavirkning, som vi skulle se nedenfor. — 
Som Leveringsbetingelse for Støbejærn foreskrives ofte en 
Minimumsværdi af B,; saaledes forlanges det i de tyske Normal- | 
betingelser for Levering af Jærnkonstruktioner, »at en ube- 
arbejdet Stang med kvadratisk Tværsnit, 307” Sidelinie, 
hvilende paa to Understøtninger i 1,0 ” Afstand, skal kunne 
taale en Belastning paa Midten, der voxer jævnt op til 450 kg, | 


uden at brydes«. Der forlanges altsaa en Brudmodulus: | 


M 4.450.100 
πι τι δ 


-- 3500 Κρ./οπι.ὶ. 


For kvadratisk Tværsnit og med Støbeskallen siddende 
paa kan man gennemsnitlig regne B,:B, = 1,5, saa den 
nævnte Fordring svarer i Virkeligheden til 
B, == V ες 1666 kg./cm., 

1,5 

medens de samme Betingelser kun foreskrive en direkte Træk- 
Brudgrænse af 1200 kg./cm.2, Man bør aabenbart enten for- 
lange en Træk-Brudgrænse af ca. 1600 kg./cm.%, eller at den 


nævnte Stang kun skal kunne taale en Belastning af 120 450 


1666" 
— 325 kg. til Bøjning. 

Forskydning. Der er ikke foretaget ret mange Forsøg til 
Bestemmelse af Støbejærns Modstandsevne mod denne Paa- 
virkning. Tetmajer angiver”), at Forholdet mellem Brud- 
belastningen til Forskydning, By, og til Træk, Βι, kan regnes 
til 5, men efter Forsøg af Bach”) synes det at være sikkert 
at regne By: B, = 1. 

Vridning. Bauschinger og Bach”+%y have udført en hel 
Del Vridningsforsøg med forskellige Former af Tværsnittet. 





”) Die Baumechanik, Zårich, 1889, S. 187. . 
+) Elasticitåt und Festigkeit, 2te Aufl., 1894, S. 222—24, 
944) fbid., S. 178 ο. f. 
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Vi skulle kun anføre følgende Resultater (Β, betegner Brud- 
nodulus for Vridning, beregnet ved de under Forudsætning 
if Hooke's Lov udledede Formler): 


Cirkulært Tværsnit . . . B,:B, = 1,02, 


Cirkelring......... —  — 0,82—0,86, 
Εβδδ ορ ος ς τι 5 1,0 —1,25, 
Ellipsering ........ —  — 0,8 —1,0, 
Rektangel ........ —  — 1,4 —1,6. 


T- og F-formede Tværsnit (med Højde h, Bredde af Flangerne 
b og Tykkelse af Krop eller Flanger δ) have omtrent samme 
Modstandsevne mod Vridning som et Rektangel med Siderne 
& og [h+ 2(b— δ)]. 

Støbeskallen formindsker ogsaa Styrken overfor Vridning. 

Af Varighedsforsøg med Støbejærn er der ikke udført ret 
mange, saa man har ikke stor Erfaring angaaende Modstands- 
evnen mod ofte gentagne Paavirkninger. Her skal dog nævnes 
nogle Forsøg af Bauschinger +) og i Watertown Arsenal ++). 

Bauschinger lod Paavirkningen variere dels mellem Nul 
og en højere Grænse (Træk), dels mellem lige store Træk og 
Tryk (Bøjning). Hvis man overhovedet tør udlede noget bestemt 
Resultat af Forsøgene, maa det blive, at Udsvingsstyrken (U) 
er omtrent halv saa stor som Ligevægtsstyrken (L), Svingnings- 
styrken (S) omtrent en Trediedel af denne. 

Ved Forsøg til Bestemmelse af U (med Rundstænger, for 
hvilke L = 2260 kg./cm.) indtraadte Brud altid efter flere eller 
færre Gentagelser, naar største Paavirkning var > 1150 Κμ./οπι.". 
En Stang taalte ca. 12800000 Variationer mellem 0 og 1150 kg. 
uden at brydes, hvorefter der ved roligt Træk fandtes 
L > 2410 kg./cm.%, saa Styrken er i alt Fald ikke aftaget ved 
de mange Paavirkninger; der er følgelig lige saa lidt her som 
for smedeligt Jærn Tale om nogen »Udmattelse« af Materialet. 
Efter ca. 7400000 Variationer fandtes »Elasticitetsgrænsen« 
hævet op til 790 kg./cm.?, efter de 12800000 Variationer til 
1080 kg./cm.?; der er derfor den største Sandsynlighed for, at 
Paavirkninger paa ca. 1100 kg./cm.” kunde have været taalte i 
det uendelige. — Paa den anden Side maa man være meget 


") Mittheilungen, Heft 25, S. 18, udgivet af Fåppl efter Bauschingers Død. 
%) Report of tests at Watertown Arsenal, 1889—92. 
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forsigtig med at benytte saadanne Angivelser, hvilket tilstrækkelig 
tydeligt fremgaar af Forsøgene med en anden Stang af samme 
Materiale; den brødes nemlig allerede efter 980000 Variationer 
mellem 0 og 863 kg. paa Grund af en Fejl i Støbningen. 
Overhovedet fandtes ved alle de Stænger, der brødes under 
Forsøgene, Fejl i Brudfladerne, ogsaa rigtignok ved den oven- 
for omtalte Stang, der tilsidst blev prøvet med roligt Træk. — 
At »Elasticitetsgrænsen«, som ovenfor omtalt, hævedes ved de 
varierende Paavirkninger, fandtes ogsaa i andre Tilfælde; saa- 
ledes for en Stang af en anden Støbning (1, —= ca. 2000 kg./cm.y 
var den efter 5400000 Variationer mellem 0 og 840 Κρ./οπι 
hævet op til 646 kg./cm.?; denne Stang taalte ca. 13000000 
Variationer uden at brydes, hvorefter Forsøget indstilledes. 
Men for enkelte af Stængerne kunde der ikke paavises nogen 
» Elasticitetsgrænse« +). 

Ved Forsøgene. til Bestemmelse af Svingningsstyrken — 
med et Materiale, for hvilket 1, = 2260 kg./cm.? — indtraadte 
Brud altid, naar Paavirkningen var > + 900 kg./cm.%. Der 
prøvedes to Stænger netop med Variationer mellem + 900 kg., 
og de taalte 8—9000000 Svingninger uden at brydes, hvorefter 
Forsøgene indstilledes. Elasticitetsmaalinger foretoges ikke her. 

Ved Forsøgene i Watertown anvendtes et Materiale, for 
hvilket L = 2200 kg./cm.”; Paavirkningerne skiftede mellem 
lige store positive og negative Værdier (Bøjning). Το Stænger, 
for hvilke Paavirkningen svingede mellem + 1750 og — 1400 
kg./cm.”, brødes efter 4700 og 26400 Omdrejninger, en ådie, 
som paavirkedes med + 700 kg./cm.2, brødes ikke ved 
ca. 20000000 Omdrejninger, hvorefter den prøvedes med roligt 
Træk; der fandtes den oprindelige Brudgrænse. Endelig 





”) Formodentlig mener Bauschinger dog, som han plejer, »Proportionalitets- 
grænse« overalt, hvor der her er skrevet Elasticitetsgrænse. Ifølge 
Bauschingers sædvanlige Sprogbrug kan man gaa ud fra, at hvor han 
angiver en +Elasticitetsgrænse«, dér er der indenfor den ikke optraadt 
blivende Formforandringer af nogen Betydning, og tillige er der Pro- 
portionalitet; og hvor han angiver, at der ingen »Elasticitetsgrænse« 
findes, kan man gaa ud fra, at der ikke har været Proportionalitet 
mellem Spændinger og Formforandringer, men derimod ikke fra, at 
der er optraadt blivende Formforandringer. Det er derfor det sand- 
synligste, at dev fandtes en Elasticitetsgrænse (indenfor hvilken ingen 
blivende Formforandringer optraadte) ogsaa for de Stænger, hvor Bau- 
schinger ikke har fundet den. ii 
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rbejdedes der med en 44ε Stang, der paavirkedes med 
- 1050 kg./cm.”, og den brødes efter 47283500 Omdrejninger. 
»vingningsstyrken ligger altsaa formodentlig ved 8—900 kg./cm.2, 

Endelig skal det lige nævnes, at Outerbridge har paavist, 
& hyppigt gentagne Stød, Slag eller Rystelser (f. Ex. Rysten i 
πα. Tromle) forøger Styrken +). Af 83 Forsøg viste 10 en Af- 
agen, Resten en Tiltagen (af indtil 40 9/0) i Brudbelastningen 
Bøjning); ogsaa Nedbøjningen voxede (indtil 55 Yo) og dermed 
Zvnen til at modstaa Stød. Harrison fandt, at Bøjningsforsøg 
zanske vist næsten altid viste en Tilvæxt, men direkte Træk- 
'orsøg lige saa ofte en Aftagen i Styrke. Dette vil Outerbridge 
'orklare derved, at de Stykker, der skulle sammenlignes, ud- 
støbes efter hinanden, hvorved Udstøbningstemperaturen bliver 
forskellig, og det varmest støbte er altid stærkest. Sagen 
trænger dog aabenbart endnu til nærmere Undersøgelse. 

Tilladelig Paavirkning. Man indfører altid en større Sikker- 
hedskoefficient her end for smedeligt Jærn, navnlig fordi Støbe- 
jærn er et langt mindre paalideligt Materiale. Der findes meget 
ofte Støbefejl, utætte Steder, hele Luftblærer ο. 5. v., og lige- 
ledes Støbespændinger, hidrørende fra uensformig Af køling. 
Overfor Stød er Støbejærn overmaade lidt modstandsdygtigt ; 
man ser i Fig. 135 og 136, at Formforandringerne ere meget 
smaa Størrelser. Sikkerhedskoefficienten kan for permanente 
Konstruktioner sættes til 6—10, eftersom Konstruktionen er 
mere eller mindre udsat for Rystelser. 

Der tillades almindeligt: 


overfor direkte Træk . . . . . . . . . . 150 kg./cm.2 
— — Tryk . ......…. 600—900 -- 
—  KTræk i bøjede Konstruktionsdele . 200—300 -- 


Overfor sidstnævnte Paavirkningsmaade bør man tage 
Hensyn til Tværsnitsformen og altsaa regne: 


. for cirkulært Tværsnit 1,84.150 = ca. 275 Κρ./ οι." 
-… rektangulært — 1,5.150 = - 225 — 
- [o.l = 19.150 -- - 180 — , 


idet Støbeskallen i Almindelighed faar Lov at blive. 


”) Se Baumaterialienkunde, Aarg. Η., S. 181. 


| 
| 
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Overfor Vridning kan man paa lignende Maade tg 
Hensyn til de meddelte Forsøgsresultater. 

Forøvrigt undgaar man saa vidt muligt at anvende Støbe 
jærn, hvor det skulde paavirkes til direkte Træk, og helst 
ogsaa, hvor det skulde modstaa Bøjning. 

Berlins Byggepolitit) tillader 250 kg./cm.? for Træk, og ku 
500 kg./cm2 for Tryk. 

De franske officielle Forskrifter +) af Aug. 1891 tillade 19 
kg./cm.2 for Træk, 250 kg. til Bøjning, 600 kg. for Tryk. 

Ved hammerbart Støbejærn ere det almindelige Støbejæms 
værste Fejl — den ringe Modstandsevne mod Træk og mod 
Stød — til Dels ophævede, men Produktet er dog saa uens. 
at man ikke kan stole derpaa uden specielle Undersøgelser i 
hvert enkelt Tilfælde. Som Exempel paa hvad der kan op 
naas, skal anføres nogle Undersøgelser af Stanford ++), For 
en Række paa 42 Enkeltforsøg fandt han: 


Middeltal. Max. Min. 
Brudgrænse (Træk) . . . 3500 4800. 2700 κρ./ ει) 
Forlængelse (pr. 5%) . . 6,6 10,3 2,8 %/o 
Kontraktion ....... 6,2 9,8 1,3 "0. 


Andre Forsøgsrækker gav lignende Resultater. Naar Støbe 
skallen borttoges, fandtes baade mindre Styrke og Sejghed. — 
Ikke nær saa gunstige ere følgende Resultater $) (Middeltal af 
10 Prøver): 


forzinket: Brudgr. 2250 kg./cm.7, Forlængelse (pr. 20%) 0,54"; 
uforzinket: — 2330 — , — —  0,76%. 


δ 54. Naturlige Sten, brændte Sten. Disse Materialer 
anvendes navnlig overfor Tryk, temmelig ofte dog ogsaa over 
for den Art af Bøjning, der hidrører fra excentrisk Tryk. Det 
har derfor praktisk Betydning at faa nærmere Oplysninger 


%) Foreskrevet 1887 (før Bach's Forsøg). Se Des Ingenieurs Taschenbuch 
(Hitte), 1892, I, S. 310. 
33) Citeret i 8 48. 


+++) Trans. Am. 5. Ο, E., 1895, II 5. 1 (Paper Nr. 754). Ogsaa refereret af 
J. B. Johnson (Materials of construction, S. 115). 


+) Mittheilungen aus den kgl. techn. Versuchsanstalten zu Berlin, 1892, 5. 68 
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(κο blot om deres Styrke, men ogsaa om deres Elasticitets- 
»rhold. 

1. Naturlige Sten. I 8 52 er allerede nævnt de Værdier 
f Konstanterne for en parabolsk Form af Arbejdslinien, der 
.dledes af Fåppl's Maalinger for en Granit og en Sandsten. 

Fig. 137, Pl. 16, er afsat nogle Arbejdslinier for Granit (kun 
le elastiske Formforandringer); den fuldt optrukne er givet af 
ΞΟΡΡΙ, -- det er den, der er regnet med i $ 52, — Træk- og 
Prykmaalingerne ere her udførte paa samme Prøvestykke, 
Γταρκ- og Tryk-Kurverne synes at gaa kontinuerligt over i hin- 
inden. De punkterede Kurver i Fig. 137 ere maalte af Bach 
>g paa forskellige Prøvestykker; man ser, at de afvige over- 
>rdentlig meget fra Fåppl's. I Fig. 138, Pl. 16, er afsat den 
maalte Arbejdslinie for den Sandsten (Fåppl), hvormed der er 
regnet i 6 52; det er ligeledes her kun de elastiske Formfor-" 
andringer, der ere viste i Figuren. For Marmor har Bach +) 
fundet en fra de i Fig. 137 og 138 viste afvigende Form af 
Arbejdslinien for Tryk, idet den vender Konkaviteten mod 
σ-Αχοπ. hvorimod Arbejdslinien for Træk vender Konkaviteten 
mod £-Axen; hele Kurven minder om én kontinuerlig Parabel. 
For dette Materiale kan den Schile'ske Form af Arbejdslinien 
derfor absolut ikke anvendes. 

Lignende Elasticitetsmaalinger, hvor Prøvestykket først 
ved gentagne Paavirkninger bragtes i en i alt Fald tilnærmelses- 
vis »konstant Tilstand«, ere udførte af Beare"+), dog kun for 
Tryk. Medens Bach's og Fåppr's Maalinger holde sig til de 
temmelig smaa Spændinger, man har mest Brug for i Praxis, 
begynder Beare's først med betydelig større Spændinger; den 
væsentligste Oplysning, man faar af disse Experimenter, er der- 
for, at Arbejdslinien vedbliver at være en svagt krummet Kurve 
helt eller omtrent op til Brudgrænsen, Dette stemmer meget 
godt med Bauschinger's"+%) Resultater for Tryk — hvor forøvrigt 
den »konstante Tilstand« ikke var tilvejebragt; — derimod fandt 
Bauschinger som Regel, at Træk-Arbejdslinien for Granit og Sand- 
sten krummede sig temmelig stærkt, hvorimod den for Kalk- 
sten var omtrent retlinet, helt op til Bruddet indtraadte. Baade 


3). Elasticitåt und Festigkeit, 3te Aufl., 1898, 5, 60 ο. f. 


%) Min. of Proc. Inst. C. E. Vol. CVII, 5. 341 (1891—92). 
3.53). Mittheilungen, Heft 10 og 18. 
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Beare og Bauschinger fandt ofte οἱ Vendepunkt i Tryk-Arbejds- 
linien. Forøvrigt ere Resultaterne af disse Elasticitetsmaalinger 
overordentlig variable. 

Det samme gælder i mindst lige saa høj Grad Styrken 
overfor de forskellige Slags Paavirkninger. Man kunde være 
fristet til at antage, at der maatte bestaa et nogenlunde kon- 
stant Forhold mellem Brudgrænserne for Træk, Tryk, For- 
skydning og Bøjning (B,, Β., By og Βν), men det er temmelig 
langt fra at være Tilfældet. Da der i Almindelighed kun an- 
stilles Trykforsøg, og det dog kan have Betydning herved at 
kunne faa et Begreb, selv om det kun bliver meget ubestemt, 
om Styrken overfor de andre Paavirkninger, skal her anføres, 
hvad der i saa Henseende kan udledes af Bauschingers+) Forsøg: 














Granit, af 6—7 Forsøg fandtes: | 
som Middeltal | 0,029 0,071 0,096 

-… Maximum 0,035 0,097 0,167 

-… Minimum 0,022 0,034 "0,062 


Kalksten, 6—10 Forsøg: 











som Middeltal 0,054 | 0,084 | 0,130 
- Maximum | 0,072 | 0,132 | 0,264 
- Minimum 0,040 | 0,053 | 0,071 





Sandsten, 15—16 Forsøg: 























som Middeltal | 0,031 0,072 0,069 
-… Maximum | 0,053 0,120 0,118 
-… Minimum 1 0,014 | 0,048 0,033 


Af denne Oversigt fremgaar det temmelig tydeligt, at man 
ikke godt kan tale om noget konstant Forhold overfor de 


+) Mittheilungen, Heft 4 og 10. Der er i Almindelighed kun benyttet | 
Tallene for de Materialer, der have været undersøgte for alle fire lags 
Paavirkninger. Lignende Resultater faas med de i Heft 18 meddelte 
Forsøg. 
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orskellige Slags Paavirkninger"); men det maa dog bemærkes, 
t det er højst forskellige Arter af Granit ο. s. ν., der her ere 
ammenstillede, og ligeledes, at der ikke er taget Hensyn til 
»agdelingens forskellige Stilling i Forhold til Kraftretningen; 
let viste sig nemlig, at de herfra hidrørende Differenser ikke 
vare større end de fra andre Aarsager stammende. Hvis det 
lerimod gjaldt om at sammenligne Sten fra samme Brud, 
tunde man naturligvis ikke se bort herfra. — For at give et 
3Zegreb om Styrkeforholdene i Almindelighed anføres følgende 
Resultater”) (Tallene angive Brudgrænsen for Tryk i kg./cm.?): 


























| Antal | Miggel- 

| Αγίου Min. Max. 

| tal 

| prøvet 

| 
Granit | 59 1834 1103 2576 
Porfyr | 28 | 2120 1301 2583 
Basalt | 19 3111 1664 4442 
Kalksten | 24 1000 235 1826 
Sandsten | 48 761 357 2063 


Vi skulle nu anføre nogle mere detaillerede Forsøgs- 
resultater for saadanne Stenarter, som der kan være Tale om 
at anvende her til Lands. 

Følgende Talt++) give Tryk-Brudgrænsen i kg./cm.? for 
Granit fra skandinaviske Brud. Tallene ere Middeltal, Maximum 
og Minimum af 10 Forsøg og gælde for lufttørret Tilstand; i 
vandmættet Tilstand er Brudgrænsen højst 150—200 kg./cm.? 
lavere. 


+) Det synes derfor temmelig uberettiget, naar »Håtte« (1892, I, 5. 308) 
og ligeledes L. Debo (Die Festigkeit der Baumaterialien etc., Hannover 
1891) angiver følgende »Tilnærmelse« ; 

B:B= ze By: Β, Ξ τν B,:B, = 4 

%) Fundne ved Materialprøveanstalten i Berlin; Τεκπ. Forenings Tidsskr. 
1892—93, S. 51. Lignende Forsøgsrækker foretagne af Bauschinger og 
Beare findes paa de ovenfor citerede Steder, af Tetmajer i hans Mit- 
theilungen, Heft 1. 

+%) Se Tekn. Forenings Tidsskr., 1892—93, S. 52. 
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t 
Farve Middel- | Max | Min 
| tal 
Granit fra Hammeren paa Born- 
holm brunlig-rød | 2470 2763 2234 
- - Lysekil-Egnen, Sverrig | rødlig-brun 1951 2074 1739 
- - Halmstad, - brun-graa 2016 2319 1851 
- - Carlskrona, - graa 2014 2141 1918 
- - Drammen, Norge graa 1938 2141 1806 
- - Frederiksstad, - brun-graa 1774 1907 1673 
- - Wilhelmsberg 
ved Drammensfjord, - 1249 1395 1132 














Efterfølgende Tal”) give Oplysninger om nogle danske 
Kalksten: 
































r — 
Middel- Max. Min. 
| tal 
Γαπεκαῖκ, Koralsten, til udv. Bygningsarbejde 367 519 249 
- - til slebet og poleret Ar- | 
bejde | 687 1023 336 
- - til Tra ten, Dæksten | 
ο ο BO, sl αι Vai6 
Kridisten (Limsten) fra Stevns 38,790) Kg 
| e. 73,0%99) 


I efterfølgende Tabel meddeles Resultaterne af en Del 
Forsøg med forskellige Stenarter, anstillede under Bygningen 
af Kjøbenhavns Frihavnf); Tallene angive Tryk-Brudgrænsen 
i kg./cm,%, 


%) Se Tekn. Forenings Tidsskr. 1892—93, S. 52. 

353) Angivet af Toussieng (Tekn. Forenings Tidsskr., 1882—83, 5. 139). 

9%) Angivet af Ing. Ν. Ρ. Nielsen (Tekn. Forenings Tidsskr., 1892—93, 5. 55). 
t) Velvilligst meddelte af Havnebygmester Η. C. V. Møller. Forsøgene 


anstillede af Ing. N. P. Nielsen, med Klæberstenen dog af Steins Labo- 
ratorium. 
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"Antal | Middel- | mx | Min 
|Forsøg tal 

| | 
Granit fra Målle | 4 | 1058 | 1674 661 
Ølandsten (Kalksten) fra Borgholm | 6 | 673 1139 452 
- - -… Grénhågen | 9 | 658 1047 446 
- . - -… Sandviken | 5 | 665 1045 482 

- - særlig udsøgte til | | 
Underlagssten for Jærnbjælker | 5 | 729 991 605 
» Petit Granit« (belgisk Kalksten) 5 911 1180 602 
Klæbersten (norsk Serpentin) | 10 | 477 582 415 


Som Resultat af en Del ved det Chalmerske Institut i Gøte- 
borg udførte Prøver med svenske og norske Stenarter an- 


føres+) endelig (alt i kg./cm.?): 














οι | Miadel- | 

| Arter | Max. Min 

| prøvet | tal | 
Granit | 9 13 990 634 
Kalksten | 13 830 1313 392 
Sandsten | 4 580 949 175 


Tilladelig Paavirkning. Der er her kun Tale om den til- 


ladelige Fiberpaavirkning for Stenene for sig, anvendte som 
Søjler, Underlagssten ο.]. For Styrken af Murværk har nemlig 
ogsaa Mørtlens Styrke Betydning, og hertil komme vi først i 


den følgende δ. 


Bauschinger har i sine sidste Leveaar anstillet nogle Varig- 
hedsforsøg (Bøjning) med forskellige Stenarterx+), men For- 
søgene ere lovlig faa til deraf at drage nogen bestemt Slutning, 
"særlig da Stenenes Mangel paa Homogenitet herved gør sig 


1897, S. 69— 70. 


3) »Hålfasthetsprof å svenska materialier«, utg. af Jårnkontoret, Stockholm, 


++) Mittheilungen aus dem mech.-techn. Laboratorium, Miinchen, Heft 25 


(offentliggjort af Fåppl). 
Α. Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære. 


19 


8 54. 290 


gældende paa samme Maade som Støbefejl for Støbejærn. 
Forsøgene tyde paa, at Svingningsstyrken er omtrent 1 af 
Ligevægtsstyrken. 

Forøvrigt regner man almindeligt med en Sikkerheds- 
koefficient af mindst 10, ofte mere, indtil 20, og gaar vel her- 
ved snarere ud fra den mindste fundne eller antagne Brud- 
grænse end fra Middelværdien. Hvis man ikke har, anstillet 
Forsøg med den specielle Stenart, man vil anvende, kan man 
foreløbig regne: 


for Granit 30—50 kg./cm.? 
»… Sandsten 15—30 -- 
»… Kalksten (tæt) 15—30 -- 


2. Brændte Sten. Man kender ikke stort til Elasticitets- 
forholdene for brændte Sten. For at give et svagt Begreb 
derom skal anføres nogle faa Forsøg, der 

———— anstilledes af det af den østrigske Ingeniør- 
og Arkitektforening i 1890 nedsatte Udvalg 
rå ο. Be = til Undersøgelse af forskellige Hvælvings- 








162000 | 266 konstruktioner, Resultaterne”), om hvilke 
120000 139 det i Beretningen bemærkes, at de kun ere 
86000 173 Tilnærmelser, findes i hosstaaende Tabel 


(kg. cm.”). Stenene vare maskinformede og 
vistnok haardbrændte, Det synes, som om É 
og Βι saa nogenlunde følges ad i Størrelse. 

Bauschinger har anstillet Forsøg”%) over Styrken overfor 
de forskellige Paavirkningsmaader, men da det her endnu mere 
end for de naturlige Sten kun er Modstandsevnen mod Tryk, der 
spiller en Rolle, skulle vi kun anføre, at man ved at tage Middel- 
tal af Bauschingers Resultater kommer til følgende Forhold: 


Β.: Βι: B,: By = 1:0,05:0,3: 0,2, 


hvilket selvfølgelig kun maa betragtes som en raa Tilnær 
melse. 

Forøvrigt skulle vi indskrænke os til at anføre Tryk- 
Forsøg med Produkter, der kunne finde Anvendelse her til 
Lands. 


”) Bericht des Gewélbe-Ausschusses, Wien 1895, S. 42, (Særtryk af Zeitschr. 
d. åsterr. Ing. u. Arch.-Vereins, 1895, Nr, 20—34.) 
2%) Mittheilungen, Heft 1, 4, 18. 
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Følgende Forsøg”) ere anstillede under Bygningen af 
Kjøbenhavns Frihavn med Sten fra Teglværker i Kjøbenhavns 
Omegn. Tallene angive Brudbelastningen for Tryk i kg./cm.? 
som Middeltal af 10 Forsøg: 








| Tørre Sten Vandmættede Sten 
| Middel | Max. | Min. | Middel | Max. | Min. 


τω σεν i 








175 | 116 | 109,5 | 140 | 76 
187 | 12% | 1164 | 1 | τι 


| 
Røde, maskinformede | 146,0 
do.  haandformede | 1484 
I 








Flammede | 128,3 | 183 68 | 70,6 | 111 49 
Gule, haardbrændte | 196,1 | 226 | 150 | 192,3 | 236 | 147 
Klinker | 254,8 | 314 | 170 | 256,5 | 318 | 908 


En anden Række Forsøg sammesteds fra giver Oplysninger 
om, hvad der kan opnaas af haardbrændte Sten og Klinker. 
Alle her undersøgte Sten vare vandmæltede. Gruppen I af 
haardbrændte Kilesten omfatter de 10 tilsyneladende svagest 
brændte, Gruppen II de 10 tilsyneladende haardest brændte. 
Alle Tal angive kg./cm.2. 








| Middel 


— = — == === 





Max. | Min. 








== SEE - mr 
Haardbrændte Kilesten, I | 286,6 | 504,0 | 190,7 

Eg - II | 408,2 564,7 224,1 
Klinker | 524,0 | 7152 | 388,4 
i 3 


En Del Forsøg med svenske Materialer findes f. Ex. i 
»Hålfasthetsprof å svenska materialier« (utgifna af Jårnkontoret). 

Den tilladelige Paavirkning for Murværk af brændte Sten 
behandles i næste Paragraf. 


δ 55. Mørtel, Beton, Murværk. 
1. Mørtel. I de sidste Par Aar har man faaet et noget 
nærmere Kendskab til Cementmørtels Elasticitetsforhold, navnlig 


”) Velvilligst meddelte af Havnebygmester H. C. V. Møller, Forsøgene ud- 
førte af Ing. N. P. Nielsen. 
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gennem Bach's nøjagtige Maalinger. Hvad de blivende Form- 
forandringer angaar, er Forholdet her ganske som i $ il 
beskrevet:  Elasticitetsgrænsen ligger til at begynde med ved 
Nul, men ved gentagne Paavirkninger hæves den op til Paa 
virkningen; jo større denne er, des flere Gentagelser kræves 
der for at faa Elasticitetsgrænsen hævet, og der findes sand- 
synligvis en højere Grænse, ud over hvilken man ikke ka 
faa den hævet. Bach har kun udført Maalinger for Tryk; | 
fleste fortsættes kun op til en Spænding af 40 kg./cm.2, ganske" 
enkelte dog højere op. 

I Fig. 139, Pl. 15, er vist den af Bach”) fundne Arbejds 
linie for ren Cement, 3 Maaneder gammel; den fuldt optrukne, 
Kurve svarer til de elastiske Forkortelser, de punkterede til 
de blivende og totale. I Fig. 140, Pl. 15, er vist Tryk-Arbejds- 
linierne (op til 40 kg./cm.2) for ren Cement og for Mørtel af 
Blandingerne 1:11, 1:3 og 1:44, alle 3 Maaneder gamle 
Sandet var Donausand (kalkholdigt), Blandingen udførtes efter 
Rumfang med rigelig Vandtilsætning. Disse Linier svare kun 
til de elastiske Formforandringer. 

Beregner man Konstanterne for en parabolsk Arbejdslinie, 
faas (mellem Spændingerne 0 og 40 kg./cm.2): 


for ren Cement ..,.. 6, --- 10: (2,085 — 12008), 
- Mørtel 1:14 .... 0 — 109(278ε — 24408), 
- -- 1:3 .... σε 10 (2,195 — 16578), 
- — 1:41 .... σε 105 (1,558 — 10152) 


Koefficienten til ε (105. 2,085...) betyder Elasticitetskoefti- 
cienten for Spændingen Nul; i Fig. 141, Pl. 15, ere disse 
Elasticitetskoefficienter afsatte som Ordinater, Sandmængdeme 
som Abscisser, for at tydeliggøre Variationen. Herved &r 
Spørgsmaalet om Sandtilsætningens Indflydelse paa Elasticiteten 
bragt et godt Skridt nærmere til sin Løsning; tidligere Maalinger 
af Hartig havde ladet formode, at Sandtilsætning altid forhøjer 
Elasticitetskoefficienten. 

De ældre Experimenter over Cementmørtels Elasticite 
have i Sammenligning med Bach's kun Værdi, for saa vid! 
som de give et Begreb om Gennemgsnitsstørrelsen af Elasticitets | 


”) De her meddelte Elasticitetsmaalinger findes i Zeitschrift des Τα 
deutscher Ing., 1896, S. 1381. De Schille'ske Ligninger findes i Z. åd 
V. d. Ing., 1897, S. 241. 
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toefficienten. Hartig %) har for Mørtel af 1 Cement + 3 Normal- 
and fundet, at E (for Tryk) voxer nogenlunde jævnt med 
”røvestykkets Alder (fra 366600 kg./cm.? for 50 Dage gammel 
Vlørtel til 464800 for 400 Dage gammel Mørtel). Det af den 
sstrigske Ingeniør- og Arkitektforening nedsatte Hvælvings-Ud- 
ralg fandt") for Mørtel af 1 Cement + 3 Donausand følgende 
åesultater (for Tryk): 








Antal | Alder | Ee i kg./cm.” 





Forsøg || Maaneder | Middeltal κ 
— = === 55 VEDEL πετ BEER 
3 | 32 385000 
3 I! 328—4 | 237000 
3 | c. 4 333000 
2 | 31 | 364000 ” 
2 c. 3 i 328000 


| | 


Endelig skal nævnes nogle Forsøg ved det Chalmerske 
Institut +++) i Gåteborg med 28 Dage gammel Cementmørtel; 
Middelresultaterne (for Tryk) ere: 














Blanding | Ee (kg./cm.? j Be 
πώ μμ —i = 2 
1:1 304000 | 276 
122 | 351000 | 267 
1:3 | 236000 | 146 
1:4 234000 102 
1:5 | 279000 | πρ 

| 


Sandets Beskaffenhed er ikke oplyst, heller ikke ses det, 
om E er beregnet af de totale eller de elastiske Forkortelser. 


”) Se »Ingeniøren«, 1896, S. 40. Hartigs Resultater ere mindre paalidelige 
end Bach's, fordi Forkortelserne af Prøvestykket maaltes paa en temme- 
lig lille Længde (vistnok 6 &m.), medens Bach anvendte en Maalelængde 
af 75 cm. 

33) Bericht des Gewélbe-Ausschusses, S. 41. Refereret i »Ingeniøren«, 1896, 5. 40. 

3553). Hållfasthetsprof å svenska materialier, utg. af Jårnkontoret, Stockholm 
1897, S. 78. 
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Angaaende Forholdene ved Træk ere Erfaringerne mindr 
talrige. Det østrigske Hvælvings-Udvalg foretog ogsaa For- 
søg med Træk; det konstateredes herved, at blivende For 
længelser indtraf allerede ved ganske smaa Spændinger, men 
saa vidt det kan ses, bleve Prøvestykkerne lige saa lidt her 
som ved Tryk-Maalingerne bragte i »konstant Tilstand«. Som 
Hovedresultat udtales det, at de totale Forlængelser omtrent 
fandtes proportionale med Belastningerne; de i Beretningen 
optegnede Arbejdslinier forløbe temmelig uregelmæssigt, saa 
man faar næppe andet ud af disse Forsøg end et Begreb om 
Gennemsnitsværdien af Elasticitetskoefficienten. Der angives” 
for Mørtel 1:3 (Donausand): 








Antal | Alder | Er i kg /cm.? 
Forsøg | Maaneder | Middeltal 

3 1 | 359000 

3 11 | 246000 

3 11 814000 

4 | 5 | 400000 

3 5 437000 








Forsøg i det Chalmerske Institut ”+) i Gåteborg have givet 
som Middelresultater (Alder 28 Dage): 


f 








Blanding | E, (kg./cm,? 
ή 
111 | 261000 
τα | 265000 
1:3 | 170000 
14 | 196000 
115 | 200000 


Endelig skal nævnes nogle danske Forsøg”++), hvis Resul- 





”) Samme Sted som ovenfor citeret. 
»%) Hållfasthetsprof å svenska materialier, utg. af Jårnkontoret, Stockholm 
1897, S. 78. 
335) Udførte af Premierlieutenant Grut og Ingeniør N. Ρ. Nielsen; offentlig 
gjorte i »Ingeniøren«, 1896, S. 41. 


/ 
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ater ere fremstillede i Fig. 142, Pl. 16. Prøvelegemerne vare 
xvadratiske Prismer med 50 cm.” Tværsnitsareal, Blandingen 
L Cement + 3 Bakkegrus, ca. 2 Maaneder gammel, Maale- 
længden 0705. Punkterne paa det i Fig. 142 fuldt optrukne 
Stykke af Kurven ere bestemte som Middeltal af 4 Forsøg, 
paa det punkterede Stykke kun af 2 Forsøg. Der maaltes 
kun de totale Forlængelser. Beregner man Konstanterne for 
en parabolsk Arbejdslinie (med de totale Forlængelser), faar 
man, gældende mellem Spændingerne 0 og 14 kg./cm.?: 


σι = 108 (2,4748 — 10000). 


Vi komme dernæst til Styrken af Cementmørtel. Ved de 
ovenfor refererede Forsøg i det Chalmerske Institut faar man 
allerede et Begreb om Styrkens Aftagen med voxende Sand- 
mængde, men forøvrigt synes dog Tallene for de 3 sidste 
Blandinger (1 : 3—1 : 5) temmelig lave. Angaaende Styrken over- 
for forskellige Slags Paavirkninger ere vel de mest omfattende 
Forsøg anstillede af Bauschinger”). Af hans Tal udledes de 
i følgende Tabel angivne Forhold, af hvilke hvert fremtræder 
som Middeltal af Forsøg med 10 forskellige Cementmærker; 
Prøvestykkerne hærdede i Luften og havde for Trykprøverne 
Tærningform med 144533 Sideflade, for alle de andre Prøver 
rektangulært Tværsnit, 6. 12%; Sandet var gult, rent Kvartssand. 























Blandi | Alder i Uger 

ας 1.| 2 | 4 | 8 | 16 [108-198 
μου πμ νο. 
| Βρε 0116 0,116 0109 0101 0,096| 0,117 

1:3 | B/:B,= 0145 0,137| 0128 0,129 0,122| 0,146 

| B,:B, == | 080 | 0,28 | 0,27 | 0,26 | 0,24 | 0,39 
B,:B,= | 0,122 | 0,127 | 0,123 | 0,116 | 0,107| 0,118 

1:5 | BB, | 0,153| 0,151 | 0,148 | 0,140| 0190 0,148 

| By:B,= | 095 | 0,31 | 0,30 | 0,27 | 0,24 | 0,37 

ll 

















Man ser, at alle Forholdene aftage mere eller mindre 
regelmæssigt i Begyndelsen — op til 16 Uger —, men efter 2 


”) Mittheilungen, Heft 8. 
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Aars Forløb er de igen stegne betydeligt. Da Træk-Prøve- 
stykkerne vare prismatiske, gælde de anførte Tal for B4:B, 
ikke umiddelbart for de sædvanlige 8-Tal-Prøvestykker (se & 51). 

Nyere Undersøgelser af R. Feret ") have i Hovedsagen givet 
følgende Resultat: Forholdet B,: Βι er omtrent konstant, lig 
1,9—2,0; ligeledes er Forholdet B/: Β. konstant, lig 0,65; der- 
imod er der intet konstant Forhold mellem Βι og Βι paa den 
ene Side og B, og By paa den anden. Feret's her nævnte 
Resultater gælde for Mørtel med rigelig Vandtilsætning. 

Hvad Angivelsen af den absolute Styrke angaar, skulle vi 
indskrænke os til danske Cementmærker. For saadanne giver 
følgende Tabel++) et Begreb om Styrken mod Tryk (i kg./cm2): 











"Blanding, Hærdet | | 
| ge ] i | Uge 4 Uger 3 Mdr, 6 Mdr. 1 Aar | 2 Aar 

"| efter "| | | | 
| vægt | Luft | 178 | 236 | 267 | 282 | 306 | 354 
Portland- | + " Vand | 174 | 250 | 315 | 374 | 428 | 456 
cement | Rumf. | Luft | 165 213 236 255 | 279 | 322 
|.» | Vand ο 155 | 218 | 281 | 330 | 386 410 
εφ Ed αι | 3 πι Ἀθερκὶ πες 
Vægt Luft | 137 | 183 | 203 | 213 | 218 | 224 
Slagge- | > | Vand | 132 | 200 | 268 | 300 | 328 | 345 
cement | Rumf. | Luft | 75 | 100 | 94 | 100 | 104 | 103 
> | Vand | 85 | 118 | 154 | 183 | 197 | 207 

| | ! i I i 











Af Tabellen fremgaar det tydeligt, at Hærdning i Vand 
fører til større Styrke overfor Tryk end Hærdning i Luft, og 





”) Feret's Resultater ere tagne fra Referater i Thonindustriezeitung, 1898, 
S. 561 ο. f. og Centralblatt der Bauverwaltung, 1898, S. 196. 

+) Oplysningerne ere hentede fra >Beretning om Undersøgelse af indenlandsk 
Cement ved den polytekniske Læreanstalt«, 1892, 93 og 94. Af de samme- 
steds meddelte Undersøgelser over svensk og tysk Cement er intet 
medtaget her, da saadanne Middeltal, som her nævnes, kun egne sig 
til at give et almindeligt Begreb om Styrken, ikke til Sammenligninger; 
og der er kun anført Middeltal (nemlig for Portlandcement Gennem- 
snitstal af Resultaterne for »Cimbria«, »Dania« og >Aalborg«), da dei 
1891 og 92 udtagne Prøver dog muligvis ikke i et og alt svare til, hvad 
der præsteres nu. 
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særlig Grad gælder dette for Slaggecementen; heraf indses 
Vigtigheden af i Praxis at holde Betonen fugtig i den første 
Γιά efter Støbningen. 
Følgende Sammenstilling giver et Begreb om Styrken 
»verfor Træk (kg./cm2): 








"Blanding ρθει | 

















1:19 1 i [1 Uge 4 Uger/3 Μάν. 6 Mdr.| 1 Aar | 2 Aar 

i efter | | | | 

| Vægt | Luft | 21 [η 33 | 40 | 47 | 52 
Portland- | > | Vand | 19 | 26 | 32 | 35 | 37 | 38 
cement | Rumf. | Luft | 19 26 30 37 42 48 

| » | vand | 17 | 23 | 27 | 31 | 33 | 34 

| vægt: | Lat | as | 21 | 22 | 24 | 24 | 24 
Slagge- »… | Vand | 16 | 26 | 33 | 37 | 38 | 38 
cement Rumf, Luft | 15 14 13 13 12 11 

| > Vand | 17 | 18 | 21 | 23 | 24 | 24 

I I 














Her synes Portlandcementens Hærdning i Luft at have 
givet en Del bedre Resultater end i Vand, derimod er det 
tydeligt, at Slaggecementen daarligt taaler at undvære Vand 
under Hærdningen. For Portlandcementen faar man en 
Variation af Forholdet B,: B, som fremstillet i Fig. 143, Pl. 16; 
de tegnede Kurver referere sig til Blanding efter Rumfang, 
men Blanding efter Vægt giver næsten akkurat samme Variation; 
der er altsaa absolut intet konstant Forhold mellem Βι og B,. 
— Blandingen 1:3 efter Maal var ensbetydende med en 
Blanding efter Vægt paa 1: 3,17—1 : 3,58 for Portlandcementen, 
derimod med 1:4,31 for Slaggecementen, altsaa betydelig 
magrere for den sidste. 

De her anførte Styrketal for Cementmørtel referere sig til 
Forsøg, der ere udførte efter »Normerne«%); Mørtlen er da 
fremstillet med mindre Vandtilsætning end almindeligt i Praxis 


”) »Bestemmelser for ensartet Levering og Undersøgelse af Portlandcement+, 
vedtagne af Teknisk Forening i Maj 1889, se Tekn. νώνάωὰ Tidsskrift 
1889—90, S. 147. 
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og langt stærkere komprimeret, end man nogensinde faar den 
i Virkeligheden. Disse Tal kunne derfor ikke direkte give 
nogen Oplysning om, hvilken Styrke man kan vente af Mørtlen 
i en Bygningskonstruktion; man tør næppe paa nogen Maade 
regne med mere end ca. i af Styrken ovenfor. Efter Normerne 
forlanges som Minimum 16 kg./cm.” som Brudgrænse for 
Træk, 160 kg./cm.” for Tryk, 28 Dage efter Støbningen 
(Prøvestykkerne skulle opbevares 1 Dag i Luften, Resten af 
Tiden under Vand). 

Den Styrke, der opnaas, afhænger nemlig i temmelig høj 
Grad af den benyttede Vandmængde, som det fremgaar af 
følgende Forsøg %) med Mørtel af 1 Cement + 3 almindeligt 
Mursand (kg./cm.2): 








[ 10% Vand | 15% Vand 


Alder | 
|Træk | Tryk | Træk | Tryk 
i ι dl ἶ == 
7 Dage 20 | 202 | 10 55 
100 





| 
| 
28 » | ag | 285 | 18 
| 29 355 | 23 | 150 
I 


32 | 380 39 | 170 
| 


men saa tør Mørtel som den theoretisk mest fordelagtige 
fordrer meget stærk Kompression for virkelig at blive god, og 
at en saadan virkelig bliver gennemført paa Byggepladsen, kan 
man kun sjældent stole paa. 

Endvidere af hænger Styrken i høj Grad af Sandets Finhed; 
dette Forhold er navnlig omhyggelig undersøgt af Feret"), 
der finder, at den tætteste og stærkeste Mørtel faas ved en 
passende Blanding af fint og grovt Sand uden Indblanding 
af middelfint. Af hans nyere Resultater har navnlig det 
Betydning, at de billigere (magrere) Mørtelblandinger ofte 
kunne være ligesaa tætte og stærke som de dyrere, eller endog 
tættere. Hvis det anvendte Sand indeholder mindst 4 af sin 
Vægt som meget fine Korn, aftager Tætheden ved Forøgelsen 





3) »Der Portland-Cement und seine Anwendungen im Bauwesen«, Berlin 
1892, S. 24. 

33) Annales des ponts et chaussées, 1892, II, S. 5. Refereret i »Ingeniøren« 
1894, S. 197. 
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af Bindemidlet (Cementmængden) ud over en vis Grænse. Af 
alle de Mørtler, der kunne faas med Sand af den nævnte 
Sammensætning, er den tættest, i hvilken den virkelige 
Mængde af fine Korn, incl. Bindemidlet, er halv saa stor som 
Mængden af grovt og mellemfint Sand tilsammen. 

Ogsaa de enkelte Sandkorns Beskaffenhed har Indflydelse; 
skarpt Sand — Bakkesand — giver størst Styrke +). 

Adhæsionen af Cementmørtel 1:3 til Jærn angives") efter 
Forsøg af Bauschinger almindeligvis at være 40—47 kg./cm.2, 
Johnson ”+%) refererer nogle Forsøg med 25 m./m. Rundjærn, 
hvorefter et Maximum af Adhæsion (pr. cm.) findes, naar 
Længden af den indstøbte Del af Jærnstangen er ca. 4 Gange 
Diameteren; dette Maximum er dog kun for Mørtel 1:2 omtrent 
20 kg./cm.? for 1:4 ca. 9 kg./cm.”. Dette Forhold har Betyd- 
ning for Monierkonstruktioner. 

Vi skulle dernæst anføre Resultaterne af nogle Tryk-Forsøg 
med forskellige andre Slags Mørtel +), prøvede i Tærningform 
(kg./cm.2): (Se Tabellen øverst næste Side.) 

Den tilladelige Fiberpaavirkning for Mørtel, der indgaar 
i Murværk, komme vi ind paa nedenfor. 

2. Beton. De nøjagtigste Undersøgelser over Elasticiteten 
af Beton ere ligesom for Cementmørtels Vedkommende udførte 
af Bach ft), dog kun for Tryk. Af disse Maalinger fremgaar 
det først og fremmest, at Sandet og Skærverne have saa stor 
Indflydelse, at man aldeles ikke fra Forsøg med en Slags Beton 
kan slutte til en anden Slags, med mindre Sand og Skærver 
ere af ganske samme Beskaffenhed. Til den Beton, hvor- 


3) Se f. Ex. »Ingeniøren« 1894, S. 5. 
%%) Der Portland-Cement und seine Anwendungen. 5. 289. 
%%) Materials of construction, S. 600. 


+) Forsøgene med Bastardmørtlen meddeles i >»2den Beretning om Under- 
søgelse af indenlandsk Cement ved den polytekniske Læreanstalt«, 1893; 
med Kalkmørtlen i »Beretning om Undersøgelse af indenlandsk Bygnings- 
kalk ved den polytekniske Læreanstalt«, 1889—90 (Saltholmskalken er 
her nævnt rent exempelvis, de andre 8 undersøgte Sorter afvige ikke 
stort derfra); med Sandcementen i » Hållfasthetsprof å svenska materialier«, 
utg. af Jårnkontoret, S. 76; Forholdet mellem Cement og Sand er i de 
7 anførte Prøver: 1:3, 1:7, 1:11, 1:23, 1:27, 1:26, 1:25. 

tt) Zeitschr. d. Vereins deutsch. Ing. 1895, S. 489 og 1896 S. 1381, de 
Schileske Ligninger findes i Z. d. V. d. I. 1897, S. 241. 
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| Blanding 7 | 28 |3 Mar.(6Mdr.|1 Aar 
| Dage | Dage | 
---ὐ---μ-- 3 
Bastardmørtel af Port | 1Cm,+0OKm. | 151 | 260 | 265 | 257 
land - Cementmørtel, 1 - +å - | 97 158 166 | 178 
(Cm.)1:3 efter Vægt, 1 - +1 - 43 97 105 | 108 
og Kalkmørtel (Km.), 1 - +2 - (| 19| 39 | 40 | 41 
1:4 efter Rumfang | 1 - +43 - |" 13 24 25 | 33 
ος ο ο αι Ἡ 12.1 18 
Kalkmørtel af Salt- | 1K+38 9 19 27 | 
holmskalk og alm. 1- +4- 9 | 17 28 
Mursand (blandet | 1- +5- | 8 | 17 22 
efter Rumfang) | 1 - +6- | 7 | 15 | 20 
c.1K+5S | 9 | 17 | 23 | 
Sandcementmørtel af | 1SC(1:0)+38S || 170 | 213 | 240 
Sandcement + | 1 - (1:3)+1 - 109 
Strandsand [1 - do. +2- | 60 84 95 96 | 124 
1 - do. +5- | 47 
1 - do. +6- | 25 29 35 43 | 38 
| 1 - (1:8)3+4+2- | 28| 32 | 34 | 49 | 6 
| 1 -(1:12)+4+1- 9] 25) 52) 4 | 
I (| 




















med Bach experimenterede, anvendtes enten Donausand (kalk- 
holdigt, betegnes ved DS) eller Eggingersand (navnlig dannet 
af Kvarts, betegnes ES), og enten Singel (Donaukies, betegnes 
DK) eller Kalkstensskærver (KS).  Betonen blandedes for 
Haanden og med saa rigeligt Vand, at den ved Stampningen 
viste sig plastisk; Støbningen af Prøvestykkerne udførtes i det 
hele som ved Betonarbejder i Praxis. — Cementen var Portland- 


Cement, for hvilken Normprøverne gav: 








| 7 Dage | 28 Dage 





Træk | 25,6 30,4 
286 376 
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Bach bestemte stadig baade de blivende og de elastiske 
Forkortelser; Arbejdsliniernes Udseende er ganske som i Fig. 139 
og 140, Pl. 15, vist for Cementmørtel, Prøvestykkerne vare (lige- 
som for Mørtlen) Cylindre med 2555" Diameter, 15 Højde, Το. 
Maalelængde. I nedenstaaende Tabel er anført Konstanterne 
a og Ø i Ligningen for den parabolske Arbejdslinie, gældende 
mellem Spændingerne 0 og 40 kg./cm.?: 


σε = 106 (αε — ££"), 


for Beton af Donausand og Donaukies; endvidere er anført 
Brudgrænsen for det Prøvestykke, paa hvilket Elasticitets- 
maalingerne ere foretagne (for hvilket h = 44): 














B 
Blandi: | bg 
δε. Alder κ ο α (h= åd) 
ο + DS + DK 
kg./cm.? kg./cm.? kg./cm.? 
1:21:5 | 86 Dage | 2,113 1643 105 
1:3 :6 105 - 2,018 1430 119 
1:4 :8 " 108 - 1,580 746 95 
1:5 :10 142 - 1,575 1160 79 
i 








Forøvrigt ere Hovedresultaterne af Bach's Forsøg med Beton 
sammenstillede i Tabellen øverst paa næste Side. E, betegner 
Elasticitetskoefficienten for Tryk, beregnet som Retningskoeffi- 
cient for Korden fra Begyndelsespunktet til det første maalte 
Punkt af Arbejdslinien, hvilket ligger ved ca. 8 kg./cm.”; B, er 
Brudgrænsen for Tryk, funden ved andre Prøvestykker (med 
d = h = 25%) end dem, paa hvilke Elasticitetsmaalingerne 
foretoges; baade E, og B, ere Middeltal af 3 Forsøg. Prøve- 
stykkernes Alder var 3—4; Maaned. 

Forsøg over Betons Styrke og Elasticitet foretoges ogsaa af 
den østrigske Ingeniør- og Arkitektforenings Hvælvingsudvalg +). 
Resultaterne ere sammenstillede i nedenstaaende Tabel (nederst 
næste Side), hvor B, betegner Brudgrænsen for Træk, Ες Brud- 
grænsen for Tryk, funden ved Tærninger med ca. 105" Side- 








%) Bericht des Gewélbe-Ausschusses, Wien 1890, 5. 41. 
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Blanding | Ec | Be 
| kg./cm.” kg./cm.? 
1C+3 DS | 232000 172 
1- SS - | 159000 128 
1- +11 ES+3KS | 267 
1- +14 - +3.DK 229 
1-+2 - +4KS | i 238 
1- +2 - +4DK | 204 
1- +23 DS+5DK | 221000 136 
1- +23 - +5KS | 173 
1-+2FES-5 - | 329000 
1- +3 DS+6DK | 211000 123 
1- +3 ES +6KS | 216 
1- +3 DS +6KS 271000 
1-43$DS+7DK | 175000 115 
1- +34 - +7KS | 252000 189 
1-44 - +8$DK 162000 96 
1- 44 ES+8KS 164 
1- +4 DS+8KS 233000 
1- +41 DS + ØDK | 166000 114 
1- +44 ES —+9 KS 218000 181 
1- +5 DS+10DK | 156000 88 
1- +5 ES+10KS | 239000 129 








inie, B,” den Tryk-Brudgrænse, der fandtes ved de Prismer, 
med hvilke Elasticitetsmaalingerne foretoges, og hvis Dimen- 
sioner vare 9. 9. 2055. (Maalelængde 15%); Sandet var Donau- 
sand, Skærverne, saa vidt det kan ses, af Kalksten; Β ο ἔ 
ere angivne i kg./cm.2. 























ση | Trykprøver | Trækprøver 
andin li 
Ef ο | Be" | f Ade | ως} 
| 
1:3:5 | 3 Mdr. | 74100 | (48) | 107 | 64 Mdr.| 98000 | 91 
1:2:3 | 3 - | 307000 | 264 | 256 | 64 - | 280000 | 249 
1:1:1 | 3. - | 264000 | 201 | 152 | 63 - | 250000 | 8 








Styrken af Beton angives ofte%) at være omtrent den 
samme som af Mørtlen deri, — naar Skærverne da ikke ere 


3) Saaledes i »Der Portland-Cement und seine Anvendungen im Bauwesen«, 
Berlin 1892, 5. 90. 
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af et svagere Materiale som f. Ex. svagt brændte Mursten ο. |. 
— Efter en Del Forsøg i det Chalmerske Institut i Gåteborg +) 
synes det, som man for Beton af Sammensætningerne 1:3: 5, 
1:4:6 og 1:5:7 kan antage, at Tryk-Brudgrænsen er ca. ; af 
den for Mørtlen (1:3, 1:4, 1:5), og højere tør man vel i Reglen 
ikke regne. Den tilladelige Fiberpaavirkning omtales nedenfor. 

3. Murværk. Angaaende Elasticiteten af Murværk fore- 
ligger der kun faa Forsøg. Bauschinger har til forskellig, Tid 
foretaget enkelte saadanne Maalinger, af hvilke her skal nævnes 
nogle fra 1888%+), der anstilledes paa Foranledning af Leibbrand. 
Prøvestykkerne vare dannede af to Prismer af broget Sandsten, 
12.12.14, med en 2%. tyk Fuge imellem af Portland-Cement- 
mørtel 1:2; deres hele Højde var 30”, Maalelængden ved 
Elasticitetsforsøgene (Tryk) 16%, Tillige foretoges der Tryk- 
Elasticitetsmaalinger med Prismer af Stenen alene og af Mørtlen 
alene, og baade Murværket og Mørtlen prøvedes dels 4 Uger, 
dels 8 Uger gammel. Det viste sig, at Arbejdslinien for Mur- 
værket saa nær fulgte den for Stenen alene, at man meget 
godt ganske kunde se bort fra Mørtelfugen, og det uagtet der 
var en ganske betydelig Forskel paa Stenenes og Mørtlens 
Elasticitet. For Murværk af hugne Sten kan man derfor 
sandsynligvis nøjagtigt nok regne med den for Stenene alene 
bestemte Elasticitetskoefficient (Arbejdslinie), hvad jo ogsaa er 
naturligt nok, da Fugernes Tykkelse her kun betyder lidt i 
Forhold til Stenenes. — Derimod spille Fugerne en større 
Rolle i Murværk af brændte Sten, og det synes, som om man 
her ligefrem kan regne sig til Elasticitetskoefficienten for Mur- 
værket, naar man kender Elasticitetskoefficienterne for Mur- 
stenene og Mørtlen. ΤΙ Illustration heraf skulle vi anføre 
nogle Forsøg i Watertown Arsenal””%)y med 21 Maaneder 


5) »Hållfasthetsprof å svenska materialier«, S. 78—79. 

ο) Se Zeitschr. fir Arch.- u. Ing.-wesen, 1896, S. 50; ogsaa Leibbrand: 
Gewélbte Briicken (Fortschritte der Ingenieurwissenschaften, 2te Gruppe, 
7. Heft) Leipzig 1897. S. 4—5. 

553) »Report of tests at Watertown arsenal« 1885, S. 1138 ο. f. og 1886, 
S. 1691 ο. f. Es findes 1885, S. 1159, Nr. 475—77; Maalingerne for Έα 
findes 1886, 5. 1693—94; de her benyttede Murpiller 1886, S. 1708—09 
og 1717—18. De absolute Talværdier have i Virkeligheden ingen Interesse, 
da Materialerne ere temmelig forskellige fra vore; Mørtlen har saaledes. 
kun en Brudgrænse (i Tærningform) af 10—11 kg./cm.”, hvorimod. 
Stenenes Brudgrænse (i Prismer med h —> 2b) er ca. 750 kg./cm.?”. 
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gamle murede Piller af haardt brændte Sten; Pillernes Tvær: 
snit varierede mellem 20,20% og 40.40m, Højden mellem 
0,6" og 3,8%; Mørtlen var 1 Rosendale Cement + 2 Sand, 
Fugerne 6,4—7r 3. tykke. Naar vi holde os til de 125 
høje Piller, for hvilke Maalingerne siges at være mest pax 
lidelige, findes der 18 Fuger å ca. 3", altsaa udgøres τς af 
Højden af Fugerne. Naar Elasticitetskoefficienten for Stenene 
kaldes E,, for Cementmørtlen E, og for Murværket Εν, skal 
man derfor have: 

1 

ΕΕ LEES 


Der er nu just ikke Proportionalitet mellem Spændinger 
og Formforandringer, men naar man beregner Gennemsnits- 
værdier af E for de lavere Spændinger, findes følgende Tal 
(i kg./cm2): 








ο... αι ig 
(| σόι 
264000 |. 9200 80000 
350000 | 11000 45000 
323000 11600 85000 
76000 
Middel: 312000 | 10600 | — 71500 


og naar man af Middelværdierne af E, og E, beregner E, 
efter Formlen ovenfor, kommer man til: E, — 81000. — 
Skønt dette Resultat, at man saaledes med tilstrækkelig Nøj- 
agtighed kan regne sig til Επ, synes overmaade naturligt, er 
det dog ikke nogen logisk Nødvendighed; man ved nemlig 
ikke paa Forhaand, om Forkortelsen pr. Længdeenhed af én 
tynd Mørtelfuge er den samme som af et Mørtelprisme med 
større Højde, idet nemlig Udvidelsen paa tværs er delvis hindret 
i Fugen. 

Større Betydning end disse Elasticitetsmaalinger for Mur- 
værk have Undersøgelser angaaende Styrken. En Konstruktion, 
der som Murværk bestaar af to i Almindelighed ulige stærke 
Materialer, kan naturligvis ikke taale mere end det svageste 
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” disse, men hvis det er Mørtlen, der er svagest, maa det 
indres, at Brudgrænsen for Tryk voxer meget stærkt med 
ftagende Højde af Prøvestykket, som vist i $ 51. Ὁπάει- 
sgelserne i denne & kunne dog ikke umiddelbart overføres 
aa Mørtelfuger, saa der behøves særlige Forsøg med Murværk. 
'i skulle nu meddele noget om saadanne Forsøg. 

De ovenfor omtalte Undersøgelser, som Leibbrand lod an- 
tille i Månchen (Bauschinger), fortsattes lige til Brud og gav 
ølgende Værdier af Brudgrænsen: 


Stenene alene (Sandsten) ............. 631—653 kg./cm.?, 
Mørtelprismerne (16 + 35.) 4 Uger ... 217—250 -- 
do. 8. 3 ο 40 στ 
Murværket (2 95. Fuge) .4 » ...340—389 -- 
μα ,8 » … 381—435  — 


Murværket er altsaa i Besiddelse af betydelig større Styrke 
end Mørtlen, naar den prøves paa almindelig Maade i Tær- 
ning- eller Prismeform; dette ses endnu tydeligere af følgende 
Forsøgsrække+), der anstilledes under Bygningen af Kjøben- 
havns Frihavn, og hvor der anvendtes langt svagere Mørtel 
end ovenfor. Το halve Mursten (Klinker) sammenmuredes 
med en ca. 1%- tyk Mørtelfuge af højst forskellig Beskaffen- 
hed (angaaende Mørtlens Styrke, prøvet i 'Tærningform, vil man 
finde tilstrækkelige Oplysninger i Tabellen S. 300), og Prøverne 
foretoges ca. 1'/>» Maaned senere, I Tabellen (øverst næste Side) 
betyder C ren Cement, $ Sand, SC Sandcement, Km. Kalkmørtel 
(Maskinmørtel, omtrent 1 K—- 5 9); Brudgrænsen er angivet i 
kg./cm.?; hvor Tallet ersati Parenthes, knustes Stenene før Mørtlen. 

Nogle Oplysninger om Fugetykkelsens Indflydelse faas af 
følgende Forsøg af Tourtay”"). Han experimenterede dels med. 
3 Slags Kalksten af forskellig Styrke, dels med Mursten. 
Mørtlen var enten Cementmørtel eller hydraulisk Kalk, begge 
omtrent i Forholdet 1:3 efter Vægt, Fugetykkelsen for Ce- 
mentmørtlen 5, 10 eller 15 =, for Kalkmørtlen 101: 

Prøvestykkerne vare Tærninger med 10%. Sidelinie, for 
Murklodsernes Vedkommende dannede af to saadanne halve 


5) Velvilligst meddelt af Havnebygmester H. C. V. Måller, Prøverne ud- 
førte af Ing. Ν. P. Nielsen, 


+) Annales des ponts et chaussées, 1885, II, 5. 582, 
A. Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære. 20 
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- I Antal | Brudgrænse μιά 
| Blanding || grænse for 
| Forsøg 
| [ Max. | Min. | Sten | Fage 
8 - Sd | Én 
Here | 8 | go | 183 | 20 | 
(CE - | 10 | (354) | 488) " 281 
1 
Bastardmørte ου... | 9 | 331) | (197) η 
11C+10- ' 10 | 309 | 189 | 241 
SES 0] RESET SE Bra μ.α i ης 
| | | | | 
Ren Sandcement ] | δοα:9 πλ σε | | 114 
| | 7 (1:12) | 7 | 191 80 135 
ETA SER: ar 
Maskinktandet f 1SC(1:3)-+1S || 10 | 283 | 183 || | 230 
Sandcement- Jl 1 - 0:1+25 8 | 214 | 134 | 181 
σης: 1-18 2415 |" 5 | 180 | 117 | 132 
1 - (1:8)+ 258S 2 | 191 | 114 4 | 160 
Haandblandet — f|1sca:3+1s5 | 10 | 272 | 166 | am 
Såddeementmertelå 18C(1:3)+28S | 8 | 243 | 143 | 20ἱ 
En ο η μι USER 
| | | | 
Bastardmørtel af | |18C(1:3)43Km.| 9 | 338 | 194 | 257 
Sandcement og 1 156(1:3)3-δ Κπι 10 214 97 | 144 
Kalkmørtel | | | | 
il | | 





Tærninger med en Mørtelfuge, deres Alder 21 Dage. Brud- 
grænsen var for Cementmørtlen 73 kg./cm.?, for Kalkmørtlen 
20 kg./cm.”. Brudbelastningen fremtræder i følgende Tabel som 
Middeltal af 3 Forsøg og er udtrykt i kg./cm.?, 








Murværk med 





{ St 
Sy Fuge af Cementmørtel Kalkfuge 
ene 
] 5 m./m. | 10 m./m. | 15 m./m. | 10 m.m. 
ER ge | | 
alksten I 125650 | 479 399 409 | 435 
- Πι | > 480 | 
Mursten π | 


ο) 300 | 275 266 | 2% 
45 | 4 34 
| 


Den Prøvemaskine, hvormed Forsøgene udførtes, var ikke 
kraftig nok til at knuse alle Prøvestykkerne; Tegnet > i 1 
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»ellen betyder, at Brudgrænsen ligger højere end det angivne 
Γα]. Af disse Forsøg ses, at Brudgrænsen,. som rimeligt er, 
iftager med voxende Fugetykkelse; endvidere at Styrken kun 
ringe Grad afhænger af Mørtlens absolute Styrke i Tærning- 
'orm; skønt Kalkmørtlens Styrke ikke en Gang er å af Ce- 
nentmørtlens, have dog Murklodserne med Kalkfuger mindst 
ige saa høj Brudgrænse som de med 10 == Cementfuger. 
Vi skulle endnu meddele de Resultater angaaende Brud- 
zrænsen, som fandtes ved de ovenfor nævnte amerikanske 
Forsøg (i Watertown), da de paa Grund af Prøvestykkernes 
Størrelse — hele Murpiller i Stedet for blot en Murklods med 
én Fuge — give et væsentligt Bidrag til Belysning af Spørgs- 
maalet om Styrken af Murværk. Mørtlens Styrke var, som 
ovenfor nævnt, kun 10—11 kg. cm.?, Stenenes Brudgrænse var 
som Middeltal 750 kg./cm.?, og varierede mellem 500 og 1100 
kg./cm.?, naar de prøvedes i Form af Prismer med Grund- 
flade 5,5 X 8m- og med Højde 19m, Der fandtes (i kg./cm.?, 
som Middeltal af to Forsøg) for 21 Maaneder gamle Mur- 
piller: 





Murpillens Tværsnit | 200m.,20cm. | 30 cm. , 30 cm. 











d,6m. | 109 168 

12- | 130 128 

Murpillens 18- | 168 117 
Højde 24 - | 110 108 
30- | 17 95 

3,8 - 109 





Der ses af disse Tal en kendelig Aftagen af Styrken med 
voxende Højde af Pillen, altsaa et lignende Forhold for Mur- 
værk, som vi senere skulle komme nærmere ind paa for Træ 
og Jærn (Søjler). 

Skønt vi hidtil have talt alene om Styrken overfor Tryk, 
kan der dog blive Spørgsmaal om Styrken af Murværk ogsaa 
overfor andre Paavirkninger, navnlig Forskydning langs Fu- 
gerne (f. Ex. i Pillerne for en hvælvet Bro ο. 1.) og Træk 
vinkelret paa Fugerne (i en Hvælving eller en excentrisk paa- 
virket Pille). Det vil i Almindelighed være Størrelsen af 

205 
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Mørtlens Adhæsion til Stenene, der sætter en Grænse for, hvad 
Murværket kan taale af den Slags Paavirkninger. Der fore- 
ligger kun faa Forsøgsresultater, der give Oplysning herom. 
Bauschinger har været inde paa Spørgsmaalet ved nogle af 
sine første Forsøg +) (1873); for ren Portland-Cementmørtel eller 
Cementmørtel med 1, 11, 2 eller 3 Sand, 6—8 Uger gammel, 
fandt han Modstanden mod Træk vinkelret paa Mørtelfugen 
varierende mellem 1,3 og 5,3 kg./cm.”, mod Forskydning langs 
Fugen mellem 3,9 og 10,7 kg./cm.”(ved en enkelt Prøve dog 
19,5); der er tilsyneladende ikke nogen væsentlig Forskel paa 
de nævnte forskellige Mørtelblandinger, derimod gav en om- 
hyggelig Afbørstning af Stenene inden Formuringen afgjort 
noget større Styrke end ellers (for Træk er den laveste Værdi 
i saa Fald 2,1, for Forskydning 4,7 kg./cm.”). Bruddet fore- 
gik i Almindelighed derved, at Mørtlen løsnede sig fra Stenene, 
saa det var Adhæsionen, der maaltes. For almindelig Kalk- 
mørtel fandtes Modstanden mod Træk lig 0,5 kg./cm.? ved et 
enkelt Forsøg; det var ligeledes her Adhæsionen, der maaltes. 

Johnson") angiver Adhæsionen af Cementmørtel til Over- 
fladen af Mursten for 3—6 Maaneder gamle Prøver til 2—4 
kg./cm.” for Mørtelblandingerne 1:3—1:0. 

Den tilladelige Fiberpaavirkning for Murværk. Grundene 
til, at man maa indføre en Sikkerhedskoef ficient, ere her for 
saa vidt ganske de samme som de i 5 48 nævnte, hvor Talen 
var om Jærn; men her skal Sikkerhedskoef ficienten dække 
over langt mere. Her er det navnlig det utilstrækkelige Kend- 
skab til det anvendte Materiale og Mangler ved Arbejdets Ud- 
førelse, der træde i Forgrunden. Af de anførte Forsøgsresul- 
tater fremgaar det tilstrækkeligt, hvor variable Materialkon- 
stanterne her ere, og det er noksom bekendt, hvor meget Fu- 
gernes Fyldning, Betons Komprimering ved Stampning ο. s. fr. 
som oftest lader tilbage at ønske. I Almindelighed — d. v. s. 
naar man ikke kan anstille Forsøg med det anvendte Mate- 
riale, men maa nøjes med Erfaringer fra andre lignende Til- 
fælde, og naar man ikke kan kontrollere Arbejdets Udførelse 
særlig nøjagtigt — maa man derfor dække sig ved Brug af 


3). Mittheilungen, Heft 1, Mitth. I og II. Tallene ere navnlig tagne fra 
Mitth. II, Tab. III og VI 


%%) Materials of construction, S. 600—01. 
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en rigelig stor Sikkerhedsgrad; men i specielle Tilfælde, hvor 
man er i det heldige Tilfælde at kunne undersøge sit Bygge- 
materiale omhyggeligt og vil ofre noget paa Arbeidets Ud- 
førelse, kan det derimod være overmaade forsvarligt at tillade 
større Paavirkninger; ved de spinklere Dimensioner, man der- 
ved kommer lil, faar man ofte rigelig Dækning for Udgifterne 
til Forsøg m. m. Fra den nyeste Tid, hvor Materialunder- 
søgelserne ere komne mere og mere i Brug, vil man derfor 
finde ikke faa Exempler paa ualmindelig høje Fiberpaavirk- 
ninger, saaledes”) ved flere af de af Leibbrand byggede hvæl- 
vede Broer i Wirtemberg; i Broen over Donau ved Munder- 
kingen — Betonhvælvinger — er der f. Ex. regnet 38 kg./cm.?”, 
ved nogle hvælvede Broer af Brudstensmurværk (broget Sand- 
sten) i Murgthal ved Baiersbronn endogsaa 56 kg./cm.”, hvilket 
svarer til 1 af den ved Forsøgene (de ovenfor refererede Leib- 
brand-Bauschinger'ske) med Murklodser fundne Brudbelast- 
ning. 

Den sædvanlig anvendte Sikkerhedskoefficient er 10—20, 
og herved faar man følgende tilladelige Paavirkninger for 
Tryk: 








Cementmørtel, 1:3 i Monierkonstruktioner 30 | 400 
Beton, 1:3:6, Granitskærver | 15—25 200—350 
do. 1:4:8, do. || 10—20 135—270 
do. 1:4:8, Murstensskærver | 7—11 το 100—150 
Murværk af Granitkvadere i Cementmørtel | 30—40 | 400—550 
do. af kløvede Granitsten i Cementmørtel | 15—25 200 - 350 
do. af Kalk- eller Sandsten, do. | 10-35. | 200--350 
do. af Klinker i Cementmørtel || 12—15 160 — 200 
do. af alm. Mursten i do. | 10—12 130—160 


do. at do. i Kalkmørtel | Τ 95 
ll 





For Cementmørtel og god Beton kan man tillade 1—3 
kg./cm.? til Træk, for Murværk kan man paa Grund af den 
ringe Adhæsion mellem Mørtel og Sten slet ikke regne Træk- 
spændinger som tilladelige. 





%) Se Zeitschr. fiir Arch. u. Ing.-wesen, 1896. S. 50. 
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& 56. Monierbjælkers Beregning. Som bekendt be 
staar Byggematerialet »Monier« af en Betonstøbning (sædvanlig 
af Cementmørtel 1:3) med et eller to indlagte Jærnnet. Vi 
kunne her ikke komme ind paa Beregningen af alle de for- 
skellige specielle Former, hvori Kombinationen af Jærn og 
Cementmørtel efterhaanden er bleven udført — Melan, Møller 
ο. fl., — og forudsætte derfor her alene den oprindelige Kon- 
struktion, hvor Jærnnettet dannes af Rundjærn og lægges tæt 
ude ved Overfladen. Endvidere tænke vi her kun paa Bjælker, 
der ere paavirkede til ren Bøjning. Der anvendes i saa Fald 
kun ét Jærnnet, som lægges i den strakte Side og bestaar af 
5— 20 mm. Rundjærnsstænger paalangs i 5—10% Afstand 


— Bærestængerne — og 3—10m=. Fordelingsstænger paa 
tværs, i 5—15% Afstand; e sidste indgaa ikke i Bereg- 
ningen. 


Hvorledes Beregningen principielt skal gennemføres, frem- 
gaar tilstrækkeligt af $ 52. Tværsnittet forudsættes plant ogsaa 
efter Bøjningen, Fibrenes Forlængelser og Forkortelser altsaa 
proportionale med Afstandene fra den neutrale Axe. Naar 
man saa kender Arbejdslinien for Cementmørtlen og Jærnets 
Elasticitetskoef ficient, kunne ogsaa Spændingerne i de for 
skellige Punkter udtrykkes som Funktioner af Afstandene frå 
den neutrale Axe, og dernæst findes Axens Beliggenhed og 
Spændingernes absolute Størrelser ved de to Ligevægtsbe- 
tingelser mellem de indre Kræfter i et Tværsnit og de ydre 
Kræfter paa den ene Side af Tværsnittet: Summen af Kræf- 
ternes Projektioner paa og Momenter med Hensyn til Bjælkens 
Axe lig Nul. 

Som vi have set i δ 52, blive disse Beregninger dog saa 
komplicerede, — og her gælder dette endnu mere, fordi Jærnet 
kommer til, — at Methoden ikke bliver praktisk anvendelig, 
saa længe man ikke kender Cementmørtlens Arbejdslinie godt 
nok til en Gang for alle at beregne en Tabel til Bestemmelse 
af den neutrale Axes Beliggenhed. Indtil dette en Gang bliver 
muligt, ville vi derfor nøjes med følgende Tilnærmelse"): 
Cementmørtlens Arbejdslinie for Tryk antages retlinet, med 
Elasticitetskoef ficient E, = 250000 kg./cm.”, for Træk regnes 
med samme rette Linie op til Spændingen + = 8 kg./cmå, 





5) Se »Ingeniøren«, 1897, S. 1. 
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og for højere Spændinger benyttes en anden ret Linie, for 
hvilken Ες -- 70000 kg./cm.”, Normalspændingerne i Tvær- 
snittet blive da fremstillede som Ordinater til en brækket 
Linie, som vist i Fig. 144, Pl, 16, Ved at indlægge den saa- 
ledes definerede Arbejdslinie i Fig. 140, Pl. 15, og 142, Pl. 16, 
vil man se, at de herved bestemte Spændinger ikke afvige 
meget fra Virkeligheden, for Trækspændingernes Vedkommende 
dog” kun saa Jænge de ikke komme op over 15—16 kg./cm., 
Der indføres følgende Betegnelser (sammenlign Fig. 144): 
E, — Cementmørtlens Elasticitetskoefficient for Tryk og lige- 
ledes for Træk op til Spændingen ss (= 8 kg./cm.?), 
Ες -- Cementmørtlens Elasticitetskoefficient for Træk for 
større Spændinger end 5%, 
— Jærnets Elasticitetskoefficient, 
— Bjælkens Højde i cm.; Bredden er 1%, 
— p.h — Jærntværsnittet pr. 1%" Bredde, 
— a.h — Afstanden fra Jærntværsnittets: Midtpunkt til 
Bjælkens Underkant, 
æ == n.h— den neutrale Axes Afstand fra Bjælkens Over- 
kant. 
5 — største Trykspænding i Cementmørtlen, 
t  — største Trækspænding i — 
τ΄ — Spændingen i Jærnet. 


Betegnes endvidere Forlængelsen pr. Længdeenhed i de 
forskellige Punkter ved £&,, &, &, ΟΡ ἐν, har man, da Tvær- 
snittet antages at holde sig plant: 


εξ κ.α, 8&,— k.%, ει k(h—x), εν = k(h— x— d), 
og dernæst: 
s -- E,.8, %— E..8, 7 =— Βι. ερ, 
t= Ε.. ει -- Ευ (& — ει) = k[E,% + Ευ (h — x — αν)], 
hvoraf endelig: 


Sel λατ. É: αν" ας. -- 
Εα Ἐι. 3ο  Έεαο —+ Εο (Π-- x —%) E;(h— x — a)" 





Idet nu Summen af de indre Normalkræfter i Tværsnittet 
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skal være Nul, faar man til Bestemmelse af den neutrak 
Axe: 


l.æ.s=— 1%. + FT (h—x—2) ΓΡ. Τ, 
og naar t, r og αυ elimineres ved Relationerne ovenfor: 


πο 


li TE she; FFs (h — a)| = 0. δι 





Indføres heri Talværdierne: 


E, = 250000, Ευ = 70000, E; = 2000000, 
altsaa 


og endvidere 
æ επ], F—= gh, a = ah, 


faar man: 
SV g 5ο 
0,36 {1 +) n? + (0,28 —0,72-? + 89).n 


— (0,14 + Βφ(1 ---α)] = 0. (98). 
Naar n er beregnet herved, skal Spændingernes Størrelse 
findes af Momentligningen; denne lyder, idet de ydre Kræfters 
Moment pr. 155. Bredde betegnes ved M: 
M = I så? + I sæ" + So (h — æx — αἲ) [αν + 4 (h — x — %) 
+ 3 (€é — ευ) (h — æx — αν) [æg + $ (h — æx — αν)] 
+ F.r(h— αἲ — a). (10). 


Heri indføres: 
α — nh, ασ =— πλ, Πι--- α- --- αι =— h(1—n—n2), 


ο ο ο. 











rvorved Ligning (10) bliver: 


ας. 


dl 


pr 
Ft. 


9) 
s? 


+24 — n — ar]. 


8s 
ο ro n—a) 


ἑα--π-- 
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(12), 


n5)) 


(10a). 


Alle de første Led indenfor Parenthesen ere foruden af n 


kun afhængige af Forholdet 2, derimod uafhængige af φ og 


a, hvorfor Ligningen kan skrives: 


M — skt [S + 8£ (1 — n— α)] 


(105). 


Af (9a) og (10b) skulle n og s bestemmes, men Lignin- 


gerne indeholde desuden Størrelserne æ og «. 


Disse Størrelser 


kunne for Monierkonstruktioner overhovedet (ogsaa Hvælvinger) 
antages at ligge mellem Grænserne 


0,02>p>0, 


0,2 >2>0,05. 















































| 25 | 20 | 15 
n [5 | η 5 | πι 5 ] πι 5 
p=0 0,422 | 0,133 | 0,435 | 0,137 | 0,451 | 0,143 | 0,473 | 0,152 
—= 0,005 , 0,450 | 0,130 | 0,461 | 0,134 | 0,476 | 0,141 | 0,495 | 0,150 
| eg al ἠδς Arendt : 
εξ 001 | 0,475 | 0,129 | 0,484 | 0,133 | 0,498 | 0,140 | 0,513 | 0,149 
πει RRS S | | | Fe 
» = 0,015 | 0,496 | 0,129 | 0,504 | 0,134 | 0,516 | 0,140 | 0,529 | 0,149 
.= 0,02 | 0,514 | 0,130 | 0,521 | 0,135 | 0,531 | 0,141 | 0,543 | 0,149 
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Idet nu ας Indflydelse paa n er temmelig forsvindende, er 


foranstaaende Tabel beregnet, idet α er holdt konstant (a = > 


en omtrentlig Middelværdi). 

Af (9a) ses, at a vil have størst Indflydelse paa mn, naar 
φ har sin største Værdi; et Begreb om, hvor stor denne Virk- 
ning højst kan blive, faar man derfor ved følgende Værdier 
af n, der ere beregnede for p — 0,02: 





= 30 E 15 
2=02 | 0,499 0,531 
{ 
2=005 | 0,528 0,555 


(| ι 


naar man sammenligner med Tallene i sidste Linie af Tx 
bellen ovenfor, ses disse Værdier højst at afvige 0,014 fra Tx 
bellens Middelværdier. 

Vi skulle nedenfor vise, hvorledes p bestemmes. Naar y 
og den tilladelige Trykpaavirkning (s) for Betonen kendes, be 
stemmer man Bjælkens (Betonens) Dimensioner ved i Tabellen 
at finde det tilsvarende n og 5 og indføre disse Værdier i 
(10b), af hvilken Ligning h saa kan beregnes; og derefter 
findes r og t af (11) og 12). 

For Bjælker, der kun paavirkes til ren Bøjning, behøver 
man dog ikke at gøre sig saa megen Ulejlighed. Man regner 
her sædvanligvis det tilladelige 5 -- 30%); og af Tabellen ses, 
at man i saa Fald altid nøjagtigt nok kan sætte ο — 0,1%, 
hvorved (10b) bliver til: 


M — αἱ [0,130 + 8 2 (1—n—e)]; (109 


heri indføres det af Tabellen fundne n. — Vil man nøjes med 
noget mindre Nøjagtighed, hvilket man rolig Καπ bekvemmé 
sig til ved Bestemmelsen af Betontykkelsen, kan man for sidste 
Led i Parenthesen i (10c) indføre en Middelværdi.  Regnes 
0,02 > p > 0,008 og 0,2>&a>0,05, kommer dette Led til af 





%) Tabellen skal senere benyttes, naar der foruden den rene Bøjning også 
haves en direkte Sammentrykning; dette er Grunden til, at de laver 
Værdier af s ere medtagne. 
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szge mellem Grænserne 0,015 og 0,059; Middeltallet herimellem 
> 0,037, hvorved faas: 


M = sk, (104), 


vori s sættes = 30 Κρ./οπι.. Denne Ligning er den samme 
om den, man vilde faa, hvis man saa bort fra Jærnet, forud- 
atte Hooke's Lov gældende og altsaa régnede den neutrale 
(κο liggende i Midten. 

t og r skulle jo findes af (11) og (12); vil man ogsaa her 
tøjes med en Tilnærmelse, kan man indføre den omtrentlige 
Værdi n =— i, hvorved faas (5ο -- 8): 


t =— 5,8— 0,28. s, ατα), 
r -- ὃς (1 — 2α). 424). 


For 5 = 90 og Middelværdien α = 1 faas: {- 14/2, 
r = 180; naar altsaa Jærnindlæget holder sig indenfor de 
sædvanlige Grænser, kan man ikke faa Jærnet nær saa stærkt 
paavirket som tilladeligt, og man kan ikke undgaa at faa en 
Trækspænding i Cementmørtlen paa ο. 14 kg./cm.2. Dette 
er, som det ogsaa fremgaar af forrige &, naturligvis langt mere, 
end man ellers tillader; Grunden til, at man her tør gaa saa 
højt op, maa søges i, at Sikkerheden. ikke er udtømt, selv om 
Cementmørtlen ogsaa skulde revne paa Træksiden. For det 
første kan man nok gaa ud fra, at t først naar Brudgrænsen, 
naar Momentet er voxet til mindst det dobbelte — t voxer jo 
ikke proportionalt med Momentet —; og dernæst er Bjælken 
endnu stabil, naar Betonen er revnet, idet Jærnet da optager 
Trækspændingerne. 

Ved den sidste Betragtning faar man et Middel til at be- 
stemme Dimensionerne af Jærnnettet. Hvis man nemlig an- 
tager, at Betonen er revnet paa Træksiden, og for Simpelheds 
Skyld, at den er revnet helt op til den neutrale Axe, saa har 
man en Bjælke, i hvilken Trykspændingerne optages af Be- 
tonen over den neutrale Axe, Trækspændingerne alene af 
Jærnet; selvfølgelig ligger den neutrale Axe ikke paa samme 
Sted nu som ovenfor, hvor Betonen regnedes med til at optage 
Trækspændingerne.  Jærntværsnittets Størrelse bør nu be- 
stemmes saaledes, at Tryk-Brudgrænsen for Betonen og Træk- 
Brudgrænsen for Jærnet naas samtidig. 
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Kaldes største Trykspænding i Betonen s”, Trækspæn- 
dingen i Jærnet r' og den neutrale Axes Afstand fra Bjælkens 
Overkant æ', har man nu til Bestemmelse af æ', at Summen 
af Normalkræfterne i Tværsnittet skal være Nul, altsaa: 


hvor 








ved Indsættelse af r”s Værdi faas: 


x? -L 16phx' — 16ph? (1 — a) = 0, 


α” — 8cph [IV afa τ- η. (14 


Naar man vil have, at s' og r' skulle forholde sig til hin- 
anden ligesom de respektive Brudgrænser, for hvilket Forhold 


der foreløbig indføres Betegnelsen Zi, har man: 


hvoraf 4” τι 2, h; (15). 


og naar endelig de to Udtryk, (14) og (15), for x' sættes lig 
hinanden, findes ved Kvadrering og videre Udregning: 


4(1 --- α) 
P> mm (m + 8)" (16) 
Brudgrænsen for Jærnet maa her regnes lig Flydegrænsen, 
altsaa f. Ex. 2400 kg.'cm.”, for Betonen kan regnes 160—200 
kg./cm.2; sætter man f. Εκ. πι -- 14,3, faas: 


= 
p= αρ : (16a). 

Ved Benyttelsen af denne Ligning maa det erindres, at 
det altid er fordelagtigst at lægge Jærnet saa tæt som muligt 
ned til Underkanten af Bjælken; jo mindre & er, des større 
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jænding faar Jærnet, des mere Nytte gør det altsaa; man 
elger altsaa a saa lille som muligt. Endvidere maa det 
indres, at Ligning (16) kun gaar ud paa at skaffe samme 
kkerhed for Beton og Jærn, men at man intet faar at vide 
n, hvor stor Sikkerheden er. Vil man finde de absolute 
tørrelser af Spændingerne s' og r', maa'man benytte Moment- 
gningen, som, naar Betonen er revnet paa Træksiden, kommer 
I at lyde: 


M =is'.æ? + F.r' (h — æx' — α): (17). 


eraf kan r' elimineres ved (13), og naar dernæst x' beregnes 
f (14) og indsættes, kan 5’ findes. 

Dimensionsbestemmelsen af en Monierbjælke udføres nu saa- 
edes: man vælger α, finder φ af (16 a) og endelig h af (10 ϱ) 
ller (10 d). Inden man slaar en Værdi af a fast, maa man 
laturligvis danne sig et foreløbigt Skøn over baade Bjælkens 
Tykkelse og Jærnstængernes Diameter. 

Ezempel. En Monierplade understøttes langs sine to Sider 
dg skal bære en Belastning af 1000 kg. pr. πι, incl. Egen- 
vægten; Afstanden mellem Understøtningerne er 2,0"; bestem 
Dimensionerne. 

Største Moment er pr. 13" Bredde 4.1000.2? = 500 kg. m., 
altsaa pr. 195. Bredde M = 500 kg. cm. 

Af (10 ἆ) findes med s = 30: 


h— 6M -- γη — 0ο. 
8 5 


Naar man vil have ca. 19 Beton udenfor Jærnet, kan 
man sætte a = ca. 1,5”, altsaa α = 0,15, hvorefter (16 α) 
giver 

0,85 


νο -- 00106, 


altsaa F --- 010655”. Et Stk. 1051. Rundjærn har et Areal paa 
0,785m”; man kan følgelig give Bærestængerne 10% =- Diameter 
naar man lægger dem i ca. Τοπ. Afstand. 

Man kan nu, efterat α og φ ere bestemte, gennemføre en 
nøjagtigere Beregning af h ved (10c). For φ -- 0,0106 findes 
af Tabellen ved Interpolation n = 0,478, hvorved: 
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8 .. (1— n— ea)! = 0,025, 
og altsaa 


0,155. 30 
Af (11) findes endvidere { = 14,6 Κρ.'οπι., og af (1% 
r — 187 kg./cm.2. 


For at finde, hvilken Sikkerhed man har, naar Betonen 
paa Træksiden er revnet, benyttes (14), der giver 


h— V = 10455. 


== 8.0,0106. 10,4. [] 1FDGEg 





> 1] = 3,170m.. 
dernæst findes af (13): 


10,4 — 3,17 — 1,5 


r — 8.8'. 317 


= 14.5, 


og endelig af (17): 
M -- 1s'.3,17? 4 09106. 10,4. 1405. 5,73 = 12,5. $', 
s' -- τς — 40 kg./cm.2, r" = 580 Κρ./οπι.". 


Der haves altsaa en Sikkerhed af ca. 5, selv efterat Betonen 
paa Træksiden er revnet. 


IV. Træ. 


& 57. Træ indtager en særlig Stilling mellem Bygge- 
materialerne ved sin udpræget fibrede Struktur, hvoraf følger 
en højst forskellig Styrke overfor Paavirkninger af forskellig 
Art og i forskellig Retning i Forhold til Fibrene, Endvidere 
er Træ og Træ ofte højst forskellige Ting, dels som Følge af 
dets Oprindelse — Naaletræer, Løvtræer — dels som Følge af 
dets øjeblikkelige Tilstand, navnlig dets Fugtighedsgrad. Det 
skal lige nævnes, at Stykker fra Midten af Stammen alminde- 
ligvis ere betydelig svagere end fra det faste Ved i nogen 
Afstand fra Midten; dette gælder dog ikke Eg. Endvidere at 
frisk fældet Træ kan vise indtil 75% mindre Styrke end 
tørret, at Maximum af Styrke findes for 3—4 %o Fugtighed, 
hvilket dog ingen praktisk Betydning har, da Træet i Anven- 
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alserne altid indeholder langt mere Fugtighed (lufttørret Træ 
ar 12—15 "/0), og endelig at Genoptagelse af Fugtighed svækker 
xkurat lige saa meget som den oprindelig i Træet værende 
aft, medens dog længere Tids Nedsænkning i Vand ikke 
evirker nogen yderligere Forringelse af Styrken =). Sommer- 
eldet Træ er svagere end vinterfældet; ved Lagring i længere 
'id voxer Styrken, og Tilvæxten er stærkest for sommerfældet 
'ræ, saa der efter nogen Tids Forløb ikke er stor Forskel; 
tyrkens Tiltagen ved Lagringen udstrækker sig sandsynligvis 
xke over længere Tid end et Aar”%). — Styrken voxer end- 
idere med Vægtfylden; baade Bauschinger og Johnson finde 
n lineær Relation som Udtryk herfor, Bauschinger angiver 
Brudgrænsen for Tryk -- Β., Vægtfylden ved 15%. Fugtig- 
led = δ) for Naaletræ: 


B, = 100068 — 100 kg./cm.2, 


Efter disse mere "almindelige Bemærkninger skulle vi i det 
følgende indskrænke os til saadanne Angivelser, der gælde for 
ufttørret Træ, som det anvendes til Bygningskonstruktioner. 

1. Elasticitetsforhold. Blivende Formforandringer indtræde 
allerede for temmelig smaa Paavirkninger, dog i mindre Grad 
for Tryk end for Έτους ντ); Elasticitetsgrænsen ligger altsaa tem- 
melig lavt, maaske ved Nul, men der foreligger forøvrigt meget 
faa Undersøgelser herover. 

Elasticitetsmaalinger ere udførte af forskellige Experimen- 
tatorer. I Fig. 145, Pl. 16, er vist én Arbejdslinie for Træk 
og Tryk parallelt med Fibrene for Lærketræ, som den er 
maalt af Tetmajert); Maalingen er ikke fortsat længere end 
til omtrent den halve Brudgrænse. I Hovedsagen ses Arbejds- 
linien at være omtrent retlinet; naar man har de enkelte Af- 


3) Resultater af meget udstrakte Undersøgelser af Tømmer i Nordamerika 
(U. S. timber investigøtions, se Johnson: Materials of construction, 
S. 672—77). Den sidste Slutning er dog kun støttet paa Forsøg med 
Træ, der har ligget højst 6 Maaneder i Vand, 
%) Bauschinger: Mittheilungen, Heft 16. Se ogsaa Wijkander: Untersuchung 
der Festigkeitseigenschaften schwedischer Holzarten, Gåteborg 1897, S. 175. 
%%) Smign. de af Bauschinger, Mittheilungen, Heft 9, S. 3—4,. 7 og 8—9, 
anførte Maalinger. Ogsaa Wijkander: Untersuchung der Festigkeilseigen- 
schaften schwedischer Holzarten, Gøteborg, 1897, S. 6—7. 
t) Mittheilungen, Heft 2, S. 21 og 24. 
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læsninger af Forlængelserne forelagt, findes der dog som oftest 
en mere eller mindre skarpt markeret Proportionalitetsgrænse, 
men Angivelserne af dens Beliggenhed variere stærkt For 
Træk finder Wijkander”) den i Almindelighed mellem i og 
i af Brudgrænsen, hvorimod Bauschinger==) angiver, at den 
falder meget nær sammen med Brudgrænsen; efter Teimajer ++"; 
er den højst variabel, snart omtrent lig Brudgrænsen, snart 
omtrent Nul, meget sjældent tydelig fremtrædende; gennem- 
snitlig angiver Tetmajer 0,52 af Brudgrænsen. En lignende 
Uenighed hersker overfor Proportionalitetsgrænsen for Tryk. 
— Grunden til disse forskellige Angivelser maa søges i, at 
Træ overhovedet ikke kan siges at følge Hooke's Lov nøjagtigt, 
lige saa lidt som det følger nogen anden bestemt Lov; der er 
langt flere Uregelmæssigheder i Differenserne mellem de af- 
læste Formforandringer end f. Ex. for smedeligt Jærn, og dei 
bliver derfor i højere Grad en Smagssag, hvor man vil placere 
Proportionalitetsgrænsen; Resultaterne af Forsøgene paavirkes 
stærkt af tilfældige smaa Knaster, vexlende Bredde af Aar- 
ringene og deraf følgende Uhomogenitet ο. s. v. I Fig. 1% 
ses i Træk-Arbejdslinien en paafaldende Uregelmæssighed ved 
det første observerede Punkt; dette er meget ofte Tilfældet 
ved de smaa Belastninger. I Fig. 146, Pl. 16, ses tre Arbejds 
linier for Bøjning, saaledes som Tetmajert) har maalt dem 
for Lærketræ. Noget af den samme Uregelbundenhed viser 
sig her; den ene Arbejdslinie (Kærnetræ) er omtrent retlinet 
lige op til Brudgrænsen, — Maalingerne ere fortsatte helt op 
til denne —, de to andre, som begge gælde for det tætte Side 
træ, krumme sig i forskellig Grad. Men ikke desto mindre 
træder Proportionalitetsgrænsen almindeligt set bestemt frem 
ved Bøjning; som Middeltal af en lang Række Forsøg angiver 
Wijkander ff), at den udgør 0,58 af Brudgrænsen for Løvtræer, 
0,64 for Naaletræer; efter Bauschinger og Tetmajer+$$) ligger 


”) Untersuchung der Festigkeitseigenschaften εἰο., S. 8. 
5). Mittheilungen, Heft 9, S. 6. 
3553) Mittheilungen, Heft 2, 5. 10. 
t) Mittheilungsn, Heft 2, S. 28—33. 
ft) Untersuchung der Festigkeitseigenschaften etc., S. 174. 
+tt) Smign. Winkler: Die hålzernen Balkenbricken, 2te Aufl., Wien, 1887 
S. 17. Winkler giver en meget udførlig Oversigt, ogsaa over de af for 
skellige Experimentatorer fundne Værdier af Elasticitetskoefficient, Brud- 
grænse etc. 
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en mellem 0,36 og 0,53, gennemsnitligt ved 0,44 af Brud- 
rænsen (Brudmodulus for Bøjning). Ogsaa Elasticitetskoeffi- 
ienten synes temmelig variabel, naar man gennemser en Række 
nkelte Forsøgsresultater; de Middeltal, der angives, ligge dog 
aa faa Undtagelser nær mellem 100000 og 130000 kg./cm.?. 
Ti skulle anføre de af Wijkander”) og Tetmajer”+) angivne 
Aiddelværdier; Tallene er tons pr. cm.?: 


























| Wijkander Tetmajer 

Ι | 

| ει E, E, | E, Ε, Ει 

Træk Tryk | Bøjning | Træk Tryk | Bøjning 

Bøg | 134 129 121 | 180 169 
Eg 115 104 101 | 108 103 99 
Ask 93 | 
Elm 71 | 
Birk 116 | 113 114 | 
El 110 105 104 | 
Lind 61 
Fyr | 129 121 112 120 119 86 
Lærk 67 131 114 105 
Rødgran 117 111 106 129 111 86 
Ædelgran | | 113 100 86 

















Som man ser, afvige Elasticitetskoefficienterne for de for- 
skellige Slags Paavirkninger ikke meget fra hinanden; en 
Undtagelse herfra danne dog Tetmajers Værdier af E,, der 
ere betydelig lavere end E, og.E,. For de Træsorter, der an- 
vendes mest — Eg og Fyr, — kan man altid regne E = 110000 
Κφ./επι.". 

2. Styrkeforhold. Alle Erfaringer vise, αἱ Tryk- og Βο]- 
ningsforsøg ere bedst egnede til at give et Begreb om Styrken 
af Træ, og det er tillige de Arter af Paavirkning, som Træ " 
sædvanlig udsættes for i Konstruktionerne, Trykforsøgene have 
været udførte med kvadratiske Prismer af forskellig Højde, 
Tærninger eller Cylindre, og Resultaterne kunne ikke umiddel- 
bart sammenlignes, idet Formen af Prøvestykket, som sæd- 


”) Untersuchung der Festigkeitseigenschaften etc., S. 176. 
%) Mittheilungen, Heft 2, Tab. I (S. 48). 
Α. Ostenfeld: Teknisk Elssticitetslære. 21 
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vanligt, har nogen Indflydelse. Wijkander”) har sammenlignd 
kvadratiske Prismer af forskellig Højde og angiver som Ge- 
nemsnit, naar Styrken for h = 1,5b sættes = 1; 


h:b —= 3 2 1,5 1,0 
Naaletræer: 0,96 1,0 1,07 | 
Løvtræer: 0,95 0,98 1,0 1,03. 


Endvidere finder han, at Grundfladens absolute Størrelse 
ikke har nogen kendelig Indflydelse; der sammenlignedes dog 
kun to Størrelser af Grundfladen (b = 8—10% og b — 6—7%, | 
— Bruddets Udseende er naturligvis afhængigt af Prøvestyk- 
kets Form. Fig. 147, Pl. 17, viser (efter Tetmajer) to typiske 
Maader for Tærninger; de enkelte Fibre ses at være stukkede 
og bøjede, saa der danner sig en Vulst, men de to Brudstykker 
kunne saa forøvrigt beholde deres indbyrdes Stilling, eller de | 
kunne glide paa hinanden (Fig. 147 5); naar h> b, er det sidste | 
det almindeligste. Hvor der findes Knaster, udgaar Bruddet 
som oftest fra dem; undertiden kan der presses Kiler ud til 
Siden, ligesom vi have set for Sten (Fig. 129, 130). — Styrken 
overfor Træk er langt større end ovenfor Tryk, 2—3 Gange 
saa stor. Ved Bøjning skulde man derfor antage, at Bruddet | 
altid maatte foregaa paa den Maade, at der først dannede 
sig en Vulst, som ovenfor beskrevet, paa den trykkede Side, 
hvorefter det endelige Brud maatte indtræde paa Træksiden. 
Efter Wijkander kan denne Stukning paa Tryksiden dog langt 
fra altid observeres, saa det meget ofte ser ud, som om Brud- 
det virkelig indtraadte først paa Træksiden; dette maa for- 
modentlig forklares ved, at Formforandringerne for Tryk i 
Nærheden af Brudgrænsen kunne voxe hurtigt, hvorved den 
neutrale Axe flytter sig bort fra Midten. 

. Vi skulle nu anføre nogle Resultater angaaende Styrken 

overfor Tryk. Tetmajer”") og Wijkander”%") angive som Middel- 
tal for Brudgrænsen B, for Tryk parallelt med Fibrene (i 
kg./cm2): 


%) Untersuchung der Festigkeitseigenschaften etc., S. 172—73. 
33) Mittheilungen, Heft 2, Tab. I, S. 48. 
333). Untersuchung der Festigkeitseigenschaften etc., S. 176. 
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Wijkander Tetmajer 

Bøg | 482 320 
Eg 419 343 
Ask 418 
Elm 431 
Birk 431 
El 378 
Lind 322 
Fyr 414 246 
Lærk 357 321 
Rødgran 369 276 
Ædelgran | 283 

ΙΙ 

[ 











Wijkanders Tal ere fundne for kvadratiske Prismer med 
h: b = 1,5, Tetmajers for Tærninger, saa de skulle egentlig 
reduceres efter ovenstaaende Forhold for umiddelbart at kunne 
sammenlignes. Denne Reduktion har dog aabenbart ingen 
Betydning i Sammenligning med den store Forskel, der findes 
mellem de to Rækker Tal; Forskellen vilde forøvrigt derved 
blive større. Ved de svenske Forsøg varierede Fugtigheds- 
graden mellem 10 og 14 %0, ved Tetmajers var Træet fugtigere, 
for Eg 24—25 Yo, for Fyr 21—22 0, kun for Gran 14—16 %o; 
herved forklares tildels den mindre Styrke, som Tetmajer har 
fundet. Bauschingers Resultater") ere langt højere end Tet- 
majers; som Middeltal af en længere Forsøgsrække fandt han: 


for Lærk . . . . 485 kg./cm.? 


- Ἐγε. «ου 407. -- 

-… Rødgran 398 —; 
Fugtighedsgraden var her ca. 15 %o, Prøvestykkerne vare 
Prismer med h = 1,5b. — For Eg angiver »Hiitte« endog 
660 kg./cm.?, 


For dansk Naaletræ kan anføres følgende Resultater"=), 
der ere fundne ved cylindriske Prøvestykker af 1055" Højde, 
6m. Djameter: 


%) Mittheilungen, Heft 16, Tab. II, »Scheibe« g. 
%) C. V. Meldahl: Nogle Undersøgelser over dansk og fremmed Naaletræs 
Styrke, Kjøbenhavn, 1893, Tab. 3, 14, 15, 17. 
21? 
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Rødgran (Splint). . . 371 kg./cm.? 
» (Kærne). . . 301 — 

Ædelgran. ..... 366. — 

Bjergfyr. ...... 323 -- 


Vi skulle dernæst se paa Styrken overfor andre Paavirk- 
ninger. Af saadanne ere foruden Træk og Bøjning navnlig 
Forskydning paalangs ad Fibrene og Tryk vinkelret paa 
Fibrene af praktisk Betydning. Idet Brudgrænserne betegnes: 
for Træk B,, for Tryk B, (begge paalangs ad Fibrene), for Bøjning 
Βι (beregnet efter Formlen RY, for Forskydning paalangs B; 


angives af Wijkander og Tetmajer: 
































| Wijkander Tetmajer 
|B,:B,|B,:B,|B,:B,|B,:B,|B,:B,| B,: B, 
Ι | 
Βορ | 2,88 1,93 0,31 | 4,19 2,09 0,27 
Eg | 2,64 1,79 0,25 | 2,81 1,75 0,22 
Ask | 1,75 0,29 | 
Elm 1,42 0,31 
Birk | 2,80 1,77 0,25 
El | 298 1,70 0,27 | 
Lind 2,00 ll 
Fyr ο 2,48 1,60 0,21 2,93 1,66 0,25 
Lærk | | 1,25 0,26 | 2,21 1,66 0,22 
Rødgran 2. 1:64 0,22 2,18 1,58 0,24 
Ædelgran | 1,88 1,55 0,22 
(| 











De anførte Værdier af B/: B, for Naaletræ ere en Del 
større, end hvad man finder andet Steds. Saaledes faar man 
af en lang Række amerikanske Forsøg”) med forskellige Slags 
Fyr By: B, = 0,15, medens Værdierne for Eg, Ask og Elm 
stemme godt med dem i Tabellen. Ligeledes har Bauschinger 
gennemsnitlig fundet B,: B, = 0,16 for Naaletræ. 

Der er ikke nogen væsentlig Forskel paa, om Forskyd- 
ningen paalangs ad Fibrene foregaar radialt eller tangentielt 
til Aarringene; de anførte Tal ere Middeltal for begge Ret- 


”) Johnson: Materials of construction, S. 670. 
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linger. Derimod spiller det en betydelig Rolle, om Kraften 
rirker parallelt med Fibrene eller vinkelret paa disse (Brud- 
laden i begge Tilfælde paalangs). De anførte Tal gælde, naar 
xraften, som sædvanligt i de praktiske Anvendelser, virker 
s»arallelt med Fibrene; naar den derimod er rettet vinkelret 
>»aa disse, angiver Wijkander”), at Brudgrænsen gennemsnit- 
ig kun bliver: 

for Løvtræer . . . . 0,47 

- Naaletræer . . . 0,32 


af Tallene i Tabellen ovenfor. 

Hvad Styrken mod Tryk vinkelret paa Fibrene angaar, 
saa foreligger der ikke ret mange Undersøgelser heraf. Efter- 
som Trykket virker vinkelret paa Aarringene eller tangentielt 
til dem, finder Wijkander”+), at Brudgrænsen gennemsnitlig er: 


for Fyr . . . 0,097 eller. 0,093 
- Gran . . 0,19 - 0,21 (Min.: 0,09—0,10) 
- Lærk . . 0,12 - 0,16 


af Brudgrænsen for Tryk paalangs. — Af de af Johnson +++) 
anførte Resultater udledes følgende Forhold: 


for Fyr . . . 0,097 
- Eg... . 0,13. 


For de almindeligst anvendte Træsorter — Fyr og Eg — 
kan man herefter gennemsnitlig regne Brudgrænsen til: 



































Eg | Fyr 

For Tryk parallelt med Fibrene | 450 400 

» Træk . kJ .. | 1200 1000 

>» Bøjning | 750 660 
…… Forskydning parallelt med Fibrene | | 

a. Kraften SÆ Fibrene | 100 60 

b. 7 åt fk > | 50 20 

>» Tryk vinkelret paa Fibrene | 58 40 


3) Untersuchung der Festigkeitseigenschaften etc., S. 169. 
53) ibid., 5. 166. 
3. Materials of construction, 5. 670. 
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3. Tidens Inflydelse. Der tænkes her ikke paa Forandringer 
i Træets Kvalitet i Tidens Løb, men paa Virkningen af en lang- 
varig Paavirkning. Efter nogle amerikanske Forsøg at dømme 
synes det nemlig, som om Træ ikke i Længden kan modstaa 
stort mere end Halvdelen af den Brudbelastning, man finder 
ved de sædvanlige Forsøg. Dette paavistes allerede i 1840 af 
Haupt, og i 1880 bekræftedes det ved Forsøg af Thurston”). 
Ved disse sidste anvendtes der δίπαα Bjælker af Fyr med 
kvadratisk Tværsnit (Sidelinie 203”) og ca. 1% Længde. 
Efterat Brudmodulus for Bøjning var bestemt paa sædvanlig 
Maade, belastedes 3 Bjælker med 95 οἱ, 3 med 80 %o og ende- 
lig 3 med 60% heraf. De 3 første brødes i Løbet af to Dage, 
de 3 næste efter 31 Dage, 5 Dage og lidt over en Maaned, og 
de 3 sidste efter 84, 12 og 15 Maaneders Forløb. Nedbøj- 
ningerne maaltes fra Tid til anden og fandtes at voxe hele 
Tiden. Materialet af de brækkede Stænger undersøgtes senere 
og fandtes at være ubeskadiget. 

Fænomenet er ganske analogt med det i 5 44, Slutningen, 
meddelte om smedeligt Jærn (Vicat's, Thurston's og Considéres 
Forsøg). De her refererede Forsøg ere temmelig faa til at 
tillade nogen bestemt Slutning angaaende Beliggenheden af 
den »virkelige« Brudgrænse — den Belastning, som kan taales 
i det uendelige — men det maa dog antages, at den »virkelige« 
Brudgrænse ligger betydelig lavere end den sædvanlig bestemte. 


4. Den tilladelige Paavirkning sættes lig i af Brudbelast- 


ningen, hvor Sikkerhedskoefficienten n i Almindelighed tages 
lig 6— 10, den mindste Værdi for interimistiske Konstruk- 
tioner eller ved absolut rolig (stødfri) Belastning. 

Til at modstaa direkte Træk anvendes Træ sjældent; det 
er nemlig vanskeligt at faa Trækket overført dertil paa Grund 
af den ringe Modstandsevne mod Forskydning paalangs. Over- 
for Tryk og Bøjning anvendes Træ derimod særdeles ofte; 
man kan regne som tilladeligt: 


FOR ΡΕΥΕ ο ο 40 δα 40— 70 kg./cm.? = 550—950 2/7" 
- Bøjning. ..... . 60—100 —  K— 800—1350 — 


%) Thurston: Materials of engineering, Part I. New - York 1893, ο. 
114 ο. f. 
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for Forskydning paalangs, Eg: 10 kg./cm.? = 130 &/J" 
- — — Fyr: 6 --  = 80 — 


De laveste Værdier ere de hyppigst anvendte. 

Ved den angivne Paavirkning til Tryk er det forudsat, at 
der ikke er Tale om stor Længde i Forhold til Tværsnits- 
dimensionerne — Søjler —; dette Tilfælde komme vi senere 
tilbage til. Hvor et trykket Stykke Tømmer støtter mod Siden 
af et andet Stykke Tømmer, maa man tage Hensyn til den 
ringe Modstandsevne overfor Tryk vinkelret paa Fibrene; dog 
kan man her meget godt regne med en mindre Sikkerheds- 
koefficient end ovenfor angivet, fordi Trykket sædvanligvis 
kun træffer paa en lille Flade af et længere Stykke Tømmer, 
og i saa Fald indtræder Brud naturligvis ikke saa let som 
for et kort Stykke, der trykkes paa hele sin Sideflade. Der 
foreligger ingen Forsøg, som direkte tage Sigte paa dette 
Forhold. " 

Foruden til den angivne Paavirkning til Træk og Tryk 
i bøjede Legemer maa man ved Dimensionsbestemmelse af 
Bjælker ogsaa tage Hensyn til Forskydningsspændingen paa- 
langs. I $ 38, Slutningen, er vist et Exempel herpaa. Vi 
skulle her udlede et almindeligt Kendetegn paa, om Forskyd- 
ningen er farligst. 

For en Bjælke med rektangulært Tværsnit, Bredde b og 
Højde h, Længde I, bestemmes Dimensionerne ved 


hvor r betegner den tilladelige Paavirkning til Træk eller Tryk 
ved Bøjning, f den tilladelige Forskydningspaavirkning, M 
Momentet, Q Transversalkraften. Naar b forudsættes given, 
levere de to Formler samme Værdi af h, hvis 

6M 90 


ης 20 


h f 4M 
altsaa naar BE ror (18) 


og hvis od er større end denne Værdi, skal man regne med 
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Forskydningen. For Fyr kan man sætte εν - ὃν --ἡρ 


ϱο/---ἰ-- ἡ- 
Før en Bjælke, der er simpelt understøttet i begge Ender 
οµ ensførmig belastet med p pr. Længdeenhed, haves M = 


ipt, Q — 4pl, i — 1. En saadan Bjælke af Fyr skal Wi 


saa beregnes for Forskydning, naar 3 > νε τε, hvilket for 


øvrigt sjældent indtræffer. 

Ved en Træbjælkes Understøtninger virke Reaktionerne 
som Tryk vinkelret paa Fibrene; man maa da sørge for af 
Trykket pr. Arealenhed ikke bliver for stort. 


FJERDE AFSNIT, 


Sammensatte Paavirkninger af lige Bjælker. 


& 58. Naar en Bjælke er paavirket af ganske vilkaarlige 
Kræfter, skulle Spændingerne i de forskellige Snit bestemmes 
ved det samme almindelige Princip, som er anvendt i de tid- 
ligere undersøgte specielle Tilfælde: de indre Kræfter i Snittet 
skulle holde Ligevægt mod de ydre Kræfter paa den ene Side 
af Snittet. Inden vi give os til at opskrive Ligevægtsbetin- 
gelserne, vil det være bekvemmest at se lidt nærmere paa de 
ydre Kræfter og erstatte dem med resulterende Enkeltkræfter 
og Kraftpar. 

Alle de ydre Kræfter kunne tænkes forskudte i deres Ret- 
ningslinier hen til Skæringspunkterne med det betragtede Nor- 
malsnit i Bjælken og dér opløste i en Komposant i Normal- 
snittet og en vinkelret derpaa; alle Komposanterne i Snittet 
kunne dernæst sammensættes til en Enkeltkraft T, ligeledes 
alle Komposanter vinkelrette paa Snittet til en Enkeltkraft N. 
Kraften N flyttes hen til Snittets Tyngdepunkt, hvorved man 
faar en central Normalkraft N, der virker til direkte Strækning 
eller Sammentrykning, og et Kraftpar M, hvis Plan er vinkel- 
ret paa Snittet, og som bevirker en Bøjning. Kraften T 
flyttes ligeledes til Tyngdepunktet, hvorved faas en central 
Kraft 7, der bevirker en ren Forskydning, og et Kraftpar M,, 
der fremkalder Vridning. — Reduktionen af Kræfterne kan 
naturligvis udføres paa forskellige andre Maader, men Slut- 
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ningsresultatet bliver det samme. Man kan f. Ex. flytte alle 
Kræfterne parallelt med sig selv, til de skære Bjælkens åse 
i det Punkt, hvor den korteste Afstand mellem Kraft og åre 
træffer denne. Derved indkommer der en Række Kraftpar. 
som kunne opløses i Komposanter vinkelret paa Normalsnittet 
og i dette; de sidstes Resultant er det vridende Moment M,: 
dette er altsaa lig Summen af Kræfternes Momenter med 
Hensyn til Bjælkens Axe. Alle Kræfterne, der nu skære Axen, 
kunne opløses i to Komposanter, i og vinkelret paa Axen: 
Summen af Komposanterne i Axen er lig den centrale Normal 
kraft N, og Kræfterne vinkelret paa Axen give som tidliger 
et bøjende Moment M og en forskydende Kraft Τ. 

Ganske i Almindelighed er et vilkaarligt Snit i Bjælken 
altsaa paavirket baade til Træk eller Tryk, Forskydning, Vrid- 
ning og Bøjning. Tidligere have vi undersøgt hver af disse 
Paavirkninger for sig, her skulle vi nu se, hvorledes man kan 
sammensætte de enkelte Virkninger. I mange praktisk fore 
kommende Tilfælde ere Forholdene dog ikke slet saa kom- 
plicerede som ovenfor beskrevet; saaledes falder ved de fleste 
Bygningskonstruktioner — men ikke ved Maskinkonstruk- 
tionerne — det vridende Moment M, bort. Vi skulle derfor 
begynde med at betragte flere simplere Tilfælde, som have 
stor praktisk Betydning, og først Paavirkning ved Normalspæn- 
dinger alene, altsaa Kombinationer af Træk eller Tryk og Bøj- 
ning; som sædvanligt er Bøjningen rigtignok næsten altid led- 
saget af en Forskydning, men herfra se vi foreløbig bort lige 
som t'dligere ved den første Behandling af Bjælker. 


I. Paavirkning ved Normalspændinger alene, 
uden Hensyn til Nedbøjningerne. 


& 59. Bøjning og Træk eller Tryk. Hvis Bjælken, 
som vi tidligere have antaget, har en Symmetriplan, hvori 
alle ydre Kræfter virke, er Bøjningsspændingen i de yderste 
Fibre udtrykt ved: 


331 το 888 


ller naar vi benytte Fællesbetegnelsen e for Afstandene ει og 
… uden at de derfor behøve at være lige store: 
Me M 
=— == = + 
σ + T πρ: 

Naar der desuden virker en central Normalkraft N og 
3jælkens Tværsnit er F, faas herfra en Spænding i alle 
”unkter: 2 

ον 
Ῥ) 
ivor σ har samme Εοτίερη som Ν, og N regnes positiv for 
Træk, negativ for Tryk. De angivne Spændinger virke i 
;amme Retning og kunne derfor uden videre adderes; naar 
M og N virke samtidigt, faas derfor den største Spænding i 
le yderste Fibre: 


N,M 
ση τμ. (1). 
Dette Tilfælde er altsaa simpelt nok. Men nu hænder 
det ikke sjældent, at Kraftplanen ikke er en Symmetriplan for 
Bjælken; vi skulle se, hvorledes man saa maa bære sig ad. 
Vi betragte en Bjælke med vilkaarligt Tværsnit, paavirket 
af en excentrisk Normalkraft N med Angrebspunkt K (Fig. 
148, Pl. 17), eller hvad der er det samme, af en central Nor- 
malkraft N og et bøjende Moment M = N.f', idet [ εν K's 
Afstand fra Tyngdepunktet Ο.  Tværsnittet forudsættes at 
være plant ogsaa efter Bøjningen. Ved Bøjningen drejes Tvær- 
snittets Plan en vis Vinkel og skærer da den Plan, hvori det 
oprindelig laa, i en ret Linie nn, den neutrale Axe (kaldes 
ogsaa Nullinien); Fibrene i denne beholde deres Længde ufor- 
andret, Spændingen er altsaa ogsaa Nul her, I hvilke som 
helst andre Punkter af Tværsnittet foregaar der en Forlængelse 
eller Forkortelse af Fibrene og fremkaldes altsaa Træk- eller 
Trykspændinger; da Formforandringen er forudsat proportio- 
nal med Afstanden fra den neutrale Axe, maa dette ogsaa 
gælde Spændingen, idet vi gaa ud fra Hooke's Lov. Vi lægge 
nu i Tværsnittet et skævvinklet Koordinatsystem med Tyngde- 
punktet O som Begyndelsespunkt, v'-Axen gennem Kraftan- 
grebspunktet K og u'-Axen Æ nn og opskrive Ligevægtsbe- 


e 8 59. 332 


tingelserne. De elementære indre Kræfter ere c.dF, hvor man 
kan sætte 0 = % + b.v', idet σι betegner Spændingen i u'- 


Axen. Man faar, idet (var Ξε 0 og far = 0: 
N — [σάς — fode +b fode -- ο. Ε. ο) 
N.f =M=— fe. rdr == | v'dF + b Voear -- δ. 1. (3). 


ϱ-- ᾗσ. var - ofude + ὃ ο. (4). 


F betegner Tværsnittets Areal, I, og Ζων dets Inertimo- 
ment om u'-Axen og Centrifugalmoment med Hensyn til u'- 
og v'-Axerne i skævvinklede Koordinater. 

Af (2) findes: 


N M 
% = 5 08 af (3):b -- —, 


ly 
Ν  Mv' κ 
altsaa: σ-- FVT,” (5). 


Spændingen σο i Tyngdepunktet er uafhængig af Momentet. 
Af (4) faas u'-Axens Retning bestemt; Betingelsen Z,, — 0 
udtrykker nemlig, at Koordinataxerne ere konjugerede Diametre 
i Tyngdepunktets Inertiellipse,. Endelig kan Beliggenheden af 
den neutrale Axe nn findes ved (5), idet v' = v'% skal give 
σ-- 0: altsaa er: 
2 Ν.ἶω ιά i? 
πα πρ σον (6). 
hvor i, er Inertiradius om u'-Åxen i skævvinklede Koordinater. 
Inden vi gaa videre i den almindelige Udvikling, ville 
vi betragte et specielt simpelt Tilfælde, nemlig at υ’΄-Αχοῃ, 
Kraftlinien, falder i den ene af Tværsnittets Hovedaxer; u'- 
Axen er da ifølge (4) den anden Hovedaxe, og I, bliver til 
Inertimomentet I om, denne (i retvinklede Koordinater). Hvis 
endvidere ff --- ος, d. v. 5. at Tværsnittet kun er paavirket af 
et bøjende Moment M, faas υο -- 0, saa den neutrale Axe 
falder i u'-Åxen, og Spændingen i det vilkaarlige Punkt er: 
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dette er ganske den samme Formel, som gælder, naar Kraft- 
planen er en Symmetriplan for Bjælken, hvoraf ses, at den 
tidligere udviklede Bøjningstheori gælder uafhængigt af Forud- 
sætningen om Symmetri, naar blot Kraftplanen indeholder den 
ene Hovedaxe for Tværsnittene. Af (5) faas ogsaa, naar der 
foruden Momentet virker en Normalkraft N: 


Ν , Me NM 
ο. Ῥττ" ΕΣΡ’ 


ganske analogt med (1), saa man ogsaa her ligefrem kan ad- 
dere den ensformig fordelte Spænding fra Normalkraften til 
Bøjningsspændingen. 

Da Normalspændingerne saaledes uden videre kunne 
adderes, kan man ogsaa behandle Virkningen af flere sam- 
tidigt optrædende bøjende Momenter paa den Maade, og da 
Kraftpar kunne opløses og sammensættes ligesom Kræfter, kan 
man alene herved finde Spændingerne fra et ikke i en Hoved- 
axe virkende Moment M. I Fig. 149, Pl. 17, virker der et 
Moment M i Kraftlinien OK; M opløses i Komposanterne 
Μι = Msin$ efter Axen 2 og M, -- Mcos$£ efter Axen 1, og 
for et vilkaarligt Punkt i Afstandene α og y fra Axerne bliver 
Spændingen: 


Det, der i Praxis interesserer mest, er den største Spænding; 
hvis den optræder i Punktet αι, y;, haves: 





Mys i Moa, 
Coax. π SE + T, 9 (7) 
Virker der ogsaa en Normalkraft, har man blot at tilføje 
Leddet μα 


Denne Formel er ret bekvem til Dimensionsbestemmelse, 
naar Tværsnitsformen er en saadan, at man strax kan se, i 
hvilket Punkt største Spænding vil optræde; men dette er ikke 
altid saa let. Ved mange almindelig forekommende Tværsnit, 
f. Ex. Vinkeljærn, | -Ρτοβ]ος, naa α og y altid deres Maximums- 
værdier i forskellige Punkter; ved andre, som Z-Profiler, kan 
man undertiden angive det farligste Punkt, undertiden ikke. 
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Ved Benyttelsen af (7) maa man nemlig erindre ogsaa at tage 
Hensyn til Fortegnet for de Spændinger, der adderes. Af 
Tværsnitsformer, for hvilke (7) er bekvem at anvende, bliver 
der egentlig kun tilbage Rektangler eller saadanne, der kunne 
indskrives i Rektangler, f. Ex. T- og T-Profiler; for disse findes 
Omax. altid i en af Vinkelspidserne af det omskrevne Rektangel, 
idet α΄ og y her samtidig antage deres største Værdier; naar 
Modstandsmomenterne for de to Hovedaxer kaldes W, og W. 
kan (7) i saa Fald skrives: 


+. (7 al. 


Til Dimensionsbestemmelse anvendes (7 a) paa den Maade, 
at man efter bedste Skøn vælger et Profil og beregner største 
Spænding for dette; hvis den fundne Spænding har en passende 
Størrelse, kan Profilet bruges, ellers maa man forsøge et nyt 

Exempel. Man skal bestemme et T-Profil (tysk Normal- 
Profil), der kan taale et bøjende Moment paa 1200 kg. m., 
virkende under en Vinkel paa 30? med Kroppens Midtlinie: 
tilladelig Paavirkning = 800 kg./cm.%, i 

Man finder: 

Μι -- 1200.c08s30' = 1040 kg. m., 
Μι = 1200. sin30" = 600 kg. m. 


Der forsøges med Profil Nr. 26, for hvilket W,y = 4460 
Wz: =— 60m; altsaa bliver om. — κα... — 1233, 
hvilket er for meget. Efter muligvis endnu et Par Forsøg 
prøves Nr. 32 med W, --- 789, Ἠ), = 100, altsaa 0 = 132 + 600 
=— 732, hvorimod Nr. 30 giver σ -- 864. Der skal altsaa 
bruges Profil Nr. 32. 

Betydelig hurtigere kommer man til et Resultat ved 
følgende af Land”) angivne Omskrivning af (7 a). Idet 
W,: Wz = ο, faas: 


δι Fy. σου. 


For de tyske Normal- I-Profiler varierer c for Nr. $—50 
mellem 5,6 og 8,9, for T-Profilerne Nr. 3—30 mellem ca. 1,5 








”) Zeitschr. d. Vereins deutscher Ing. 1895, 5. 293. 
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og 6,7. For T-Jærn Καπ imidlertid nøjagtigt nok ved det første 
Forsøg sættes c = 7, for Γ-ύαγπ c = 5. 
For Exemplet ovenfor faar man paa den Maade, at det 
nødvendige Modstandsmoment W, skal være: 
vw, -- (1040 + 7.600) 100 δρ 
Dette vilde føre til Nr. 30, for hvilket W, = 659; men 
for Nr. 30 er nøjagtigt: ο — 7,8, og ved Benyttelse af denne 
Værdi i (7 b) findes W, = 715, saa man maa tage det næste 
Profil, Nr. 32, for hvilket W, =— 789. Nogen ny Gennem- 
regning for dette Profil behøves ikke, da c varierer langsomt. 


Opg. 30. Et [T-Jærn af 2,5e- Længde er simpelt understøttet i begge 
Ender og bærer en ensformig Belastning paa 400 kg. pr. m., virkende under 
en Vinkel paa 45?” med Kroppen. Bestem Profilnummeret (tilladelig Paa- 
virkning = 700 kg./cm.?). 


Opg. 31. Hvilket Profil skal anvendes, naar der foruden Bøjningen 
(i forrige Opg.) virker et centralt Træk paa 8'+? 


Vi gaa nu videre i den almindelige Undersøgelse. Ved 
Ligning (5) er Spændingen i et vilkaarligt Punkt givet, og ved 
(4) og (6) er Retningen og Beliggenheden af den neutrale Axe 
bestemt. Vi saa ovenfor, at u'-Axen og Kraftlinien OK (Fig. 150, 
Pl. 17) ere konjugerede Diametre i Tyngdepunktets Inertiellipse, 
og fra δ 12 vides, at i er Længden af Halvdiametren paa OK. 
Af Ligning (6): w'.f' = — i,” følger da, at den neutrale Axe 
nn er Kraftangrebspunktet K's Antipolar, d. v. s. den med K's 
Polar med Hensyn til Centrum symmetriske Linie. Naar man 
kender Inertiellipsen, kan man altsaa konstruere den neutrale - 
Axe. Imidlertid kan der angives simplere Konstruktioner, saa 
vi skulle kun endnu benytte Inertiellipsen til at udlede en 
Relation, hvorved man kan beregne den neutrale Axes Retning. 

Inertiellipsens Halvaxer ere ἡ (paa 1ste Hovedaxe) og i, (paa 
2den Hovedaxe). Naar Kraftliniens og u'-Axens Vinkler med 
lste Hovedaxe kaldes p og w, haves, da disse Linier ere 
konjugerede Diametre, Relationen: 

ii 'A 
ντ ER Le (8). 

Ved virkelige Konstruktioner af den neutrale Axe og 

Spændingerne er det ligesom i $ 12 ved Behandlingen af 
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Inertimomenterne simplest at benytte retvinklede Koordinater 
(u og v). u-Axen lade vi falde sammen med u'-Axen ovenfor, 
men v-Åxen lægges vinkelret derpaa (Fig. 151, Pl. 17); de 
vinkelret maalte Afstande betegnes f, %0..., de skævt maalte, 
som ovenfor, [, %'... Man har da: 


1, = I,,… cosec?8, 
iv =— 4. cosec$, 
Γ΄ = Γοοδεςβ, ο. s. v. 


og ved Indsættelse heraf i (5) og (6) faas: 


N Μυ Ν , Μυ ς 
εώς E I, cosec β Ft Fr? fa 
3 
v == ταν (6 αἱ 


idet der er indført den kortere Betegnelse Ι' -- Ιιεοδεβ. 
8 er Vinklen mellem Kraftlinien og den neutrale Axe. 

Naar man nu kender Tværsnittets Inertimomenter οὗ 
Centrifugalmoment med Hensyn til et Par vilkaarlige ret 
vinklede Axer (æ, y) gennem Tyngdepunktet, findes alle nød- 
vendige Størrelser til Beregning af Spændingerne ved følgende 
simple Konstruktion =) (Fig. 152, PL 17). Man tegner den i 
$ 12 omtalte Hjælpecirkel til Konstruktion af Inertimomenterne 
med Centrum MY paa y-Åxen og med Diameter 1, — I, og af 
sætter Punktet Τ ved OR = I,, RT = Ζεν. Kraftlinien er Ok: 
gennem dens Skæringspunkt med Cirklen trækkes Korden TX. 
hvorved &a-Axen ON er bestemt. OK og ON ere nemlig ifølge 
ὃ 12 konjugerede Axer; Centrifugalmomentet med Hensyn til 
dem er Nul. Inertimomentet /, om ON findes ifølge δ 12 som 
den vinkelrette Afstand fra T til Tangenten i N, men af Figure 
ses let, at man direkte kan maale Størrelsen ᾖ- -- I, cosecZ 
— ΤΝ, saa man har ikke Brug for /,… Afstanden ο fra u-åren 
ud til Tværsnittets yderste Fibre maales paa Tegningen. M 
kender man alle de i ὅ a indgaaende Størrelser og kan alisåå 
beregne Spændingerne. Sidste Led i 5a- skifter naturligvis 
Fortegn med ο forste Led har altid samme Fortegn. Der kan 





” OR lad Τὰ Ermiralang dr Spanzangsrerthetleng und des Kernes ik 
δεις 282 
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1vfølgelig let angives en grafisk Konstruktion af selve den 
eutrale Axe (ved 6 a) og af Spændingerne, men den Slags 
onstruktioner virke snarere som en Bebyrdelse af Hukom- 
relsen end som en Lettelse i de enkelte Tilfælde, hvor man 
tar Brug derfor. 

Hvis man kender Tværsnittets Hovedaxer, gaar man ved 
-onstruktionen ud fra dem (Fig. 153, Pl. 17). Punktet Τ 
ilder paa Axen 2, da Centrifugalmomentet er Nul, men for- 
vrigt gaar man frem som ovenfor. Imidlertid kan der ved 
[jælp af (8) angives en simplere Konstruktion +) for dette 
pecielle Tilfælde (Fig. 154, Pl, 17). Paa Axen 1 afsættes 
2» —— OS, paa Axen 2: I, = OT; en vinkelret i δ paa Axen 

skærer Kraftlinien OK i B, og Stykket SB — a afsættes ud 
d en vinkelret paa Axen 2 i T, altsaa TC = a; OC er da 
-Axen. Thi: 


1 . 
(αψ -- τν ι6φ = —cot TOC -- — 1, 


itsaa: tgp.tgy m— — 7. 

Naar man paa den Maade har fundet u-Axen, konstruerer 
nan Størrelsen I' i (5 a) ved at afsætte TA = Ι og nedfælde 
len vinkelrette ΑΝ paa u-Axen; da er I' -- ΤΝ. Rigtigheden 
leraf indses ved Sammenligning med Fig. 153. — Da Kraft- 
inie og π-Αχο ere konjugerede Diametre i Inertiellipsen, kunne 
le ombyttes, hvilket ogsaa fremgaar af Konstruktionerne i 
Fig. 152 og 153; det samme gælder derfor i Fig. 154, saa man 
san ligesaa godt begynde med at oprejse en vinkelret paa OT 
: T og afsætte det her af Kraftlinien afskaarne Stykke paa en 
vinkelret paa OS i 5. Man maa kun erindre at trække disse 
vinkelrette ud fra S og T i samme Omløbsretning. 

Exempel, I Fig. 155, Pl. 17, er undersøgt et Ζ-Ρτοβ!, 
dannet af en Kropplade, 800. 105... og af to Vinkeljærn, 
120.80.10m=, Ved Deling i Rektangler findes for Axerne 
αορ y: 

I, = 8900", 1, — 1320m Ζει —= 2410954. 


Paa y-Axen er fra Tyngdepunktet O afsat: 








”) Miilller-Breslau: Die graphische Statik der Baukonstruktionen, Bd. I, 
Leipzig 1887, S. 59. 
Α. Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære. 20 
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OR = I, RY = I,, RT = Ζι, 
efter Maalestokken 195" —> 2000m", og Hjælpecirklen er tegnet. 
Man skal nu finde største Fiberpaavirkning fra et Moment 
paa 2800 kg. m., virkende i Kraftlinien ΟΚ. Den neutrale Are 
er ON; man maaler: 
ΤΝ = I” — 44405", 
og Afstanden e ud til de yderste Fibre bliver 1955" (Profilet er 
tegnet op i Maalestokken 1:5). Fiberpaavirkningen er altsaa 
ifølge (5 a), idet N = 0: 
ERR 280000 . 13 
FSR 4440 
Hvis ON var Kraftlinien, vilde den neutrale Axe blive Ok, 
og man vilde have I' = ΤΚ — 140095”, ο == 6,5", idet & 
yderste Fibre nu vilde findes ved B. Hvis største Spænding 
ikke maatte overskride 820 kg./cm.”, kunde der da kun taals 
et Moment paa 


— 820 kg./cm.2. 


5 — — 176600 kg. cm. 

Hvis endelig den neutrale Axe drejede sig fra OK hen 
mod T, vilde de stærkest paavirkede Fibre snart findes på 
Rundingen ved C. Man ser, at det ved et Z-Profil er temmelig 
vanskeligt paa Forhaand at afgøre, hvor de stærkest paavirkede 
Fibre findes. — For alle Normalprofiler ere Hovedaxernes 
Stilling og Hovedinertimomenterne beregnede en Gang for alle”), 
saa for dem kan man altid anvende Konstruktionen i Fig. 14. 


3) Det bemærkes, at de i »Hiitte« angivne Inertimomenter for Normal 
profilerne ere beregnede uden Hensyn til Afrundingerne; dette spiller i 
Almindelighed ingen væsentlig Rolle, men for Z-Jærnene kan det, som 
Meyerhof (Z. d. V. d. I. 1891, S. 695) har paavist, føre til betydelig 
Fejl (Meyerhof angiver indtil 44 ο Fejl i de beregnede Spændinger- 
Der anføres derfor de af Meyerhof bereguede, forbedrede Hovedinert 
momenter samt fgø (cp er Vinklen mellem Z-Jærnets Krop og Axen? 




















Profil-Nr. | I; | 1: | (αφ Profil-Nr. Σι 1. | top 
| | | | [ως 
6 | 67,2 7,6 | 0,779 | 14 767,6 | 56,4 | 03% 
8 | 142,2 148 | 0,588 | 16 1183,5 | 79,6 [αμ 
10 | 269,8 24,5 | 0,493 | 18 1759,5 | 110,1 | 039 
12 | 469,4 | 2508,4 | 146,8 | 0,313 

Ἱ I 


37,9 | 0,433 | — 20 
| | 


i 
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De i Fig. 152 og 154 angivne Konstruktioner og de dertil 
hørende Beregninger kunne kun bruges til at undersøge, hvor 
store Spændingerne i et forelagt Profil blive, Hvis Opgaven 
derimod er en Dimensionsbestemmelse, er der ikke andet at 
gøre end at prøve sig frem, — altsaa vælge et Profil efter 
bedste Skøn, og hvis Spændingen bliver for stor, gøre Bereg- 
ningen om. En mere direkte Løsning af Opgaver, der gaa ud paa 
Dimensionsbestemmelse, kan faas ved Hjælp af Kærnen eller 
W-Fladen, som vi skulle se i næste Paragraf, men der er rigtig- 
nok kun vundet noget herved, hvis Kærne eller W-Flade fore- 
ligge tegnede for de Profiler, der kan være Tale om at benytte. 
For de tyske Normalprofiler er dette i det mindste endnu ikke 
Tilfældet, saa foreløbig er man henvist til at prøve sig frem, 

Den her udviklede Beregning gælder selvfølgelig kun under 
Forudsætning af Hooke's Lov. Selv om man imidlertid har 
med et Materiale, f. Ex. Støbejærn, at gøre, der ikke følger 
denne Lov, regner man i Almindelighed alligevel, som om den 
gjaldt, og korrigerer saa blot Resultatet ved en Erfarings- 
koefficient. For Støbejærn have vi saaledes i & 53 set, at man 
regner den tilladelige Paavirkning til Bøjning, 74, betydelig 
større end til direkte Træk, τι. Naar vi nu her have baade 
en Normalkraft og et bøjende Moment, kunne vi derfor ikke 
direkte addere de fra hver af disse hidrørende Spændinger, 


men vi maa (med Betegnelsen , — α) sætte: 
t 
Ν , Me 
ek Skæg dk GA 75 Ἔ Τ 
Ν 1 Me 
eller væ ESTERE 


Hvis Normalkraften er et Træk, maa man altid bruge 
disse Formler; er N et Tryk, maa man ogsaa undersøge største 
Trykspænding. 


& 60. Kærne, W-Flade. Naar Nullinien skærer Tyvær- 
snittet, have Fibrene paa dens to Sider Spændinger med mod- 
sat Fortegn; paa den Side, hvor Kraftangrebspunktet ligger, 
have Spændingerne samme Fortegn som Normalkraften Ν. 
Da Angrebspunkt og Nullinie svare til hinanden som Pol og 

22" 
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Antipolar, vil man indse følgende: naar Angrebspunktet ligger 
uendelig fjernt, gaar Nullinien gennem Tyngdepunktet (ren 
Bøjning); efterhaanden som Angrebspunktet rykker nærmere, 
flytter Nullinien længere og længere bort, og naar Angrebs- 
punktet falder i Tyngdepunktet, ligger Nullinien uendelig fjernt 
(ren Strækning eller Sammentrykning). 

Naar Nullinien ligger helt udenfor Tværsnittet, ville 
Spændingerne i alle Punkter have samme Fortegn, og dette 
vil endnu netop være Tilfældet, naar Nullinien tangerer Tvær- 
snittet. Lader man Nullinien rulle paa Tværsnittets Omkreds, 
vil Angrebspunktet beskrive en lukket Kurve; det af denne 
indesluttede Areal kaldes Tværsnittets Kærne. Saa længe 
Angrebspunktet befinder sig indenfor Kærneomridset, ville 
Spændingerne i alle Fibre have samme Fortegn. 

Bestemmelsen af Kærnen for et givet Tværsnit udføres 
ifølge den givne Definition ved at konstruere Angrebspunkterne 
svarende til en Række Tangenter til Tværsnittets Kontur som 
Nullinier; ingen af de anvendte Tangenter maa skære Tvær- 
snittet, hvilket maa erindres, naar Konturen har en Form som 
i Fig. 156, Pl. 17. Ifølge bekendte Sætninger om Pol og Polar 
kan man ogsaa lade Angrebspunktet gennemløbe Tværsnittets 
Omkreds og bestemme de tilsvarende Nullinier, som da ville 
indhylle Kærnen. 

For et af rette Linier begrænset Profil faas Kærnen ved 
at bestemme Angrebspunktet for hver Side i Omkredsen som 
Nullinie — hvorved indadgaaende Vinkler springes over — og 
forbinde de saaledes fundne Punkter ved rette Linier; thi naar 
Nullinien drejer sig fra Stillingen AB til BC (Fig. 157, Pl. 17), 
vil Angrebspunktet gennemløbe den til B svarende Nullinie & 
(Antipolar). Eller man kan bestemme de til Omkredsens 
Vinkelspidser Α, B... som Angrebspunkter svarende ἈΝι]- 
linier a, b... 

Angaaende Konstruktionen af Kærneomridset er der nu 
intet principielt nyt at tilføje, efterat vi i forrige Paragraf have 
vist Konstruktionen af Nullinien. Ved den praktiske Udførelse 
af Konstruktionen, hvor man i én Figur skal finde en hel 
Række Nullinier eller Angrebspunkter, gaar man bedst frem 
som vist i Fig. 158, Pl. 17, hvor Nullinien aa svarende til 
Angrebspunktet Α er konstrueret. Man begynder Med at kon- 
struere Tværsnittets Hovedaxer ΟΙ og Ο2 og tegner dernæst 
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Hjælpecirklen med Centrum paa 02 og bestemmer T ved 
OT — I. Kraftlinien OA trækkes, og ved Korden ΤΝ 
bestemmes Retningen ON af Nullinien. Man mangler nu kun 
et Punkt af aa, og det bestemmes saaledes: Linien AA" Æ 01 
betragtet som Nullinie har ifølge Sætningerne om Pol og Polar 
sit tilsvarende Angrebspunkt a liggende paa 02, og ifølge 
Ligning (6 α) i forrige Paragraf haves: 


OA'.0a = — il; 


Oa konstrueres ved en retvinklet Trekant, hvori Højden er i,. 
Vi skulle nu undersøge Kærnen for nogle specielle Tvær- 
snitsformer. 
Rektangel (Fig. 159, Pl. 18).  Hovedaxerne ere de to 
Symmetriaxer; Kærnen er en RØRhombe.  Kærneradius Oa 
bestemmes ved: 


8 
0Α.0α -- i? = mede -- trit, 


altsaa Οα = 11, Οαι = τὸ. 


Hvis b er uendelig stor, bliver Kærnen en rektangulær 
Strimmel af Højde i h (vandret Snit i en Mur). 

Cirkel. Da der er Symmetri i alle Retninger, bliver Kærnen 
en Cirkel. Kaldes den forelagte Cirkels Radius r, bliver 


i i? 
Kærneradius = FRED år. 


I-formet Tværsnit (Fig. 160, Pl. 18). Da Kærnen bestemmes 
ved at finde Kraftangrebspunkterne for det omskrevne Rekt- 
angels Sider som Nullinier, bliver Kærnens Form den samme 
som for et Rektangel. Kærneradiens Størrelse er derimod 
naturligvis ikke den samme som for Rektanglet; den bestemmes 
som sædvanligt ved: 


OA. 0a = if. 


Opg. 32. Bestem Kærnen for en Trekant (det bliver en Trekant, lige- 
dannet med den givne). 


Opg. 33. Undersøg Kærnens Form for et Vinkeljærn, εἰ [T- eller Z-Jærn. 


Naar et vilkaarligt Tværsnit (Fig. 161, Pl. 18) er paavirket 
af en excentrisk Normalkraft N med Angrebspunkt K, haves 
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Spændingerne bestemte ved Relationen (5) i forrige Paragraf, 
Specielt ere de største og mindste Spændinger: 





Disse Udtryk kunne skrives simplere ved Anvendelse af 
Kærnen, — uden at det dog dermed er sagt, at det altid vil 
være simplere at anvende denne Omskrivning. Idet Kraftlimien 
og u'-Axen ere konjugerede Diametre i Tyngdepunktets Inerti- 
ellipse, vil en Tangent til Tværsnittets Kontur parallel med 
w-Axen have sin Antipol liggende paa Kraftlinien; altsaa faar! 
man Kærnepunkterne paa OK bestemte som Angrebspunkter 
svarende til de i Fig. 161 punkterede Tangenter (;£ π-λχει 
som Nullinier. Ifølge Ligning (6) i forrige Paragraf haves da 


hvor F betegner Tværsnittets Areal. Naar man indføre 
Betegnelserne 
le I, 


μες REN 


altsaa taler om Modstandsmomenter ogsaa i "skævvinklek 
Koordinater, har man følgelig: 


Wi! =- Κι .Ε, We == k2.F; (%. 


Modstandsmomentet er lig Kærneradius multipliceret med Tvar- 
snitsarealel. 


Ved at benytte dette blive Udtrykkene for Spændingerne: 


er RR ερ, SM røg 
Απ μμ RER 


og paa samme Maade: 





Me' 


σι --- W, , 


(10). 
hvor ΜΗ’ = N (k, + f) og My' = N (ks — f") betegne Momenterné 
med Hensyn til Kærnepunkterne paa Kraftlinien, medens 
N.f = M er Momentet med Hensyn til Tyngdepunktet. — 
Ved (10) har man faaet Spændingerne fra Kombinationen af 
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>orimalkraft og Moment udtrykte paa samme simple Form 
m Spændingen fra en ren Bøjning. Da man, naar Talen 
om en Dimensionsbestemmelse, ikke kender Kærnepunkterne 
at begynde med, har Formlen ikke stor praktisk Betydning 
idtagen i ganske specielle Tilfælde (Buekonstruktioner). 
Større Betydning har den i (9) udtrykte Sætning, navnlig 
r det Tilfælde, at Normalkraften er Nul. I saa Fald er 
ørste og mindste Spænding: 


M 
σι -- + Fk, og == — 7 (11). 


Hvis man skal bestemme Dimensioner af en Bjælke af 
medeligt Jærn, for hvilket den tilladelige Paavirkning til Træk 
g Tryk er den samme, har man kun at sørge for, at, den 
wmerisk største Spænding ikke overskrider det tilladelige, r. 
ζα]άος den mindste Kærneradius i Kraftlinien k(k = Κι kg 
ller k = k; < k)), haves altsaa: 


F.k = —, 
r 

avilken Formel kan anvendes til Dimensionsbestemmelse, hvis 
Kærnen for de Tværsnit, som der kan være Tale om at bruge, 
foreligger tegnet. Naar Kraftliniens Retning er given, kan man 
hurtigt afgøre, om et bestemt Profil-Nummer kan bruges, idet 
man med det for Profilet gældende F beregner det nødvendige 
k og med Passeren undersøger, om k har den nødvendige 
Størrelse. 

Den her omtalte Benyttelse af Kærnen er navnlig fordel- 
agtig, naar man har at gøre med en variabel Kraftlinieretning, 
saaledes som ved Tagaase, der paavirkes til Bøjning af Tag- 
beklædningens Egenvægt og muligvis tillige af Sne- og Vindtryk. 

Exempel. For et Profil, der skal anvendes som Αας i et 
Tagværk, skal man bestemme den gunstigste Stilling +). (Det 
forudsættes altsaa, at man vil anbringe Profilet i denne gunstigste 
Stilling uden Hensyn til Tagfladens givne Heldning). Aasen 
undersøges for Bøjning af følgende Belastninger: 


3) Den meddelte Løsning er tilligemed flere andre angivet af Lang i 
Zeitschr. d. Arch.- u. Ing.-Vereins zu Hannover, 1895, 5. 159. 
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Egenvægt + Snetryk ....... -- P,. 
Egenvægt + Vindtryk ...... — P,, 
Egenvægt + Snetryk + Vindtryk -- Ρ.. 


Hvis største Spændinger i alle tre Tilfælde skulle være 
lige store, maa mindste Kærneradier i de tre Kraftlinieretninger, 
Κι, k2, ks, opfylde Betingelsen: 


KORK 
Κι κ, Κι 


Dette Καπ i Almindelighed ikke opnaas; man maa nøjes 
med at skaffe to af Forholdene, som oftest de to første, lige 
store og sørge for, at det tredie bliver mindre. I Fig. 162a, 
Pl. 18, er O Profilets Tyngdepunkt, Linierne med Skravering 
angive den Del af Kærneomridset, som der er Brug for 
(Formen af Kærnen er sædvanligvis saadan for de almindelig 
anvendte Profiler, Z, T, T-Jærn ο. 1.). Paa et Stykke Kal- 
kerpapir afsættes som i Fig. 162b P,, P, og Β. i de rigtige 
Retninger, og man forskyder Kalkerpapiret med denne Teg- 
ning hen over Fig. 162a, indtil Punkterne P, 1 og 2 falde i 
Kærneradius OA og i de to Kærne-Omridslinier; hvis Punktet 
3 da falder indenfor Kærnen er Opgaven løst. Naar man 
nemlig gennem O trækker Paralleler med ΡΙ, Ρ2 og P3, faar 
man Kærneradierne k, = Οἱ’, Κι = O2', k, = 058’, og ved 
Ligedannethed med Hensyn til Α indses, at 


Hvis Punktet 3 ved den omtalte Forskydning falder uden- 
for Kærnen, maa man prøve at skaffe f. Ex. 


| ει Rk 
ved en ny Forskydning. 
I Stedet for Kærnen er det af Land+) foreslaaet at anvende 


en saakaldt W-Flade, som faas ved udad hver Linie gennem 
Tværsnittets Tyngdepunkt, betragtet som Kraftlinie, at afsætte 


”) Zeitschr. f. Arch.- und Ing.-wesen, 1897, S. 291 ο. f. Optaget i -»Håtte« 
16. Aufi., I, 5. 341—42, 
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let tilsvarende Modstandsmoment. Dette er ifølge (9) ligefrem 
proportionalt med Kærneradius k (lig F. k), saa W-Fladen er 
ligedannet med Kærnen. Hvis denne W-Flade foreligger ind- 
tegnet paa de Profiler, der kan være Tale om at bruge, faar 
man derved en ganske direkte Dimensionsbestemmelse, idet 
man med Passeren kan finde det Profil, for hvilket W har 
den netop nødvendige Størrelse. 


861. Excentrisk Tryk uden Trækmodstand. Idet 
vi i denne &$ altid tænke os, at Normalkraften er et Tryk, 
ville vi for Nemheds Skyld regne Trykspændinger positive. 
Undersøgelserne her angaa kun saadanne Materialer, navnlig 
Murværk, som man slet ikke tør byde Trækspændinger. Vi 
have i & 55 set, at Mørtels Modstandsevne mod Træk kun er 
ringe; for god Cementmørtel kan man dog regne 1—3 kg./cm.? 
som tilladeligt overfor Træk, naar det kun kommer an paa 
Mørtlen selv, men i Murværk sætter Adhæsionen mellem Sten 
og Mørtel en endnu lavere Grænse, saaledes at man ofte selv 
med Cementmørtel ikke tør regne med Træk; for almindelig 
Luftmørtel gælder dette endnu mere. Hvis nu Spændingen i 
en eller anden Fuge, beregnet efter de ovenfor udviklede 
Formler, bliver Træk i den ene Side, og der slet ikke er 
nogen Modstandsevne herimod, vil Følgen blive, at Fugen 
aabner sig, og Kraften virker da ikke mere paa hele Snittet. 
I dette Tilfælde gælde de fundne Formler aabenbart ikke mere. 

Vi begynde med at betragte et Rektangel (Fig. 163, Pl. 18), 
der er paavirket af et excentrisk Tryk N i Punktet K paa en 
Symmetrilinie. Ifølge Formel (1) i $ 59 have vi da, idet Rekt- 
anglets Modstandsmoment er 4 bh?, de største Spændinger: 


N. Nf N (1+ +80); 
σι ΗΤΟ DRV Ἔ (12) 


øverste Fortegn gælder for Fibrene AA, nederste for BB. 
Spændingen i B bliver herefter negativ (d. v. s. Træk), hvis 
f>yh, hvilket stemmer med, at K i saa Fald ligger udenfor 
Kærnen. (12) kan altsaa for de her undersøgte Materialer kun 
bruges, saalænge f< th, eller med andre Ord naar Trykkets 
Angrebspunkt falder indenfor den midterste Trediedel af Rekt- 
anglets Højde. For [248 maa der udledes en ny Formel. 
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Vi forudsætte her som sædvanligt, at Tværsnittet vedbliver 
at være plant, og at Hooke's Lov gælder; Spændingerne ere 
da fremstillede som Ordinater til en ret Linie, men nu er 
den Del af Tværsnittet, der ligger mellem den foreløbig ube- 
kendte neutrale Axe, nn, og BB upaavirket, idet Fugemn tænkes 
at have aabnet sig helt ind til nn, og det er da alene Tryk- 
spændingerne mellem AA og nn, der skulle holde Ligevægt 
mod den ydre Kraft N. Hertil fordres, at Summen af de indre 
Kræfter ødF skal være lig N, og at Momentet af Kræfterne 
odF skal være lig N's Moment, hvilket sidste ogsaa kan ud- 
trykkes saaledes, at N maa gaa gennem Tyngdepunktet for 
den i Fig. 163 skraverede Trekant, der fremstiller Spæn- 
dingerne. Heraf følger, at nn maa ligge i Afstanden 3m fra 
AA, naar πι betegner. K's Afstand fra AA, og endvidere at 


N = 3m.b. σι, 


eller σι =—å == å (13). 


hvorved største Spænding σι er bestemt. 

Ligning (13) fremstiller med πι og σι som variable en Hy- 
perbel med Asymptoten πι -- 0. (12) og (13) give samme 
Spænding for πι = 4 h. Naar Angrebspunktet begynder med 
at ligge i Centrum og efterhaanden vandrer udad, faar man 
følgende sammenhørende Værdier: 


πι τς, åh, Ih, ᾖνὴ, 0. 


Ν Ν Ν «Ν 
UT SE] ET π 


00; 

Naar m er lille, vil altsaa en ubetydelig Variation i An- 
grebspunktets Beliggenhed kunne bevirke en stor Tilvæxt til 
Spændingen; dette er Grunden til, at det ved Dimensionering 
af Murpiller ο. I. ikke altid er tilstrækkeligt at sørge for, at 
σι ikke overskrider den tilladelige Paavirkning, men at man 
ofte desuden forlanger en vis Sikkerhed mod Væltning af 
Muren som et Hele, 

Endvidere er der her igen ligesom i δ 33 en Lejlighed til 
at se, at det kan være ikke blot unyttigt, men endog ligefrem 
skadeligt at forøge Dimensionerne, naar Tilvæxten anbringes 
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γα urette Sted. dg et centralt paavirket Rektangel er Fiber- 
Daavirkningen så ; hvis Angrebspunktet bliver liggende i Af- 


standen ὁ Π [τα Kanten AA (Fig. 163), medens h faar en Til- 
væxt æ (Rektanglets Højde bliver altsaa h + æx, Excentriciteten 
f -- ix), faas efter (12) Fiberpaavirkningen: 


N ( θα sk 
BRF V T πο 

som bliver Maximum for x = | h, altsaa netop i det Øjeblik 
da Excentriciteten er bleven 4 af det nye Rektangels Højde. 
Denne største Værdi af σ bliver: 


Lader man æx voxé yderligere, hører (12) op at gælde, og 
da man saa skal beregne Spændingen efter (13), hvor m er 
konstant, beholder σι den fundne Maximumsstørrelse. 

Ligger Trykkets Angrebspunkt ikke i en Symmetrilinie 
for Rektanglet, eller er det en anden Tværsnitsform, man vil 
behandle, bliver Opgaven at danne en Formel analog med (13) 
mindre let. Vanskeligheden ligger navnlig i, at Nulliniens 
Retning ikke er bekendt, og Følgen heraf er, at man som 
oftest er henvist til at prøve sig frem. Man kan da gaa den 
modsatte Vej, forudsætte Nullinien, eller dog dens Retning, 
bekendt og bestemme det tilsvarende Angrebspunkt; denne 
Opgave, der altid kan løses, er ganske den samme som den 
at bestemme Trykcentret for en i Vand nedsænket plan Flade. 
Hvis det fundne Angrebspunkt falder sammen med det givne, 
er Opgaven løst, ellers maa man gøre et nyt Forsøg. Opgaver 
af denne Art ere behandlede ad Beregningens Vej af Keck, 
Barkhausen ο. a. Her skal kun anføres nogle Resultater for - 
en Cirkel, som man kan faa Brug for ved Undersøgelse af 
cirkulære Bropiller ο. I. Hvis Angrebspunktet ligger indenfor 
Kærnen, haves ligefrem efter Formel (1), δ 59: 


SR πα + DÅ: 9 


hvis Angrebspunktet falder udenfor Kærnen, i Afstanden πι 
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fra Periferien, og man ser bort fra Trækspændinger, angive 
Keck”) følgende Tilnærmelsesformel: 
0,58 ες 16 
om 08 Yårm? (15 
ved hvilken man i Almindelighed finder en noget for stor 
Spænding (højst ca. 9%o for stor). 
For Cirkelring-Tværsnit har Keck beregnet Tabeller. Ved 
Sammenligning med disse finder Hippner++), at man kan bruge 
følgende Tilnærmelsesformler: 


Ν R—k 
Μπα] ( 
kæft 
e — 2R Rk" | 


hvor σι er største Trykspænding, naar der ingen Trækspæn- 
dinger forekommer, e er Afstanden fra de stærkest trykkede 
Fibre til den neutrale Axe, F hele Cirkelringens Areal, R ydre 
Radius, k Kærneradius, f Excentriciteten.  Formlerne ere i 
Virkeligheden dem, der gælde for et Rektangel (13) med 
h = 2R; de stemme godt med Virkeligheden, saalænge e >R, 
ellers ikke, Disse Formler kunne finde Anvendelse ved Be- 
regning af Fabriksskorstene ο. Il. og kunne ogsaa godt anvendes 
for ottekantet ydre Begrænsning. 

I andre Tilfælde anvender man bedst en grafisk Me- 
thode++) (Fig 164, Pl. 18). Tværsnittet og Kraftangrebspunktet 
K er givet, og foreløbig antage vi desuden Nulliniens Retning 
bekendt; man skal da kun finde dens Beliggenhed. 

Tværsnittet tænkes delt i uendelig smalle Strimler dF, 
parallele med Nullinien nn; Spændingen i Afstanden æ fra nn 
kaldes σ. Man har da følgende Ligevægtsbetingelser: 


faar — N og fæ. σας - Nf, 


hvor Integrationen kun skal udstrækkes over den Del af Tvær- 
3). W. Keck: Vortråge iiber Elasticitåtslehre, Hannover 1893, S. 160. 
%%) Zeitschr. fir Arch.- und Ing.-wesen, Wochenausgabe, 1898, S. 297. 


333) Miiller-Breslau: Die graphische Statik der Baukonstruktionen, 1, 1887, 
S. 72 0. f. Konstruktionen er først angivet af Mohr. 
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nittet, der ligger paa samme Side af nn som K. Den tredie 
igevægtsbetingelse — Momentligningen med Hensyn til en 
nden Axe — er opfyldt af sig selv, hvis den antagne Ret- 
ing af Nullinien er rigtig, (sammenlign Ligning (4) i 8 59), og 
ette forudsætte vi foreløbig. Idet Spændingen er proportional 
ned Afstanden fra den neutrale Axe, kan man sætte σ = C.x, 
ivorved Ligevægtsbetingelserne blive: 


cfæar — N og far — Nf. 


De to Integraler betegne det statiske Moment og Inerti- 
momentet af den nyttige Del af Tværsnittet med Hensyn til 
Nullinien, og med Betegnelserne: 


Sæ μας, I = (aar 

faar man da: 
Να i 
o=(x=>=-zogf=—. 
Man tegner nu en Tovpolygon til Arealelementerne dF, 
betragtede som Kræfter, parallele med nn. For at udføre 
dette maa man som sædvanligt inddele i Strimler af endelig 
(og bedst konstant) Bredde; Strimlernes Højder eller en vis 
Brøkdel deraf benyttes som Kraftstørrelser, Poldistancen er h. 
Hvis Nulliniens Beliggenhed var bekendt (nn i Fig. 164), vilde 
man med Figurens Betegnelser have (a er den Konstant, der 
bestemmer Arealmaalestokken, altsaa den konstante Grundlinie 
i de Rektangler, hvis Højder ere benyttede som Kraftstørrelser): 


SÆæa.h.s, I 2a.h.F, 


hvor F' er Arealet mellem Tovpolygonen, Nullinien og den 
forlængede yderste Side, DB. Ved Indførelse heraf i Udtrykket 
f = TI: S faas: 


Ε — 1fs = /N ABC, 


idet C er det Punkt paa Tovpolygonsiden DB, hvori Trykkets 
Angrebspunkt K projiceres ved en Linie parallel med nn. 
Selv om man nu ikke kender Nulliniens Beliggenhed, kan 
man dog udføre alle de beskrevne Konstruktioner, saa snart 
man har valgt dens Retning; Tovpolygonen, Siden DB og 
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Punktet C ere altsaa bekendte, og man kan derfor bestemme 
Punktet A af Nullinien ved at trække en Linie CA saaledes, 
at der dannes en Trekant ABC, hvis Areal er lig Ε, og det 
er det samme, som at de to i Fig. 164 skraverede Arealer 
skulle være lige store. — Linien CA kan saa godt som altid 
strax trækkes nøjagtigt nok paa Øjemaal, men hvis det ikke 
lykkes at faa Arealerne lige store ved første Forsøg, kan man 
gaa frem, som følger: naar CA' er den først trukne Linie, be- 
stemmes Punktet A derved, at 


NCAA! = År. A'AE' — Α.Ε ΟΡ; 
omformes dette nemlig til: 
År. A'AE' — N CAA' = Αγ. E'CD, 


og adderes paa begge Sider ΔΑ ΕΟΕ’, vil Ligningen netop ud- 
trykke, at de skraverede Arealer ere lige store, 

Har man paa denne Maade faaet den neutrale Axe be- 
stemt, findes Spændingerne ved Formlen ovenfor; største 
Spænding bliver: 

να δες Ne 

i 5 ahs” 
hvor 6, a, h og s ere Længder. Vil man fremstille Spæn- 
dingerne grafisk (som Ordinater til en ret Linie, se Fig, 164), 


udføres det lettest ved at bemærke, at x = s giver σ -- ul ; 


a og h kunne vælges, saa deres Produkt bliver et rundt Tal. 

Alt det udviklede forudsætter, at Nulliniens Retning er 
bekendt forud, og det vil ogsaa være saaledes i mange — og 
de hyppigst forekommende — Tilfælde. Naar Angrebspunktet 
ligger paa en Symmetrilinie for Tværsnittet, vil Nullinien være 
vinkelret derpaa;' Exempler herpaa ere Cirklen, et vandret 
Snit i en Mur med Modstandspiller ο. I. For et Rektangel, 
hvor Angrebspunktet ligger paa den ene Diagonal, vil Nu)- 
linien være parallel med den anden Diagonal (skæv Symmetri). 

Kendes Nulliniens Retning ikke forud, maa man prøve 
sig frem, vælge en Retning — f. Ex. omtrent den, der vilde 
være den rigtige, hvis hele Tværsnittet var virksomt, Ligning 
(4), 8 59 — og gennemføre Konstruktionen med den; og til- 
sidst maa man saa ved Hjælp af den tredie Ligevægis- 
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Jetingelse, som ikke blev benyttet ovenfor, undersøge, om den 
valgte Retning er rigtig. For at dette skal være Tilfældet, 
naa Resultanten af Kræfterne ødF gaa gennem K, og det 
andersøges ved at lade Kræfterne ødF = CædF virke i en vil- 
saarlig Retning i Tværsnittets Plan, blot ikke parallelt med 
Nullinien, tegne en Tovpolygon til dem og derved bestemme 
leres Resultant. Som Kraftstørrelser kan man herved benytte 
le Stykker, som den først tegnede Tovpolygons Sider afskære 
paa Linien AB (Fig. 164), da disse Stykker ere proportionale 
med æ.dF. Denne 2den Tovpolygon er ikke tegnet i Fig. 164. 

Man kan dog paa Forhaand sikre sig, at den antagne 
Nullinieretning ikke er ganske umulig. Tegner man nemlig 
en Polygon, der omslutter alle Strimlerne ας Tyngdepunkter, 
altsaa er bestemt ved de yderste af disse, saa vil Angrebs- 
punktet for Resultanten af Spændingerne ødF ligge indenfor 
denne Polygon, selv om nogle af Strimlerne vise sig at blive 
spændingsløse, og K skal derfor ogsaa falde indenfor Polygonen. 

Da Hooke's Lov ifølge $ 54 og 55 egentlig ikke kan siges 
at gælde for et eneste af de Materialer, for hvilke Undersøgelsen 
her har Betydning, skulle vi til Slut, navnlig for at faa et 
Begreb om den begaaede Fejls Størrelse, gennemføre nogle 
Beregninger med den parabolske Arbejdslinie 0 = as — 8 
som Udgangspunkt. 

Tværsnittet er et Rektangel, Trykkets Angrebspunkt ligger 
paa en Symmetrilinie; der bruges de samme Betegnelser som 
i Fig. 163, Pl. 18, kun kaldes her Afstanden fra den neutrale 
Axe til de yderste Fibre e (den er i Fig. 163 lig 3m). Idet 
Formforandringerne ogsaa her antages proportionale med Af- 
standene fra den-neutrale Axe, altsaa & = οἱ, har man: 


o — acy — βαν, 


og Ligevægtsbetingelserne mellem N og de indre Kræfter blive: 
Ν -- foar == acb) ydy — Bed y"dy Ξ- cbe! (Ia — 1Øce), 
N(e — πι) = ψ.σας -- acb) φαν — Be y?dy 


-- cbe (1a — 1Øce). 


δ.-. 
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Ved Elimination af N findes: 


2(1—32) 
m e 
Em, 


jer 
e 


1 a 2m 1 -α 
== μμ ος IOA 





1 -α 
μάνα 


og ved Indsættelse heraf i den første Ligning: 





N ϐβ e 
ry na ο (1 —3C) Ce, 
idet man har sat: 
νο 2m e 
DET; ο -- το μας C (1 — 40), 


e 


Størrelserne Οι og (ὢ ere rene Tal, uafhængige af Material- 
konstanterne α og β, saa der kan beregnes en Tabel som hos 
staaende, en Gang for alle. 














= | & G 
0,333 0,000 0,000 
0,334 0,004 0,018 
0,335 0,0098 0,042 
0,336 0,0156 0,067 
0,337 0,0212 0,090 
0,338 0,0269 0,111 
0,339 0,0323 0,132" 
0,340 0,0378 0,151 
0,341 0,0431 0,170 
0,342 0,0486 0,188 
0,343 0,0535 0,204 





Naar man da kender Trykket N og dets Angrebspunkt 
(πι) samt Materialkonstanterne α og β, kan Størrelsen τς £ 
beregnes og ved at opsøge denne Værdi i Tabellens sidste 
Kolonne bestemmes den tilsvarende Værdi af i og Cy; der 


næst kan største Trykspænding beregnes af: 


1 αἳ 1 
max 0 -- ace — Øc'e! -- 5 Cy — (e nr Ge). 


8 
F. Ex. for den af Fåppl undersøgte Granit haves (se & 52) - 
2 
. — 105.46, β = 108.4,5, altsaa F — 470. For et vandret 


nit i en Mur antages: 
N -- 120%, b= 1", m = 045. 


Med Enhederne kg og cm findes da må > É =0,064, hvor- 


il ifølge Tabellen svarer ” — 0,3359, e — 19115: τς 
. e m 


— 0,00037, πιαχ.σ — 0,00037 . 470 . 113,86 = 19,8 kg./cm.2, 
Efter Formel (13) ovenfor — under Forudsætning af Hooke's 
Lov — findes max. o -- 20 kg./cm.2. 

Paa samme Maade findes med N og b uforandrede: 

{ος πι -- 80 ο. 13,33 om. 

med parabolsk Arbejdslinie, max. 0 — 10.2 58,4, 

efter (13) max. 60 -- 10.0, 60,0. 

Afvigelserne mellem de her fundne Resultater og' de af 
(13) følgende ere altsaa højst ubetydelige, hvilket ogsaa er 
meget naturligt, da Arbejdslinien for Tryk er en meget flad 
Parabel. Man kan følgelig altid regne med de ved Hooke's 
Lov udledede Resultater. 


Opg. 34. Undersøg Fiberpaavirkningen (baade under Forudsætning af 
Trækspændinger og uden saadanne) i det nederste, Cirkelring-formede Tvær- 
snit af en 30m. høj Skorsten med indvendig Diameter 0,88. foroven, 
1,46m forneden og med Murtykkelse 0,15'. foroven, 0,42m. forneden. Skor- 
stenen indeholder ialt 38 Cbm. Murværk (af Vægtfylde 1,9). Vindtrykket er 
150 kg./m.2; der regnes med ξ af Diametralsnittets Areal som Vindflade. 
Benyt først Tilnærmelsesformlerne, og undersøg dernæst Resultatets Nøjagtig- 
hed ved den grafiske Konstruktion. 


& 62. Monierkonstruktioner, paavirkede af Mo- 
ment og Normalkraft. Ligesom i δ 56 tænke vi her kun 
paa Anvendelse af ét Jærnnet. Hvis man vilde regne med en 
kontinuerlig krum Arbejdslinie for Betonen, vilde man, som 
man let overbeviser sig om, ikke kunne bestemme de 
resulterende Spændinger ved at addere de fra Momentet for 
sig og fra Normalkraften for sig hidrørende. Naar man deri- 

Α, Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære, 23 
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mod anvender den i $ 56 angivne Tilnærmelsesmethode, altsa2 
lader Arbejdslinien bestaa at to rette Linier, kan dette lade 
sig gøre, saaledes som vist i Fig. 165, Pl. 18; den punkterede 
Linie med Ordinaterne s og { fremstiller de fra Momentet Y 
alene hidrørende Spændinger, Ordinaterne mellem den punk- 
terede og den fuldt optrukne Linie de fra Normalkraften Y 
(pr. 1%. Bredde) alene hidrørende. Idet δι betegner Tilvæsten 
til Trykspændingen s, t£, og Γι Formindskelserne af Trækspær- 
dingerne { og r i Beton og Jærn, og idet der forøvrigt i det 
følgende bruges de samme Betegnelser som i & 56, har man 


N = 8$1.h — (δι — t;) (h — αἲ — ας — ib) + Ε.γι. 


I Stedet herfor kan man imidlertid altid nøjagtigt nok 


sætte 
N -- ει. (17 | 


antages f. Ex. s = 20, s; -- 10, hvilke Værdier ofte vilk 


passe, og endvidere (smlgn. & 56): | 


α -- Ih, ἃ---ᾱ- --ᾱν --- μι —2) = 0,3h, 


bs Fr ἀπ 
8 Ει 


E 4 
t -- Er =— 0,28s,, 
findes: N = 09ὔ5.5ι.Π. 


Hvis F = 0 (for Hvælvinger kan man antage 0,014 >F 
> 0), findes med de samme Værdier af æ... som ovenfor: 


Ν -- 0,878,.h. 
Hvis h< a+ % + ib, skal naturligvis 246ἱ Led i det 


nøjagtige Udtryk for N ikke medtages, og man faar da, hvs 
F æ 0,01h, τι = δδι: 


N = 11088... 


Ligningen N = δι. giver derfor en meget god Tilnær 
melse. Naar δι er beregnet herved, findes ἐι og Γι af: 


t = 0,288,, 1, — 881. (18. 
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Betontykkelsen h bestemmes saaledes, αἱ 5 + δι -- 30 kg./ 
απ... Hvorledes man bærer sig ad hermed, skulle vi senere 
comme tilbage til. 

Jærntværsnittet skal bestemmes paa lignende Maade som 

& 56 for Bjælker; man ser altsaa bort fra Trækspændinger 
Betonen — tænker sig en Revne, der naar helt op til den 
leutrale Axe — og sørger for, at Forholdet mellem den totale 
Trykspænding i Betonen og den totale Trækspænding i Jærnet 


»liver lig Forholdet mellem Brudbelastningerne (2) Naar 
Spændingerne, efterat Revnen paa Træksiden er indtraadt, be- 
:egnes ved mærkede Bogstaver, skal man altsaa have: 


ο 


Γ΄ --- τι" πι 


heri er γι’ = ὃ5ι og ifølge Ligning (13) i 6 56: 





r -- 88. hær =a; 
æ 
hvorved: 
æ' = Em Ud 
(8 + m) (1 +) 


Naar dette Udtryk endelig sættes lig den ved Ligning (14) 
i & 56 bestemte Værdi af x', faas: 


re mar gg EL 
mune G i: η μα. + i, 





αι φ-- στ τε. {9 
i 1 1 
[mm + 8)+ (m + δλδ τα ας 3) 
Sætter man ligesom i $ 56 πι -- ca. 14,3, findes: 
g= sg θα). 





στο, 

ας +41. 
80(1+15%)(1+% 
Heri indgaa Spændingerne αι’ og s' fra N og M, efterat 
23% 
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Revnen paa Træksiden er indtraadt. s' findes ved (17) i 
8 56, SS af: 


N -- sy (α΄ + 45)4 Ε. η’ -- sæ (1 + ..) + 8 Ρον, 08) 


hvor ὃ' -- τα betegner en Størrelse ganske analog med > 
i Fig. 165. Ned den første Gennemregning maa man skønne 


Forholdet -Ἱ- —; man kan antage 


δι δι 
og man maa naturligvis helst benytte den laveste Værdi for 
ikke at finde φ for lille. 

Til Dimensionsbestemmelsen har man nu Ligningerne (11. 
(18), (19a) og (20) samt fra & 56 Ligning (10b) med tilhørende 
Tabel, (13), (14) og (17); disse Ligninger fra δ 56 gentages her 


(105) i 856: M = st(S +82 (1 — n — a))), 


(13) i 856: r — 8y TT τα 


(14) i 856: 4. — 8ph (V1 + gr —1), 
(17) i 8 56: M = Ίσα + Fr' (h — æ' — a). 

Beregningens Gennemførelse vil lettest forstaas af εἰ 
Exempel. Der er givet: N = 100 kg., M = 450 kg. cm., begge 


pr. 153" Bredde; Tværsnittet skal bestemmes. 


For at faa et foreløbigt Begreb om Dimensionerne benytte 
vi (10d) i & 56, s = Se, og have da: 


πο. ren ο 0 


hvoraf h = ca. 1203 5 -- ca. 19, 5ι --- ca. 8, i =— 0,42. 


357 8 62, 


Naar vi i (19a) sætte = == 1,3. % -- 0,55 oga = lå, 


um DE — 0,125, findes φ — ØR -- 0,0039, F = 0,0468. 
Vi vælge herefter som Jærnindlæg 83”. Rundjærn i 1021: 
Afstand, hvorved F = 0,05, p = 0,0042, og kunne saa skride 
il den nøjagtigere Gennemregning. 
Vi begynde med at finde s af (105) i 5 56; idet s omtrent 
κ lig 20 og p -- 0,0042, [πας af den til (105) hørende Tabel 
ved Interpolation: n = 0,472, 5 = 0,141, hvorefter (105) giver: 


450 = s.122(0,141 + 0,012), s = 20,5. 


Af (17) findes nøjagtigt: ss -- WWW — 8,4, altsaa er s—+ δι 
-- 28,9 kg./cm.?; Betontykkelsen 19 m. kan følgelig fastslaas, 
— For dernæst at undersøge, om Jærnindlæget er tilstrække- 
ligt, maa vi beregne s' og δι. Af (14) i 5 56 findes: 


== 04 (V1+ τζαι —1) = 25m 





hvorefter (17) i δ 56 giver: 


450 = 2085’ + 0,05. 25,2.8.s' = 12165, 
s' —= 37, r"' = 932. 


Endelig giver (20): 
100 — 2,58) (1 LI: LL) 4 0,48,' 5 


hvoraf man ved at prøve sig frem finder σι’ = 26. 

Nu har man --- ον Ξ 0,7, medens der ovenfor reg- 
nedes 0,55; (19a) maa derfor nu give et mindre φ end før, 
saa man kan bruge de valgte Jærndimensioner. Der er neppe 


nogen Grund til at prøve, om man kan nøjes med mindre, 
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I. Paavirkning ved Normalspændinger alene under 
Hensyn til Nedbøjningerne. 


& 63. Ideale Søjler. Har man en Søjle, d. v. s. ét 
prismatisk Legeme, hvis Længde er betydelig i Forhold til 
Tværsnitsdimensionerne, og som paavirkes til Tryk i sin 
Længderetning, saa ville de tidligere udviklede Formler for 
direkte Sammentrykning ikke være tilstrækkelige til Dima 
sioneringen, idet der nemlig optræder et nyt Moment, Tilbøje 
lighed til Udbøjning til Siden. Det indses let, at en saadan 
Bøjning, hvis den indtræder, kan blive langt farligere end 
Sammentrykningen. Vi ville foreløbig betragte en ideal Søjk: 
af en saadan kræves, at Axen er fuldstændig retlinet, at Tryi- 
ket virker fuldkommen centralt og i Axens Retning, og 3 
dens Materiale er fuldkommen homogent. Endvidere ville vi 
forudsætte Søjlen simpelt understøttet i begge Ender; Ende 
punkterne ere da bundne til at blive i den rette Linie, der 
forbinder dem, men Tangenterne til Axen i disse Punkter 
kunne dreje sig frit. 

Idet den sammentrykkende Kraft er P, Søjlens Tværsnits 
areal F, har man, naar ingen Bøjning indtræder, Spændingen 
re Ρ 

ο 

Antager man imidlertid, at Søjlen af en eller anden Grund 
bøjer sig noget ud til Siden (Fig. 166, Pl. 18), vil der i hvert 
Punkt virke et bøjende Moment Py og en central Normal 
kraft P; største Moment findes ved Midten, hvor Nedbøjningen 
er Ymax. — f, og største Spænding her bliver: 


τη το β- ως. 


hvor e betegner Afstanden ud til de yderste Fibre, i Inert- 
radius, k Kærneradius. For at kunne anvende denne Ligning 
maa man kende f; det er derfor nødvendigt først at bestemme 
Nedbøjningslinien. 

Formforandringen hidrører dels fra Normalkraften (en τεῦ 
Forkortelse), dels fra Bøjningen; den førstes Indflydelse påå 
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Irdinaterne y er imidlertid saa ringe, at vi kunne se bort 
lerfra. I saa Fald er den elastiske Linies Differentialligning: 


dy δν. 

de "TED 
let negative Fortegn hidrører fra, at Konkaviteten, hyis y er 

positiv, vender mod de negative y'er. 
Denne homogene og lineære Differentialligning af 2den 
Orden integreres ved Substitutionen y == εὖ», hvorved findes 


PP 
og efter Omskrivning til trigonometriske Funktioner bliver den 
primitive Ligning: 


ορ [en 
y = Csin VÉ,.x+ Deos VE . 


Konstanterne C og D skulle bestemmes ved, at x = 0 giver 
y =— 0, hvorved D -- 0, og ved at x — I ligeledes . giver 
y — 0 (der er herved set bort fra Længdeforskellen mellem 
Bue og Korde); dette giver: 


. VP 
οσα µ]. 1-0, 


som tilfredsstilles ved C = 0, hvorved den elastiske Linies 
Ligning bliver | -- 0; den ideale Søjle kan altsaa holde sig 
ubøjet for en hvilken som helst Kraft. Hermed er der imid- 
lertid ikke sagt noget om, at der ikke kan existere nogen Lige- 
vægtsstilling i bøjet Tilstand, hvis en Bøjning muligvis paa 
Grund af en eller anden ydre Paavirkning er indtraadt; selv 
om Søjlen kan blive ved at holde sig retlinet, er det derfor 
ikke givet, at den af sig selv vil gaa tilbage til den retlinede 
Stilling, hvis den en Gang er ført noget bort fra den. Vi maa 
derfor undersøge, om P ikke kan have en saadan Værdi, at 
den kan forhindre Søjlen i at rette sig åd igen, naar en Bøj- 
ning er indtraadt. 


[PP 
I Udtrykket K = Csin γ ος lade vi P νοχε jævnt fra 


Nul; hvis vi forudsætte C forskellig fra Nul, altsaa Søjlen 
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bøjet ud, Καπ K ikke blive Nul for mindre Værdier af Ρ end 


πΕΙ 


Ρε -- FLE 





der kan altsaa, naar P< Pr, ikke være Ligevægt paa anden 
Maade, end ved αἱ 6 -- 0, d. v. s. naar P< P, vil Søjlen df 
sig selv rette sig ud. Hvis derimod P = Ρε, vil Betingelsen 
K — 0 være opfyldt, og den elastiske Linies Ligning bliver: 


y= Csinx - 


Ligningen indeholder endnu den arbitrære Konstant (, 


og man ser, at C angiver Størrelsen af Bøjningspilen pa 


Midten; man kommer herved til det mærkelige Resultat, at 


der kan være Ligevægt i en hvilken som helst Stilling, for en | 


hvilken som helst Bøjningspil, naar P = Py. Man maa nu vel 
erindre, at hele den foregaaende Udvikling kun gælder, saa 
længe Proportionalitetsgrænsen ikke er overskredet, saa man 
kun direkte kan slutte, at: P = Pr kan holde Ligevægt mod 
en hvilken som helst Nedbøjning indenfor Proportionalitets- 
grænsen; naar P =— Pr, maa man altsaa være forberedt paa 
Muligheden af en Nedbøjning, hvorved i alt Fald Proportio- 
nalitetsgrænsen naas. Hvis denne overskrides, er E kun kon- 
stant for en uendelig lille Spændingstilvæxt, men i et bestemt 
Øjeblik (for en bestemt Nedbøjning) kan den Værdi af P, der 
kan holde Søjlen i Ligevægt i bøjet Stilling, beregnes af samme 
Udtryk som ovenfor, naar man blot indfører den øjeblikkelige 
Værdi af E. Da E imidlertid udenfor Proportionalitetsgrænsen 
stadig aftager, vil Kraftens Grænseværdi her ogsaa aftage, 
hvoraf følger, at den ovenfor bestemte Værdi Ρε kan paavirke 
Søjlen lige til Brud. Pr maa altsaa i alle Tilfælde betragtes 
som en højere Grænse for Søjlens Bæreevne, 

Foruden den nu bestemte Grænseværdi Px gives der andre; 


[PP 
Udtrykket 6 sin Vi, .1 bliver nemlig Nul for alle Værdierne 


nx ΕΙ 


SER: 
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hvor n betegner οἱ vilkaarligt helt Τα]. Den elastiske Linies 
Ligning bliver herved: 


na 


y = Csin 7 


sæ; 

der fremstiller en Sinusoide med n Bugter. Imidlertid kan 
man ikke gaa ud fra, at Søjlen skal kunne modstaa en større 
Kraft end Ρε, hvis der ikke foreligger nogen ydre Anledning 
til, at Punkterne x -- = 1, 2 .…. af Søjlens Midtlinie blive 
liggende paa y-Axen, og da vi her kun have forudsat en 
simpel Understøtning ved hver Ende, men ingen Mellemunder- 
støtninger, maa vi blive staaende ved-Grænseværdien Pr. 

De nu fundne Resultater for den ideale Søjle kunne 
sammenfattes saaledes: saalænge P< Pr, er der stabil Lige- 
vægt i den retlinede Stilling; naar P — Ῥν, er der ligegyldig 
Ligevægt med enhver Udbøjning, og naar P> Ρε, er der ustadig 
Ligevægt i den retlinede Stilling, og en tilfældig opstaaet Ned- 
bøjning vil vedblive at voxe, indtil Brud indtræder. 

Formlen for Grænseværdien Pr er allerede angivet i Aaret 
1757 af Euler og benævnes almindeligt efter ham. Skønt den 
saaledes er en af de ældste af alle vore Formler i Elasticitets- 
læren, er der næppe nogen anden, der har været Genstand 
for saa megen Tvivl og Modsigelse i Tidens Løb, og det er 
egentlig først i den sidste halve Snes Aar, at den navnlig ved 
Bauschingers og Tetmajers Experimenter, som vi nedenfor 
skulle omtale nærmere, er kommen rigtig til Ære og Værdig- 
hed. Grunden til den ringe Tiltro, den tidligere har nydt, er 
dels den rent. praktiske, at Formlen ikke giver nogen som 
helst Oplysning om, hvilken Fiberpaavirkning Materialet er 
udsat for, og man var nu en Gang vant til at bedømme en 
Konstruktions Sikkerhed efter Spændingens Størrelse; dels 
syntes det heller ikke bekræftet af Erfaringen, at der for 
P = Ρε virkelig var ligegyldig Ligevægt, som ovenfor udviklet, 
og selve dette Resultat er ganske vist saa mærkeligt, at Tvivl 
om Rigtigheden er naturlig nok. En direkte Eftervisning af 
den ligegyldige Ligevægts Existens ved Forsøg vilde naturlig- 
vis være meget vanskelig, fordi det næsten er umuligt at 
komme til at experimentere med en fuldtud »ideal« Søjle, og 
hertil kommer saa den uheldige Omstændighed, at Formlen 
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ikke er slet saa ideal som den Søjle, for hvilken den skal 
gælde. Ved Udledelsen ovenfor have vi gjort Brug af for- 
skellige Tilnærmelser, og Formlen selv kan saa selvfølgelig 
ogsaa kun blive en Tilnærmelse; nu, men ogsaa først nu i de 
sidste Aar, er det ved Forsøg bleven paavist, at den virkelig 
er en ligesaa god Tilnærmelse som de fleste af vore andre 
Formler, der ogsaa ere bundne til forskellige indskrænkende 
Forudsætninger. Men man har ikke altid erindret de ved Ud- 
ledelsen indførte Tilnærmelser og den deraf betingede Gyldig- 
hedsgrænse for Formlen, og man er derved kommen til at 
bedømme den forkert. 

De Tilnærmelser, vi ovenfor have tilladt os, ere følgende 

1) Der er set bort fra Forkortelsen, der hidrører fra den 
direkte Sammentrykning; dette er mindre væsentligt. 

?) Der er gjort alle de samme Forudsætninger som ved 
Behandlingen af Bøjning i $ 24 ο. f. (opregnede i &$ 35), og | 
den vigtigste af dem er, at Nedbøjningerne ere betragtede som 
saa smaa Størrelser, at man har kunnet sætte ρ =— νο. 

3) Ved Konstantbestemmelsen ere Buelængde og Korde- 
længde regnede lige store, 

Af disse Forudsætninger følger tydeligt nok, at Eulers | 
Formel kun kan gælde, saa længe Nedbøjningerne ere smaa, 
men hvis dette er Tilfældet, og navnlig hvis Buelængde 0$ 
Korde kunne sættes lige store, er Resultatet angaaende den 
ligegyldige Ligevægt ogsaa let forstaaeligt.  Nedbøjningen af 
en Bjælke er nemlig, som bekendt, proportional med Moment: 
fladens Moment, og da Momentet her er lig P.y, falder 
Momentkurven og den elastiske Linie sammen. De forskellige 


elastiske Linier have ifølge Ligningen y = Csin > . æ propor- 


tionale Ordinater, og hvis Nedbøjningerne alle blive multipli- 
cerede med kf, ville ogsaa Momenterne Py og Momentffladens 
Moment blive multiplicerede med k; var der Ligevægt før, vil 
der da ogsaa være det i den nye Stilling. Vi have ogsaa i 
7, Slutningen, set, at naar Belastningskurven er en Sinusoide, 
falder den tilsvarende Tovpolygon sammen med Belastnings- 

kurven; herved er ganske det samme udtrykt. 
Vi ville nu vise, hvorledes Beregningen kan gennemføres 
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iden alle disse Tilnærmelser. Den nøjagtige Differentialligning 
for Søjlens elastiske Linie er: 

EI ry de 

Fa == — Py Ξ- Eg 
idet φ betegner Tangentvinklen i det vilkaarlige Punkt ία. y). 
Ved Differentiation heraf og Indførelse af den kortere Betegnelse 
ke: ος faas: 
ET da? i 


αφ 


dy = —sinp = αἲ το 


d: 
og ved Multiplikation med 24φ og Integration: 


2cosp -- αἳ (2) + C. 


I Punktet Α (Fig. 167, Pl. 18) er p = go og endvidere 
y — 0, altsaa ifølge den oprindelige Differentialligning: 


Sen GERE 0, hvorved C bestemmes; man faar: 
ϱ ds 
2 
2 (cos p— cos po) = da? (2). (a). 
5 
« j dy P y 
og ved igen at indføre lg Αριάνα. 


y? = 2a? (cos p — 605 mp»), 





y -- V2. aycos p — cos φυ. (0). 
Største Nedbøjning f svarer til p = 0 og er derfor: 


f = V2.aV1—cosp, -- 2asin 4 99. (c). 

Heri er φυ endnu ubekendt; den skal bestemmes derved, 

at Længden af Buen AB (Fig. 167) skal være lig Søjlens op- 

rindelige Længde / — Forkortelsen pad paa Grund af den 
direkte Sammentrykning. Vi indføre Betegnelsen: 


ΡΙ 
EF" 


1 = I— 
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Til Bestemmelse af Buelængden haves Differentialligningen 
(a), der giver: 
ὃς να. ZR TER 
Υ2 Vcos pp — cos po 
idet der er sat negativt Fortegn, fordi (Fig. 167) p aftager med 
voxende s. Dette fører til: 


αν η a dg aa ρα. 
ἂν ap V2 Veosp—cospo Υ2 ϱο γεοδφ —cosp 








Integralet her er det samme elliptiske Integral, som man 
f. Ex. træffer paa ved Undersøgelsen af det mathematiske Pendul: | 
det behandles sædvanligvis ved en Omskrivning og Række | 
udvikling %), hvorved man omsider finder: 


1 -- π αι + ( ο) sine δν + (1-—3Y sine RE 


For at faa et simplere Udtryk at regne videre med ville 


vi for sin 3. indføre Rækkeudviklingen 


mp pm PP ., 
sin 5 πμ) 
naar 446 og højere Potenser af φυ bortkastes — Tilnærmelsen 
er altsaa langt nøjagtigere end tidligere — faas: 
2 
hk = πα (1 Er), pi -- 16 (.-- 1), (d). 
hvorved φο er udtrykt ved de givne Størrelser. Vi kunne nu 
finde en Relation mellem Bøjningspilen f paa Midten 06 
Kraften P ved at kombinere Ligningerne (d) og (c); cospi 
(c) erstattes først med sin Rækkeudvikling, hvorved 44ε og 
højere Potenser af φυ ligeledes bortkastes. Der findes da: 


f= αγΣ VI —cospn = aV2 VI 1 — bd) -- αφ | 


Γ--4 VE α--αἳ -- 4 i EN SET ry 


+) Se f. Ex.: Jul. Petersen: Dynamik, Kbhvn. 1887. 5. 38, eller H. 6. 
Zeuthen: Forelæsninger over Bevægelseslære, Kbhvn. 1896, S. 36. 





For Ρ -- i er f = 0, og for mindre Værdier af P er 
1 

f imaginær; dette stemmer altsaa med Udviklingen ovenfor, hvor- 
ved fandtes, at der ingen Bøjning indtræder for P << Pr; her 
>r blot £, traadt i Stedet for /. Derimod er der ikke ligegyldig 
Ligevægt for P = Ρε; Nedbøjningen er i dette Øjeblik endnu 
Nul. For P> Py svarer der endelig ifølge (ο) til hver Værdi af P 
en bestemt Værdi af f, og altsaa ifølge Formlen σ --- Se + au 
en bestemt Fiberpaavirkning. Imidlertid voxer σ i den Grad 
hurtigt med P, at der kun skal en højst ubetydelig Overskridelse 
af Ρε til for at frembringe Brud, og heri ligger Grunden til, at 
det maa betegnes som en tilstrækkelig god Tilnærmelse at 
betragte Pr som en Grænseværdi for Søjlens Bæreevne. 

Tages f. Ex. en massiv, cirkulær Smedejærnssøjle med 
Diameter 5", F =— 19,635”, I = 30,68", / — 20093: saa er: 


3,1416? . 2000000 . 30,68 





Ρε 70000 — 15140 kg. 
1, bliver lig 199,92, saa det indses, at man meget godt kan 
sætte I -- I, hvilket gøres ved den følgende Beregning efter 
Formel (ε). 
Vi sætte nu P -- Pz+- 5 kg. = 15145 kg. og finde hermed: 
ΕΙ 5 πε] 1 ΕΙ πε ig 
p — 90å1,5021, —- VÆ — 4052,1627, 
altsaa: f = 4.V0,6606 = 3,24m, 


Fiberpaavirkningen bliver: 


σ-- Se År ην =— 770 + 4000 == 4770 kg./cm.2. 

Naturligvis gælde Formlerne kun til Proportionalitets- 
grænsen, saa den fundne Værdi af σ er ikke rigtig, undtagen 
maaske hvis Materialet er meget haardt Staal. Men Exemplet 
taler tydeligt nok: for P = Ρε er Søjlen retlinet og σ = 770, 
men ved en Tilvæxt af kun 5 kg. til Kraften bøjer Søjlen sig 
stærkt ud til Siden, og hvis vi forudsætte almindeligt blødt 
Staal, bliver Proportionalitetsgrænsen langt overskredet og 
maaske endog Brudgrænsen naaet. 
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Ved den gennemførte nøjagtigere Undersøgelse 3) er der 
kun brugt følgende Tilnærmelser: der er set bort fra For 
skydningsspændingerne, som dog kun blive højst ubetydelig, 
og 44ε og højere Potenser af Tangentvinklen ere bortkastede; 
og Resultatet er, at Eulers Formel i alt væsentligt er rigtig, 
kun ikke med Hensyn til den ligegyldige Ligevægt for P — Ρε 

Efter det nu viste kan Bæreevnen — d. v. 5. Brudbelast 
ningen; der tales her ikke om den tilladelige Belastning — 
for en ideal Søjle bestemmes ved Eulers Formel: 


2 
P<Pr— FH (21, 


samt ved: P == 0,F, (22). 





hvor 6, betegner Brudbelastningen for direkte Tryk, enten 
man nu derved vil forstaa Flydegrænsen eller en noget højere 
Værdi. Ved Søjler er der forøvrigt, naar vi et Øjeblik tænke 
paa virkelige (ikke ideale) Søjler, særlig Grund til at betragte 
Flydegrænsen som Brudgrænse; thi man kan gaa ud fra, åt 
Materialet ikke er saa homogent. at Flydegrænsen naas i samme 
Øjeblik for alle Punkter af Tværsnittet; og naar Flydegrænsen 
overskrides først for nogle enkelte Fibre, vil den stærke Form- 
forandring her bevirke, at Søjlen strax bøjer sig ud og giver 
efter. — De to Formler (21) og (22) maa anvendes samtidig; 
ved (21) sikrer man sig, at der ikke finder nogen Bøjning Sted, 
ved (22), at Materialet ikke knuses. 


”) Denne Undersøgelse er allerede gennemført af Lagrange i 1770—73 f. 
Todhunter: Α history of elasticity etc. from Galilei to the present time, 
1893) og findes i de fleste lidt mere omfattende Lærebøger, navnlig ! 
de noget ældre (Clebsch: Theorie der Elasticitåt fester Kårper, Leipzig 
1862, Grashof: Festigkeitslehre, Berlin, 1866, Bresse: Cours de mécaniqut 
appliquée, Paris, 1859—60, Flamant: Résistance des matériaux, Paris 
1886, ο. fl.). Udviklingen er i Tidens Løb bleven simplificeret betyde 
ligt (ved Fremstillingen her er navnlig benyttet en Artikkel af Collignor 
i Ann, des ponts et chaussées, 1889, I, S. 98 og Flamanf's ovennævnte 
Værk), men at Resultaterne endnu langt fra ere gaaede over i den 
almindelige Bevidsthed ses bedst af de ikke faa i den Retning pegende 
theoretiske Betragtninger, der fremkomme i Tidsskrifterne (f. Ex fra de 
senere Aar af R. Bredt i Zeitschr. des Vereins deutscher Ing., 18%, 
Zschetzsche, ibid, 1895); for nylig er den nøjagtigere Beregning også 
fremkommen i amerikanske Tidsskrifter, og som det synes, som & 
ganske original Opfindelse (Wm. Cain i Trans. Α. δ. C. E. 1891, 5. 4%, 
Henry δ. Prichard i Eng. News, May 6, 1897). 
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Naar man skriver (21) saaledes: 
οκ- Ἔ-- 0) (21 α). 


hvor i er mindste Inertiradius for Søjlens Tværsnit, har man 
til Bestemmelse af Bæreevnen, at Fiberpaavirkningen i Søjlen 
hverken maa overskride σε eller ση. Størrelsen af og er af- 


hængig af i, i Fig. 168, Pl. 18, er vist en grafisk Fremstilling 
af den ideale Søjles Bæreevne, idet Spændingerne ere afsatte 
som Ordinater, Er som ÅAbscisser, hvorved den fuldt optrukne 


Linie ABCD er fremkommen. Paa Stykket AB er det den 
direkte Sammentrykning, der er farligst, paa Stykket BD er 
derimod σε bestemmende. BCD er en hyperbolsk Kurve med 
begge Axer som Asymptoter; den nærmer sig stærkest til 


-L--Axen. Kurven BCD gælder, som ovenfor bemærket, kun 


indenfor Proportionalitetsgrænsen 6,; Stykket BC skulde derfor 
egentlig erstattes med en anden Kurve. 


5 64. Praktiske Søjler. En Søjle i praktisk Forstand 
har ikke de hidtil forudsatte Egenskaber. Det er i Alminde- 
lighed temmelig umuligt at sørge for, at Kraften virker ganske 
centralt og parallelt med Axen, og at Axen er fuldstændig 
retlinet, men selv om man ved overordentlig Omhyggelighed 
har opnaaet dette, vil Materialet saa godt som aldrig være 
fuldstændig homogent 3). ' 

De forskellige opregnede Mangler føre til de samme Slut- 
ningsresultater, saa man kan nøjes med nærmere at undersøge 
Følgerne af en enkelt af dem og dog betragte en saadan Under- 
søgelse som almengyldig for en praktisk Søjle. Hvis saaledes 
de forskellige Elementer af en Søjles Tværsnit have forskellig, 
Elasticitetskoefficient og Forkortelsen dog er lige stor i alle 
Punkter, saa vil den Kraft, der optages af de forskellige Ele- 
menter, ifølge Ligningen: σ-- E£, hvor & er konstant, ikke 


5) Sammenlign Angivelserne for Jærn i $ 43 angaaende de forskellige 
elastiske Egenskabers Variation. 
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være den samme, og Resultanten af alle de indre Kræfter 
kommer derfor ikke til at virke i Tyngdepunktet; Mangel paa 
Homogenitet og excentrisk Paavirkning ere altsaa ensbetydende. 
og paa samme Maade gaar det med en oprindelig Ikke-Ret- 
linethed. 

Vi betragte en praktisk Søjle med en oprindelig Nedbøj- 
ning [ο og antage, at den under Paavirkning af Kraften P faar 
en elastisk Nedbøjning f (Fig. 169a, Pl. 18); ligesom i forrige 
6 forudsættes Søjlen foreløbig simpelt understøttet i begge 
Ender. Den elastiske Nedbøjning er proportional med Mo- 
mentfladens Moment, men nu falde Nedbøjningslinie (den εἰα- | 
stiske) og Momentkurve ikke mere sammen saaledes som ved 
den ideale Søjle; de elastiske Nedbøjninger maales mellem 
Kurverne AEB og ΑΡΗ, Momenterne ere lig Ordinaterne 
mellem Axen ACB og Kurven ADB, multiplicerede med P. 
Naar det Moment af Momenffladen (for P —= 1), der giver os 
Nedbøjningen paa Midten, kaldes M,, haves for den praktiske 
Søjle: 


f=C.P.M. 


Denne Søjle sammenlignes nu med en ideal Søjle (Fig. 
169b), der har antaget den samme totale Nedbøjning f+f» 
og som altsaa maa være paavirket af Kraften Ρε for at være 
i Ligevægt. Momentfladen er ganske den samme som for den 
praktiske Søjle, men hele Nedbøjningen er her elastisk, og vi 
have derfor: 


ff C.P. My. 


Af denne Ligning og den tilsvarende ovenfor udledes: 


P σ 
ως το κ (rear (9) 
å P P 
idet F=&%& RÅ Ξ-- 0g. 


Herved er det vigtige Resultat udtrykt, at for en praktisk 
Søjle svarer der til enhver Værdi af Kraften P en bestemt ela- 
stisk Nedbøjning f. Ligning (22) er rigtignok kun udledet under 
Forudsætning af en oprindelig Nedbøjning [ο men ifølge Be 
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nærkningerne ovenfor kunne vi betragte Resultatet som almen- 
ryldigt for praktiske Søjler og skrive derfor hellere 
P σ 
Επ ερ Ude 
1νος C nu betegner en af de forskellige Mangler ved Søjlen 
ifhængig Konstant. Afsættes Kraften P eller Spændingen σ 
jom Abscisse, den tilsvarende Nedbøjning som Ordinat, faas 
følge (22a) en Hyperbel med Asymptoten P — Pz. Da C kun 
idtrykker de uundgaaelige Afvigelser fra det ideale, kan man 
zaa ud fra, at den i alt Fald er en nogenlunde lille Størrelse, 
>g f begynder da først at νοχο stærkt, naar P nærmer sig til 
Pr; Ρε angiver altsaa ogsaa her den farlige Grænseværdi for 
Kraften. 

Et Bevis for Rigtigheden af Ligningerne (22) og (22a) har 
bl. a. Γδρρί3) leveret ved en Række Forsøg med Vinkeljærn 
med smaa oprindelige Nedbøjninger (1—3r=). Der maaltes 
de til forskellige Værdier af Kraften svarende Størrelser af 
f, og der fandtes i det hele god Overensstemmelse med Form- 
lerne ovenfor. En af Maalingerne er fremstillet i Fig. 192, 
Pl. 21; Vinkeljærnet her havde Dimensionerne 80.80. 101. 
[ες 3em., I] = 2019405". Ρε = ΙΤ: Brudbelastning (stærk Ud- 
bøjning til Siden) 15,715. 


Opg. 35. Find ved Beregning de elastiske Nedbøjninger y af en Søjle, 


der har en oprindelig Krumning y' = f, sin πρ naar den er simpelt under- 
støttet i begge Ender og paavirket af en central Kraft P. 


(22 a). 


Naar man nu ved (22a) kender den &il hver Værdi af 
Kraften P svarende største Nedbøjning f, kan man beregne 
den totale største Fiberpaavirkning. Søjlens Bæreevne er fuldt 
udnyttet, naar største Spænding har naaet Brudgrænsen oz, 
der, som ovenfor udviklet, her maa betragtes som faldende 
sammen med Flydegrænsen, hvis en saadan findes. Formlen 
til Beregning af Spændingen gælder naturligvis egentlig kun op 
til Proportionalitetsgrænsen, men Fejlen ved at anvende den 
op til Flydegrænsen σε vil ikke blive særlig stor, da det jo 
først er udenfor denne Grænse, at Formforandringerne begynde 
at voxe meget stærkt; for sprøde Materialer findes ingen Flyde- 


”) Mittheilungen aus dem mech.-techn. Laboratorium, Minchen, Heft 25. 
A. Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære. 24 
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grænse, σ; betyder da Brudgrænsen, men Arbejdslinien for 
saadanne Materialer krummer i det hele mindre, saa Fejlen 
ved Anvendelse af Formlen bliver heller ikke her særlig stor. 
En praktisk Søjles Bæreevne er derfor tilnærmelsesvis givet 
ved Ligningen: 


Ρ , Pfe σε σ 
αμ ποτ πμνθες--ᾱ 
ο σ ως 
-- σ(ι--ο- -σς--ο) (23 


Claæxton Fidler ”), efter hvem ovenstaaende Udvikling for 
praktiske Søjler nærmest er taget, viser, at Størrelsen C. ᾗ 


- for alle almindelig anvendte Tværsnitsformer nøjagtigt nok 
kan sættes lig 0,4 (rent Tal). Ved Indsættelse heraf og Op 
løsning med Hensyn til σ faas: 


ο. σε + pr V(o£ + ση)” — 2.4σμσς 


9Η, 
12 Å 


der angiver den Belastning pr. Arealenhed (σ -- P:F), man 
kan byde Søjlen til direkte Tryk, naar den resulterende største 
Fiberpaavirkning ikke skal overskride ση (Flydegrænsen. 


må 
εκ. afsættes 
(3) 

σ som Ordinat, 3 som Abscisse, fremstiller (24) en Kurve 


som den i Fig. 168, Pl. 18, punkterede. For kd = 0 og 


<a =— ο tangerer Cl. Fidlers Kurve den for den ideale Søjle, 


3 l ον, ὦ : 
σ varierer med Fk der nemlig indgaar i σε -- 


; ; 5, 
men for mellemliggende Værdier af SE ligger den lavere; ved 


Valget af Konstanten C τ i (23) lig 0,4 tilstræber C/. Fidler 


at faa Kurven til at ligge saa lavt, at den danner en lavere 


%) A praclical trealise on bridge-construction, London 1893, 5. 161 ο. f. 
Fåppl (Festigkeitslehre, Leipzig, 1897, S. 346 ο. f.) har en ganske lignende 
Udvikling, dog indføres Proportionalitetsgrænsen σρ i Stedet for gg. 
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rænse for Bæreevnen, ligesom Kurven før den ideale Søjle 
anner en højere Grænse; imellem disse to burde da alle 
'orsøgsresultater gruppere sig. 

I (23) og (24) er der kun taget Hensyn til Trykspæn- 
ingerne, men for et Materiale som Støbejærn, hvor Brud- 
rænsen for Træk er langt lavere end for Tryk, maa man ogsaa 
ikré sig, at Trækspændingen ikke overskrider Brudgrænsen. 
λα vi dog ikke ville benytte (24) til virkelige Beregninger, 
aen hertil bruge de empiriske Formler nedenfor, gøres der 
un i Forbigaaende opmærksom paa dette Forhold. 

Ved foranstaaende Betragtninger er der givet et Begreb 
um, hvorledes man maa forklare sig en praktisk Søjles Virke- 
naade, og man forstaar, at Bæreevnen nødvendigvis maa vise 
ig at være noget mindre end for den ideale Søjle paa Grund 
f de uundgaaelige Unøjagtigheder. En hvilken som helst 
”ormel, der opstilles for praktiske Søjler, maa derfor indeholde 
m eller flere Konstanter, der skulle være et Udtryk for 
jtørrelsen af Afvigelsen fra det ideale, og som maa bestemmes 
red Sammenligning med Forsøgsresultater; Ligning (24) inde- 
older saaledes Konstanten C. Den korrekte Fremgangsmaade 
vilde derfor være af de foreliggende Experimenter at udlede 
le bedste Værdier af disse Konstanter og saa ved forefaldende 
Beregninger at benytte (24) eller andre paa lignende Maade ud- 
edede, theoretisk begrundede Formler. Alle saadanne lide 
imidlertid af den for Anvendelserne ubehagelige Mangel at 
være altfor komplicerede, hvorfor man for længe siden er 
kommen ind paa at benytte rent empiriske Formler. 

En Overgang til disse danner Rankine's Formel =): 


έως RD (25). 


hvor Betydningen af σ og og, I og i er den samme som oven- 
for, medens & er en Konstant. Formlen er oprindelig opstillet 
paa Grundlag af lignende theoretiske Betragtninger, som oven- 
for førte til (24), men da Udledelsen aldeles ikke kan gøre 
Fordring paa at kaldes exact, gør man bedst i at betragte 


5) Kaldes i Tyskland almindeligt den Schwartz-Rankine'ske, da den skal 
være opstillet samtidigt af disse to. Den (eller en i høj Grad lignende 
Formel) benævnes ogsaa undertiden Gordons Formel. 


247 
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den som empirisk; for at faa den til at passe bedre med 
Forsøgsresultaterne har man ofte behandlet ση som en Konstant, 
der ligesom α skulde bestemmes ved Forsøgene. Formlen har 
i lang Tid spillet en stor Rolle, men synes nu, som vi neden- 
for skulle se, helst at maatte forlades. 

Inden vi kunne komme ind paa de anstillede Forsøg. 
skulle vi endnu se paa de forskellige mulige Understøtning 
maader. De sædvanlig betragtede Tilfælde ere viste | 
Fig. 170—72, Pl. 19. I Fig. 170 er Søjlen indspændt i den 
ene Ende (d. v. 5. Tangenten her kan ikke dreje sig), fuld- 
stændig fri i den anden; i Fig. 171 er den indspændt i begge 
Ender, og i Fig. 172 er den indspændt i den ene Ende, simpel! 
understøttet i den anden (Tangenten her kan frit dreje sig. 
men Endepunktet er bundet til at blive i den oprindelige Axe. 
Alle disse Tilfælde behandles ved at føre dem tilbage til den 
i begge Ender simpelt understøttede Søjle. Søjlerne bøje sig 
i alle Tilfælde efter Sinusoider, og de ville aabenbart forholde 
sig ganske som simpelt understøttede Søjler, hvis frie Længde 
er lig Afstanden mellem Sinusoidernes Vendepunkter; disse 
Afstande ere angivne i Figurerne. Man benytter derfor de 
samme Formler som for simpelt understøttede Søjler, idet 
man blot indfører den for hver Understøtningsmaade gældende 
»frie Længde«. F. Ex. bliver den Eulerske Grænseværdi for 
Belastningen: 

i Fig. 170, 1 Fig. 171, i Fig. 172, 
π᾿ΕΙ π ΕΙ π'ΕΙ 
αμ) πμ πρ 

Opg. 56. Find Ligningen for den elastiske Linie for en ideal Søjle som 
i Fig. 171 og Fig. 172. 

Man gaar frem som i 8 63; Differentialligningerne blive 
for Fig. 171: Er 2 = —(M, + Py), for Fig. 172: Er Tut = —Py+S8r, 
idet M, og S betegne et foreløbig ubekendt Kraftpar og en foreløbig ubekendt 
Kraft, der virke i de øverste Understøtningspunkter i Figurerne, og som 
bestemmes ved de fra Understøtningernes Beskaffenhed hentede Betingelser. 


Ρ, -- 


Vi have her stadig tænkt os Kraften virkende i den ene 
Ende af Søjlen; forskellige andre Tilfælde kunne ΓΟΓΕΚΟΠΙΠΙΘ, 3) 


3) Jasinski (Ann. ᾱ. ponts et chaussées, 1894, II, 5. 233) har undersøgt en 
Del forskellige Paavirkningsmaader. 
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— Kraften ensformig fordelt over Søjlens Længde o.l. — men 
la de kun have Betydning for specielle Undersøgelser af Bro- 
lragere, skulle vi ikke opholde os derved her. 

De anførte Understøtningsmaader forekomme sjældent 
;anske nøjagtigt i Praxis. Den frie Drejelighed kan man 
rærme sig til ved at anvende et Kugleled eller en cylindrisk 
Zharnierbolt, men der vil altid optræde en betydelig Friktion, 
som virker til Gunst for Søjlen; en fuldstændig Indspænding 
orekommer naturligvis heller ikke, men man nærmer sig der- 
il ved at anvende en stiv, nittet Forbindelse. Et i Praxis 
lyppigt forekommende Tilfælde er, at Søjlen med plane Ende- 
lader støtter mod faste Plader; i Begyndelsen, saalænge der 
kke foregaar nogen væsentlig Bøjning, virker denne Under- 
;tøtning som en Indspænding, men man er ikke sikker paa, 
at dette bliver ved at gælde; ved en noget stærkere Udbøjning 
san der let finde en Drejning Sted, saaledes at Trykket nu 
>verføres ude ved Kanten, og Søjlens Bæreevne er da langt 
mindre end før. 

De første omfattende Forsøg med Søjler ere anstillede af 
Hodgkinson (1840). Han anvendte plane Endeflader eller af- 
rundede Ender og udtrykte Resultaterne ved empiriske Formler 
af Formen 


hvor d er Diametren eller (Kvadrat-) Siden i Tværsnittet. 
Formlen gjaldt kun for / > låd for afrundede Ender, { > 30d 
for plane Endeflader. πι nærmede sig i Almindelighed til 4, 
n til 2, saa Forsøgene i det hele og store viste Rigtigheden af 
Eulers Formel, naar Længden var stor i Forhold til Diametren. 

Efter Hodgkinson genoptoges Forsøgene egentlig først om 
ved 1880, men siden den Tid er der ogsaa udført adskillige. 
Bauschinger 3) anvendte først koniske Staalspidser til Over- 
førelse af Trykket og nærmede sig herved stærkt til at realisere 
en »simpel Understøtning«; desuden experimenterede han og- 
saa med plane Endeflader; Materialet var Svejsjærn.  Resul- 
taterne af hans Forsøg ere i Hovedtrækkene følgende: for 
spidse Ender leverer Eulers Formel rigtige Værdier af Brud- 





3) Mittheilungen, Heft 15. 
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belastningen, naar blot Spændingen σ(-- P: F) ikke overskrider 
en vis Værdi, maaske Proportionalitetsgrænsen.  Rankine's 
Formel passer derimod mindre godt; af 22 Forsøg beregnes 
de heldigste Værdier af Konstanterne i (25) til: 


og -- 2270 kg./cm2, α = 0,000058. 


For plane Endeflader passer Eulers Formel derimod ikke 
videre godt, Rankine's noget bedre; Konstanterne i den sidste 
beregnes af 12 Forsøg til: 


σε =— 3100 kg./cm.?, α = 0,000029. 


Considére%) overførte Trykket ved Hjælp af to paa hinanden 
vinkelrette Knivsegge og prøvede sig frem, indtil det kom til 
at virke ganske centralt, saa hans Forsøg nærme sig vel mest 
af alle til at opfylde de theoretiske Forudsætninger, man gør 
ved Beregningen af ideale Søjler. Han fandt derfor ogsaa, af 
Bruddet indtraadte for en Belastning, der kun var lidt stør 
end den, der frembragte den første kendelige Udbøjning, og i 
det hele vise hans Resultater fuldstændig Overensstemmels 
med Eulers Formel, naar Spændingen ikke naar op til Propor- 
tionalitetsgrænsen. Forøvrigt experimenterede Considére med 
saa forskelligartet Materiale (Svejsjærn og Staal af højst for 
skellig Haardhed og i højst forskellig Tilstand — udglødet 
eller ikke udglødet), at man ikke kan uddrage særlig paalidelige 
Regler for Praxis af hans Resultater. 

I Nordamerika er der udført en hel Del Forsøg,””) ar 
gaaende hvilke vi ligeledes skulle indskrænke os til enkelte 
Hovedresultater. Der er i Almindelighed experimenteret enten 
med plane Endeflader eller med Understøtning paa en cylindrisk 
Bolt, og det angives gerne paa Grundlag af disse Forsøg. 
at man kan regne den »frie Længde« til: 


for plane Endeflader . . . 0,62 1, 
-  Bolteforbindelser ... 0,78 1. 





3) Se Rapport XXIX de la commission des méthodes d'essai, T. Ill, elle 
Ann. d. ponts et chaussées, 1894, 11, S. 291. 

++ For smedeligt Jærn: Bouscaren, Trans. Α. S. C. E. Dec. 1880, Clarke, 
Reeves ο. fl., Trans. A. S. C. E. Jan. 1882, Christie, Trans. Α. 5. C.E 
April og Maj, 1884. Marshal, Trans. Α. S. C. E Aug. 1887, Strobel, 
refereret i Zeitschr. d. Ver, deutsch. Ing. 1888, S.1121. For Støbejærn 
Report of tests at Watertown Arsenal 1887 og 88, Eng. News, 188 
Nr. 2 og 3, ο. fl. 
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Af Forsøgene er der udledet en Mængde empiriske Formler, 
som sædvanligvis have faaet Formen: 


o—or—B 4, (26) 


hvor ση og Ø ere Konstanter; Betydningen af ση er ana- 
log med Betydningen af samme Bogstav i (24) og (25). 
Ligningen (26) er den simpleste Form, man overhovedet kan 
bruge; σ er grafisk fremstillet ved Ordinaterne til en ret Linie. 
Naar man sammenligner med Formen af den Cl. Fidler'ske 
Kurve i Fig. 168, Pl. 18, vil det være klart, at (26) kun kan 


levere rigtige Resultater for Værdier af { , der ligge indenfor 


nogenlunde snævre Grænser. Derved forklares det, at der er 
angivet en Mængde forskellige Værdier af Konstanterne. Nu 
er det jo ovenfor nævnt, at Eulers Kurve stemmer godt med 


Erfaringen for store Værdier af ; og det er da ogsaa kun 


for de mindre Værdier heraf, som ere de i Praxis hyppigst 
forekommende, at (26) skal bruges. Men det maa da anses 
for det naturligste, at der findes en kontinuerlig Overgang 


mellem Euler-Kurven for de større Værdier af : og den an- 


vendte empiriske Formel for de lavere Værdier; Naturen gør 
sjældent pludselige Spring. Derfor har Τ. Η. Johnson fore- 
slaaet, at man kun skulde anvende saadanne Former af (26),΄ 
hvorved der bestemmes Tangenter til Euler-Kurven. Og af 
samme Grund, men tillige for at opnaa større Nøjagtighed, 
har ο. B. Johnson”) foreslaaet følgende empiriske Formel: 


σ-- σε--γ.(1}, (27). 


hvor y er en Konstant, der bestemmes saaledes, at den 
ved Ligningen fremstillede Parabel tangerer Euler - Kurven 


πΕ 
ον ()) ; herved faas: y -- er (27 a) 
ῃ τε 





”) J. B. Johnson: Modern framed structures, New-York, 1894, S. 148. 
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og Røringspunktet: 


ΥΕ 


ῥτὴ, 
1 σε 





Vi skulle om et Øjeblik se, at (27) virkelig passer over- 


maade godt med Forsøgsresultaterne, i alt Fald for smedelig | 
Jærn, og Anvendelsen af denne Form medfører den Fordel. | 
at Røringspunktet med Euler-Kurven, altsaa Gyldighedsgrænsen | 


for (27), svarer til saa stor en Værdi af 4 , at man meget 


sjældent faar Anvendelse for mere end denne ene Formel 
Endvidere besidder (27) det Fortrin, at der kun forekommer 
den ene Konstant ση, og den vil for smedeligt Jærn aldrig af 
vige synderligt fra Flydegrænsen. 


Endelig komme vi til 7Tetmajers") Forsøg, de mest om- | 


fattende, der ere anstillede. Vi begynde med dem, der angaa 
Svejsjærn og blødt Staal. Søjlerne dannedes af enkelte Vinkel, 
ÅL-, Γ- eller T-Jærn eller af to eller fire sammennittede Pro- 
filer eller endelig af Rundjærn; ved nogle enkelte af de korteste 
anvendtes plane Endeflader, men i de allerfleste Tilfælde over- 
førtes Trykket gennem koniske Staalspidser, saa Søjlerne vare 


simpelt understøttede. Forholdet i varierede mellem ca. % 


og ca. 250, enkelte Gange op til 350. Materialet karakteriseres 
ved følgende Gennemsnitsegenskaber (fundne ved Trækforsøg), 
alle i kg./cm.?: 








E | Proportionali- | 
| tetsgrænse | 


σσ sted. | Max. | Min, | Med. Max. | Min, T Med. | Max 

Svejsjærn 1980000 "1600 1970 1310 | 2450 | 2930 |1770 3640 | 4140 | 3240 

Blødt Staal] | 2150000 "2100 | 2640 || 1730 2800 | 3490 | 2370 || 4220 | 4690’ 3860 
| | | | h | 


I 
Flydegrænse | Brudgrænse 
I 











De vigtigste Resultater ere: »for 15 112 (for Svejsjærn) 





”) Mittheilungen, Heft 4 og 8. Alle Resultaterne af de egentlige Søjlefor- 
søg findes i Heft 8. 
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ller så > 105 (for Staal) passer Eulers Formel godt; for mindre 


Værdier af 4 Καπ bruges følgende empiriske Formler af Formen 
96): for Svejsjærn: 


o = 3030 — 12,9. : Κβ./ οπι.". 
'or blødt Staal (Brudgrænse < 4000 Κά./ επι"): 
σ =— 3100—11,4. { kg./cm2 | 
for haardere Staal (Brudgrænse > 4000 kg./cm.2): 
o -- 3210—11,6. 1 kg./cm.? 


Rankine's Formel passer slet ikke«%); hvis man endelig vil 
bruge denne Formel, kan man dog for τς 120 regne: 


for Svejsjærn: 





sæ … 2790 re ΚΡ./ οπι.", 
1 + 0000060 (9 
for blødt Staal: 
ο-- SE Κρ./ οπι.". 
1 —+ 0,000069 () 


»Svækkelsen af Tværsnittet ved Nittehullerne har, naar 
Hullerne ere godt udfyldte, ingen kendelig Indflydelse paa Bære- 
evnen, saalænge Tværsnitsformindskelsen ikke udgør mere end 
ca. 19 9%/9.« 

Til disse Resultater skal nu gøres et Par Bemærkninger, 
idet vi gaa ud fra den grafiske Fremstilling i Fig. 173, Pl. 19, 
hvor alle 7etmajers Forsøg med Staal ere afsatte; Fremstil- 


+) Dette Resultat er ganske vist rigtigt, som vi skulle se ved Hjælp af en 
grafisk Fremstilling (Fig 173, Pl. 19), men ved en mindre logisk Bevis- 
førelse overdrives Uoverensstemmelsen i høj Grad. De anførte Konstanter 
i Rankines Formel findes i Tefmajer's Mitth., Heft 4, men Formlen er 
ganske banlyst i Heft 8. 
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lingen for Svejsjærn ligner ganske den i Fig. 173. Ved alle 
Forsøgene paa 7 nær vare Søjlerne simpelt understøttede; de 
7 med plane Endeflader ere specielt mærkede i Figuren ved 


Dobbeltcirkler ; : er for dem alle syv < 30. De sorte Prikker 


betegne »Gruppetyngdepunkter«; det er ved dem, man bedst 
ser, om Resultaterne stemme med Formlerne. 
I Figuren er indlagt Euler-Kurven 


9,87 . 2150000 
-- πε 
(i) 


og man ser, at den passer udmærket, i alt Fald naar z > ca. 120. 
Endvidere er der indlagt Tetmajers rette Linie: 

os = 3100—11,4 <$ 
den skærer Euler-Kurven i Punktet ; - 1066, σ - 1% 


kg.'cm.%, hvilken Værdi snarest ligger lidt under Proportionali- 
tetsgrænsen. Den passer meget godt undtagen i Nærheden af 
Skæringspunktet med Euler-Kurven, hvor de sorte Prikker, 
der betegne Middelværdierne, afgjort ligge lavere. — Dernæst 
er der indlagt en Rankine-Kurve med de ovenfor angivne Vær- 
dier af Konstanterne for Staal; man ser, at den passer nogen- 


lunde, skønt ikke særlig godt, op til : Ξ- ca. 120, men for 


større Værdier af : ligger den absolut for højt. Man maa nu 
erindre, at medens det med f. Ex. Tetmajers rette Linie kun 
er Meningen, at den skal bruges for ὧκ« ca. 105, saa skulde 


Rankine-Kurven kunne bruges i alle Tilfælde; men man over- 
beviser sig let om, at det er umuligt at faa den til at passe 
ordentligt =). 


3) Fastholdes f. Ex. Værdien 2970 af Konstanten σᾳ, og bestemmes α sa3- 


ῃ 
ledes, at Rankine- og Euler-Kurverne skære hinanden for τς 200, fin- 


des α = 0,00011: men den herved bestemte Rankine-Kurve ligger hele 
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Endelig er der i Fig. 173 indlagt en Johnson-Parabel 
af Formen (27). Man faar ved den en meget smuk Bekræf- 
telse paa, at der virkelig bør være en tangentiel Overgang 
mellem Euler-Kurven og den empiriske Kurve, man benytter 


i; 5 [i i 
for mindre Værdier af Fa Bestemmer man nemlig ved de 


mindste Kvadraters Methode de to Konstanter σι og y i Pa- 
rablens Ligning (27), idet man benytter alle 7etmajers Resul- 


tater med 3 < 120 undtagen de 7 med plane Endeflader, som 
ikke direkte kunne sammenlignes med de andre, 7) finder man: 
og -- 2783, y = 0,0911, 


og naar man dernæst efter (27a) bestemmer y saaledes, at 
Parablen med det fundne ση tangerer Euler-Kurven, findes: 


y = 0,0912. 


Johnson-Parablen med de nævnte Værdier af Konstanterne 
passer betydelig bedre med Forsøgene end Tetmajers egen 
rette Linie, hvilket baade ses i Fig. 173 og endnu tydeligere 
ved at sammenligne det beregnede σ med det observerede for 
alle de enkelte Forsøg. Tangeringspunktet mellem Parablen 


og Euler-Kurven findes or — 123. 


Resultatet af disse Undersøgelser er altsaa, at det bedste Ud- 
tryk for simpelt understøttede Staal-Søjlers Brudbelastning leveres af: 





1 1 
Tiden for lavt; for τΈ 50 haves 0 = 2300, for τΞ 100, σ = 14150. 


Bestemmes derimod Konstanterne saaledes, at Kurven gaar gennem 





l 1 
Punkterne τε 80, 0 = 2180 og i= 173, 0 = 700 (to af de sorte 
Prikker i Fig. 173), findes gg = 5140, α-- 0,000212; men Kurven passer 


1 
saa slet ikke udenfor Intervallet 7 = 80—173 og kun daarligt inden- 


for det. 

”) A priori ved man ikke noget om, hvorledes Resultaterne for disse 7 
skulle sammenlignes med de andre. Tetmajer indfører for dem uden 
videre den »frie Længde« lig 1 og finder saa bagefter en Bekræftelse 
paa Rigtigheden heraf deri, at hans rette Linie passer lige saa godt for 
dem som for de andre Forsøg. Denne Konklusion er dog ikke særli= 
overbevisende. 
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2 
Johnson-Parablen: σ --- 2783 — 0,0912 ( for 1 < 123, 
2 
Euler-Kurven: σ-- = E for i > 123. 


11: i 
(i) 
For Svejsjærns-Søjler findes ganske det samme Resultat. 


Konstanterne i Johnson-Parablen ere her, naar de bestemmes 
efter de mindste Kvadraters Methode: 


ση = 2579, y = 0,0867, 
medens Betingelsen for Tangering med Euler-Kurven er (med 
ση η 2579): 
y = 0,0844. 
Røringspunktet findes for 3 — 124, omtrent samme Værdi 


som for Staal. For Svejsjærn kan man derfor benytte: 


2 
Johnson-Parablen: σ = 2579 — 0,0844 (9 for ας 124, 
3 
Euler-Kurven: σ-- BE for > 124. 


Med Støbejærns-Søjler har Tetmajer gjort ikke mindre end 
296 Forsøg. Tværsnittet var enten kvadratisk, 3.3", eller 
Cirkelring-formet med indvendig Diameter 10, 12 eller 15%, 


Godstykkelse 0,8 — 1,251". Længden op til 4,0"; > varierede 


mellem 8 og 200, for runde, hule Søjler dog kun op til 110. 
Kvaliteten af det anvendte Materiale karakteriseres ved følgende 
Værdier af Brudgrænsen for Træk og Tryk (B, og Βι) og for 
Bøjning af Stænger med Tværsnit 3%-,3%m. (B;); Tallene ere 
kg./cm.: og Middeltal af 4 — 6 Forsøg: 





| ο Ἡ 
B, | B, | By 
1780 8090 2600 
1770 8390 2700 
1770 | 8220 2540 
1430 | 6200 2330 
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Som Hovedresultat af Forsøgene angiver Tetmajer: for å 


> 80 passer Eulers Formel godt, for mindre Værdier af i an- 


befales Formlen: 
1 ly 
σ-- 7760 — 120 ; + 0,53 (1) Κρ. απ, 


hvorved fremstilles en Parabel, der hele Tiden vender Konkavi- 
teten opad. For 4 — 80 give de to Formler samme Resultat. 


Rankine's Formel passer ikke videre godt; sættes ση -- 7760, og 
beregnes α saaledes, at Formlen giver samme Resultat, som 
Euler-Kurven og Tetmajers Parabel, faas følgende Værdier; 


for i Ξ- 10, a = 0,00175, for i =— 90, a = 0,00066, 
- » = 20, a = 0,00098, - » =100, a — 0,00068, 
- » =— 30, α = 0,00075, - » =110, a = 0,00070, 
- » = 40, a = 0,00065, - » =120, a = 0,00071, 
- » - 50, a = 0,00061, - » =130, a = 0,00073, 
- » - 60, a = 0,00060, - » = 140, a = 0,00074, 
- » = 70, a = 0,00060, - » =,150, a = 0,00074. 
- » 5 80, a = 0,00063, 


Heraf slutter Tetmajer, at Rankine's Formel er ubrugelig; 
imidlertid synes αν Variation dog ikke at være saa særlig 


ς 1 
stærk, naar man undtager de ganske smaa Værdier af > som 


man aldrig faar Brug for, saa man kan meget godt betragte 
f. Ex. Formlen: 
mm 7760 |. Fror 


ο am Se re 


1 + 0,00065 ( πο (lm 


som tilnærmelsesvis rigtig. 

Endelig har Tetmajer anstillet ialt 305 Forsøg med Træ- 
søjler, næsten alle af forskellige Sorter Naaletræ, kun 16 af Eg. 
Fugtighedsindholdet| var for Naaletræ ca. 13 —17%0, hvad 
omtrent svarer til almindelig lufttørret Træ.  Brudgrænsen 
overfor Tryk (bestemt ved kvadratiske Prismer med h — ca. 
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30) var som Middelværdi 300 kg./cm.? for Naaletræet; Pro- 
portionalitetsgrænsen ca. 120 Κρ./επι", E -- 105000 kg./cm.2. 


> varierede lige fra 1,8 til 200. Ved 171 af Forsøgene an- 


vendtes der simple Understøtninger, ved 134 plane Endeflader: 
Forsøgene med de sidste ere ved Opstillingen af Formlerne 
nedenfor medtagne sammen med de andre, idet der som »fri 
Længde« er indført 41, hvilket siges at stemme.: 7etmajer an- 
befaler dog selv ved praktiske Beregninger at sætte den »frie 


Længde» til 0,6—0,7/. Resultaterne ere: for α > 100 stemmer 


Eulers Formel godt; for . Le 100 anbefales Formlen: 


ke 4 τι 
- 293 — 1,94 Fa kg./cm.2, 


hvorved fremstilles en ret Linie, der meget nær rører Euler- 
Kurven i Punktet > — 100. Rankine's Formel passer slet ikke, 


og der er for saa vidt heller ingen Grund til at bruge 
den, som den rette Linie og Eulers Formel ere simplere at 
regne med. 

Tilladelig Paavirkning og Dimensionsbestemmelse. Alle 
ovenstaaende Formler angive Brudgrænsen; den tilladelige 
Paavirkning findes heraf ved som sædvanligt at indføre en 
Sikkerhedskoefficient, der kan have Værdierne: 


for smedeligt Jærn, Støbejærn, Træ, 
4 --ὔ, 8—10, 6--8. 


Dimensionsbestemmelsen skal nu udføres ved Formlen 
Ρ — r.F, hvor: 


for blødt Staal: Μο id st df. 
i < ca. 125: 7 =— 100 [1—0,000083 ( )] 


ο [-- 5050 )] kg./cm,”, (28). 


z sd m"E 


Π 
> ca. 125: -- τμ στη, sg 
κ " ri i 
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οι hvis man foretrækker Tetmajers rette Linie: 


= < 105: or — 750 (1—0,0033 +) kg./cm.2. 


Man regner nøjagtigt nok π' =— 10, Ε = 2150000 Κρ./οπι.". 
For Svejsjærn kan bruges de samme Formler; dog sættes i 
Johnsons Parabel bedst 650 i Stedet for 700. Tetmajers. rette 
Linie giver her: 


2 112: r = 700 (1 — 0,0042-7) cm.2, 


I Eulers Formel er E = 2000000 kg./cm.? 


For Støbejærn anbefales for alle Værdier af τι 
2 





kg./cm.2; (29). 


for Søjler, der ere støbte staaende, angives ofte langt mindre 
Værdier af Konstanten α i Nævneren, helt ned til 0,0002; 
dette er dog sikkert lovlig lavt. 


For Træ: 


: -ϱ-100: } -- 45(1 — 0,0066—) 


i AR: 2 I rem 3 
= (1 — 30" =) kg./cm.2, | (30). 
πΕΙ —E 


ι 
τν ορ να να. LY ”»; 
É 8. (— 


E sættes her lig 100000 kg./cm.2. 
Naar Søjlens Længde er 1, indføres i Formlerne: 


for simple Understøtninger i begge Ender .... I, 
»  Understøtninger paa cylindriske Bolte . . . 0,8 I, 
» — »… plane Endeflader /0,6—0,7 l] BE αν 


Den »frie Længde« beror forøvrigt ofte paa et Skøn; hvis 
f. Ex. en Søjle er forsynet med store fastnittede eller fast- 
støbte Hoved- og Fodplader, kan man maaske nok gaa ned 
til 0,51—0,61. Hvilken fri Længde man skal indføre for de 
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enkelte Stænger i nittede Brodragere ο. ]., kunne vi ikke komme 
ind paa her. 

Inertimomentet eller Inertiradius, der indgaar i Formlerne, 
skal naturligvis altid tages om den Axe, om hvilken Bøjningen 
foregaar; hvis Bøjningen lige godt kan foregaa i alle Retninger, 
skal man tage den Axe, der giver de mindste Værdier for 
I og i. 

For se 8—10, for smedeligt Jærn endog op til ze 20—25, 


behøver man ikke at regne med Formlerne for Søjler; man har 
da kun at sørge for, at Tværsnitsarealet er stort nok til at op- 
tage det direkte Tryk. ” 

Hvis man for smedeligt Jærn regner med en af Formlerne 
i & 48 for den tilladelige Fiberpaavirkning, f. Ex.: 





To 
Byer FO 
μα 
kan man ogsaa indføre den heraf følgende Værdi af r i Søjle- 
formlerne ovenfor (undtagen i Eulers). 

Ved de angivne Formler er det let at undersøge Bæreevnen 
af en Søjle med givet Tværsnit, men den omvendte Opgave, 
som sædvanlig foreligger, nemlig at bestemme Tværsnittet, naar 
Kraften P og Søjlens frie Længde ere givne, er ulige vanske- 
ligere, idet man her er henvist til at prøve sig frem. Dimen- 
sionsbestemmelsen foregaar dog nogenlunde let efter følgende 
Methode 3). ' 

Vi antage, at Johnsons Parabel, r = Ρο µ κ. (H] 
skal benyttes; P og I ere givne. Vi indføre Betegnelserne: 


πω. ο ET 


hvor F er det søgte Tværsnit, £ et rent Tal, der alene er af- 
hængigt af Tværsnitsformen; F, er det Tværsnit, man skulde 
bruge, hvis man kun havde at tage Hensyn til det direkte 
Tryk, F, er altsaa bekendt. Man har nu: 


”) Cl. Fidler (A practical treatise on bridge-construction, 1893, 5. 184 ο. f. 
anvender Methoden for Rankine-Kurven. 
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ES μοι ] ne gt senere. μην 
δα --κ. πα) μα. 
: ΜΗ 
hvoraf: σ 
= Γο + bl. 


Denne Formel besidder det store Fortrin, at den direkte 
viser, om et Tværsnit er økonomisk eller ikke; jo mindre 
Tillæget «xl? bliver, des mere økonomisk er det. Man kan 
naturligvis udlede en Formel, ganske analog med (31), ved at 
gaa ud fra Rankine's Kurve eller Tetmajers rette Linie i Stedet 
for Johnson's Parabel, men man kommer i begge Tilfælde til 
kvadratiske Ligninger i F; til Anvendelse ved Dimensionsbestem- 
melse er altsaa Johnsons Parabel absolut den simpleste. 

I (31) er £ ubekendt. Hvis Profiltabellerne indeholdt 
Værdien af < for de forskellige Tværsnit, vilde Dimensions- 
bestemmelsen gaa overmaade let for sig, men selv uden saa- 
danne Tabeller er Sagen forholdsvis simpel. For en bestemt 

2 
Tværsnitsform varierer Tallet ; = Cl = To ikke meget, og 
man kan hurtigt angive den omtrentlige Værdi. Man kan f. Ex. 
for tyske Normalprofiler regne (tilnærmelsesvis): 
. 


for ligesidede Vinkeljærn νο εν εν νε κ νε κε νε ζ -- 6,0 
- uligesidede -- , b:h—=2:3, ........ - = 6,5 
- — ål SODE NESS sy Ear - == 90 
ΕΕ νι ο μμ ο ο SR STADE EARUSSER DERES - = 6,8 
- re ο RES RE SELER - = 5,0 
SSR ο ος ar ey 3 lg SR - = 58 
ο νοκ ο ο ο πο - — 10,0 
- 4 Vinkeljærni Korsform, uden Mellemrum . .... - = 5,0 
- 2 T-Jærn — - == ,»b=2h, - = 7,7 
- 2 [[-Jærn, Ryg mod Ryg.............… - = 6,0 
- 4 Kvadrant-Jærn, uden Mellemrum ........ 5 20. 


Selv om man ikke just finder den Tværsnitsform, man 
skal bruge, blandt de her anførte, kan man i hvert enkelt Til- 
fælde let danne sig et Begreb om Værdien af ζ ved at beregne 
F?: In. for et Par Tværsnit. 

Som nævnt, kan man med Rankine-Kurven (for Støbejærn) 
eller Tetmajers rette Linie (for Træ) som Udgangspunkter 

A. Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære, 25 
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danne lignende Formler som (31), men da Træ og Støbejærn 
i Almindelighed anvendes med meget simple Tværsnitsformer, 
og da man, som sagt, kommer til kvadratiske Ligninger i F, 
vil det være lige saa lét at prøve sig frem. 

Exempel 1. En 7,4" lang Søjle af blødt Staal er under- 
støttet i Kuglelejer ved Enderne og skal bære 90"; bestem 
Dimensionen, naar Tværsnittet skal αι af 4 Kvadrantjærn. 

ἴ 3 

Vi benytte Formlen r --- 700 p -- 56 {1 )] samt (31). 
Den frie Længde regnes lig hele Søjlens Højde, 7,4". 

F --- SE -- 128,6”, £ tages efter Tabellen ovenfor 

1 
30000” 
2.740? 


mms -ς em? 
"30000 ως 


Ε = F,+ xtl? = 128,6 + 36,5 --- 16,153". 


foreløbig lig 2, x = 


ag .€. 13 -- 


Efter »Håtte« findes nu det hertil svarende Profilnummer 
at være Nr. 121 (Tykkelse 1411153), for hvilket F == 168,8", 
Man skal derefter blot verificere Værdien af £; for det 
nævnte Profil er ἷά 
F! 168,8? 


em το 1783, 
185 an te 
hvorefter den nøjagtige Værdi af x.C.1? er 5. . 36,5 = 33,4. 


Man kan ikke nøjes med et mindre Profil. 


[Endelig haves Inertiradius i = 9,6%, — — 71; det er 


altsaa rigtigt, at vi have benyttet Johnsons Parabel, ikke 
Euler-Kurven.”] 

Exempel 2. En Søjle med 9,0" fri Længde skal bære 
4005... Tværsnittet skal dannes af to ligesidede Vinkeljærn.i 
Korsform. 

Da Længden er stor og Belastningen forholdsvis. lille, 


antage vi, at Ἵ > 125, saa man skal bruge Eulers Formel, 


2 
der skrives P = <a = ον hvor I indføres i cm. 
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Heraf findes: 
[ PP 
— 400” 
hvor I nu indføres i πι. Det nødvendige Inertimoment bliver 
altsaa: 
4000. 81 


1 πι ορ 


— 810114. 

De to Vinkeljærn anbringes med Spidserne mod hinanden, 
saaledes at de have fælles Halveringslinie. Den Axe, om 
hvilken Inertimomentet for det samlede Tværsnit er mindst, 
er da Halveringslinien; i »Hitte« findes nu, at man kan bruge 
Vinkeljærnet 110.110.12=m, for hvilket Inertimomentet om 
Halveringslinien er 450%", For Søjleprofilet dannet af to saa- 
danne Vinkeljærn findes endvidere: 


ο 
δι α- ο. = 18, im. —= 4,245. <A = 212. 


For at de to Vinkeljærn kunne virke som én Søjle, maa 
de forbindes (ved smaa Pladestykker og Nitning) i Punkter i 
en saadan Afstand, at det enkelte Vinkeljærn under Paavirk- 
ning af den halve Belastning ikke knækker ud. 


2 

Man maa altsaa bestemme / af Ligningen I -- ng idet 
P = 2000 kg., I = In, for det enkelte Vinkeljærn = 1184, 
Man finder: 

400.118 sa 
Ι -- 0 — 4805". 

En Forbindelse ved hver Ende og én i Midten skulde 
herefter være tilstrækkelig. Dette bekræftes dog slet ikke af 
Forsøgene. Tetmajer angiver f. Ex., at ved en Afstand mellem 
Forbindelserne af 70 Gange Flangetykkelserne forholde sammen- 
nittede Profiler sig endnu som ét Stykke, og han anfører et 
enkelt Tilfælde, hvor en Afstand paa 80 Gange Flangetykkelsen 
var for stor. Man maa derfor altid sætte disse Forbindelser 
i rigelig smaa Afstande, her f. Ex. for hver 0,5—0,6"-. 

Exempel 3. En hul, cirkulær Støbejærnssøjle med / = 7” 
og Understøtning paa plane Endeflader skal bære 50". 

Den frie Længde regnes til 0,7/ =— 4,9". Ligning (29) be- 
nyttes. For at faa et omtrentligt Begreb om Dimensionerne an- 

25% 
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tages, at den tilladelige Paavirkning til direkte Tryk efter (29) 
vil blive ca. 500 kg./cm.”; man skulde i saa Fald have et Tvær- 
snitsareal paa 100%”, hvilket faas f. Ex. med en ydre Diameter 
D = 18m. og Godstykkelsen 25. Dette Tværsnit har 


11 240100 
APR οι {δις . ii --. ------ - 5 
I 920705). ; 32,67; altsaa er ( i ) 32,67 7350, 
og ved Indsættelse heraf i (29) findes r — TR --- ca. 50. 
Det valgte Tværsnit er altsaa passende. 577 SE 


Exempel 4. En Træstolpe med kvadratisk Tværsnit, 
I = 7,5", plane Endeflader, skal bære 25', 
Dimensionsbestemmelsen udføres ved Tetmajer's Ligning (30): 


2 —-) 
r= 45 (1— 55 7 . 


Kaldes den søgte Kvadratside for Tværsnittet h, haves 


F — hf, i = ων Den frie Længde regnes til 


ος δω ος 
γιο 3,47" 
0,71 = 525m, Ved Indsættelse i Formlen for r findes: 








25000 45 (1— 2 Ek SÅ 
h? 300 " h ? 
5000 109,3 
eller ο. να πμ --ν 


hvoraf man ved at løse Ligningen eller ligesaa simpelt ved αἱ 
prøve sig frem finder h = 30,5 ο 12”, 

30,5 l an. 
πο μη 
det er altsaa rigtigt, at man har benyttet Tetmajers Formel, 
ikke Eulers. 


Med denne Værdi af h er i = 





& 65. Søjler, paavirkede af excentrisk Tryk. I 
Fig. 174, Pl. 19, er en i begge Ender simpelt understøttet Søjle 
paavirket af en Kraft P med den oprindelige Excentricitet f,. 
Idet Søjlen bøjer sig, bliver den virkelige Excentricitet i et 
vilkaarligt Punkt lig f, + Nedbøjningen. Det bøjende Moment 
i det vilkaarlige Punkt bliver P(f,—y), hvor det negative 
Fortegn for y hidrører fra, at y i Fig. 174 selv er negativ. 
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Differentialligningen for den elastiske Linie er altsaa: 

αἲ P 
ore = ΕΙ (fo — y) 


P 
se ae le 
eller med Betegnelsen ET d: 


d? 
gam Pl -- κ). 


Den hertil svarende primitive Ligning er: 


y— f. = C sin ax + D cos ax, 


hvor man til Konstantbestemmelsen har, at x = 0 giver 
y — 0, altsaa D = — fo, og at x = I giver y — 0, altsaa 


σ-- skr stod 
Den største Nedbøjning findes for α = 41 og bliver 


f = fo — pE, ag 1 al—f,cos 1 al 


sin al 
rd] Ελα gå 
ØRER ος 1 = 2 ων Εαν Ίος 
fh [ Pos ματ cos I al 


Det største bøjende Moment er: 


1 I 
Max. =— αν = Pf(1 tt) = Ρῇ sec 4 al, 


ιν Ρ i 
Μο... --ρρεεο- 5 VÆ; Er (32) 


Saasnart der findes en oprindelig Excentricitet, faar man 
altsaa — ligesom i forrige $ med en oprindelig Nedbøjning — 
en ganske bestemt Nedbøjning for hver Værdi af P; der er 
ingen Uhbestemthed tilbage. Af (32) ses, at Momentet voxer 
med P og bliver uendelig stort for 

ΙΡ π π ΕΙ 
VE πο , eller P = - —— Ρε; 
den Eulerske Grænseværdi Ρε vedbliver altsaa αἱ optræde som 
Grænseværdi, ogsaa naar P virker excentrisk. Herefter skulde 
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det i visse Tilfælde være ligegyldigt, hvor stor Excentriciteten 
er; til syvende og sidst skulde Bæreevnen dog være den samme 
som for en centralt paavirket Søjle. Denne Urimelighed for- 
klares imidlertid simpelt derved, at ovenstaaende Beregninger 
kun ere rigtige, saalænge Proportionalitetsgrænsen ikke er 
overskreden, og dette vil naturligvis ske langt tidligere her 
end ved den centralt paavirkede Søjle. Grænseværdien Ρε faar 
altsaa her kun Betydning, hvis største Fiberpaavirkning ikke 
naar op til Proportionalitetsgrænsen for P< Pr. 

Vi maa følgelig beregne største Fiberpaavirkning, men 
først ville vi dog for at faa simplere Udtryk i (32) erstatte cos 
med Rækkeudviklingen; dette giver: 


ik ρα 
PE 
ΒΕΙ 


M max. me Ρ/ο . 


2 
og idet 8 ikkeer meget forskellig fra 1, ος idet 35 


ville vi sætte: 


1 
Μαι. — Ρρ.- = Pf,. ræs gf 


hvor σε — Ρε: F, σ-- Ρ:1, og hvor u er en Konstant, der 
vilde være lig i, hvis den indførte Rækkeudvikling gav den 


nøjagtige Værdi; nu kan u muligvis senere bestemmes saa- 
ledes, at Formlen kommer til at passe med Forsøgene. 
Største Fiberpaavirkning bliver: 


Ρ µσ ο PÅ ε uog ) 
RENE re TE 1 ο. τς -- 


-- οι ᾱ. re ), (33. 


k" u0g—0 


hvor k betegner Kærneradius i Kraftliniens Retning; idet P er 
et Tryk, have vi regnet Trykspændinger positive.  Læses 
nederste Fortegn, faar man største Trækspænding, og den 
maa naturligvis (ved Dimensionsbestemmelser) ikke blive større 
end den tilladelige Belastning for Træk. Øverste Fortegn 
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giver største Trykspænding, og angaaende dens tilladelige 
Størrelse hersker der meget forskellige Meninger%). Nogle an- 
tage, at Brud først indtræder, naar Trykspændingen nærmer 
sig til Brudgrænsen — forudsat naturligvis, at P ikke forinden 
har overskredet Værdien P,x—; andre sætte Flydegrænsen 
(hvis en saadan findes) i Stedet for Brudgrænsen, og dette 
Standpunkt er sikkert rigtigere, saaledes som det nærmere er 
udviklet i forrige $ for centralt paavirkede Søjler. Begge disse 
Anskuelser føre til det Résultat, at man ved Dimensioneringen 
kun har at sørge for, at den efter (33) fundne resulterende 
Fiberpaavirkning ikke overskrider en vis tilladelig Værdi r. 
Men denne Betingelse er ikke tilstrækkelig betryggende; thi 
den kan godt være opfyldt, og dog kan P være meget nær 
ved den farlige Grænseværdi Ρε, og heraf vilde følge det 
mærkelige Resultat, at en Søjle med en given, lille Excentri- 
citet skulde kunne gøres svagere, end hvis den var centralt 
paavirket. Andre mene endelig, at største Trykspænding ikke 
maa overskride den tilladelige Belastning for centralt paa- 


virkede Søjler med samme 5, Det sidste Standpunkt er natur- 


ligvis det forsigtigste, og det ser ret tiltalende ud, idet man 
da, naar Excentriciteten blev Nul, vilde komme tilbage til de 
for centralt paavirkede Søjler gældende Formler. Imidlertid 
er man paa den Maade altfor meget paa den sikre Side, som / 


vi skulle se nedenfor. — Vi ville foreløbig betegne den resul- | 
terende største Trykspænding med og og vente med at fast- | 
slaa dens tilladelige Værdi til senere. zl 


Der sættes altsaa: 


oem σα τς), 


og ved Opløsning med Hensyn til σ findes heraf: 


νο 


.. 





SS V 1 [on Rn ra (1 + BP µοισι 


%) Se f. Ex. Zeitschr. d. åsterr. Ing.- und Arch.-Vereins, 1897, 5. 725. 
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392 
ile + DL 7 Ey] 


Brøken under Rodtegnet er altid <1; vi faa derfor en Til- 
nærmelse ved at opløfte til Potensen i; og bortkaste 2den og 
højere Potenser af Brøken. Dette giver: 


gs io pe uo(1 + EN. =( Ἴ 2U0508 JT) j 





σο + por {1 + ο 


gs CORR å 
ση + μον (1 + 5 





(34) 


Det herved bestemte σ er den Værdi af P:F, for hvilken 
den resulterende Paavirkning ση naar Brudgrænsen, — enten 
nu Bruddet foregaar ved Flydegrænsen eller den virkelige 
Brudgrænse —. For [ιτ 0 faar man en Formel, der er 
ganske analog med Cl. Fidlers Ligning (24) for centralt paa- 
virkede Søjler. σ bliver efter (94) altid mindre end den 
mindste af de to Størrelser ση og µσε, og des mindre, jo 
større Excentriciteten er. 

Man kan nu slaa ind paa ganske den samme Vej til Di- 
mensionsbestemmelse af excentrisk paavirkede Søjler som den, 
der i forrige & anvendtes for central Paavirkning: dér be- 
stemtes den Værdi af P:F, som vilde fremkalde Brud, og man 
sørgede saa for, at den virkelige Størrelse af P:F kun blev 


z heraf, men man tog intet Hensyn til den resulterende Spæn- 


ding (fra direkte Tryk + Bøjning); ganske paa samme Maade 
have vi her ved (34) den Værdi af Ρ: F, der medfører Brud, og 
vi maa derfor vælge F saaledes, at det virkelige P: F kun bliver 


2 af det ved (34) bestemte σ. Man lægger Mærke til, αἱ 


dette er en helt anden Methode end de ovenfor refererede, 
der alle gik ud paa at fastslaa en tilladelig højeste Værdi r 
af ση; efter disse skulde man i (34) erstatte σᾳ baade i Tælleren 
og Nævneren med r, efter den her udviklede Methode skal 
man derimod kun indsætte r i Stedet for σε i Tælleren. Det 
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tilladelige σ, som man saa finder af Formlen, bliver mindre 
end den mindste af Størrelserne +. og (= r) og i . MOE, og 
det er netop heri, Methodens Fortrin viser sig, at man ogsaa 
har σ «Ίο (u er, som vi skulle se nedenfor, en ægte Brøk). 


For at kunne benytte (34) paa den antydede Maade skulde 
man gerne have bekræftet ved Forsøg, at den virkelig giver 
Brudbelastningen. Der er desværre ikke udført mange Forsøg 
med excentrisk paavirkede Søjler, men med de faa, der fore- 
ligge"), faar man udmærket Overensstemmelse ved i (34) at 
sætte µ -- 0,85 — 0,90 samt for Svejsjærn: oz = 3000 kg./cm.?, 
for Staal: og -- 3300 kg./cm.”. For at vise dette anføres 
følgende observerede og beregnede Værdier af Brudbelast- 
ningen pr. Arealenhed (de efter Tetmajers Formel beregnede σ 
ere medtagne for bedre at paavise Overensstemmelsens Til- 
strækkelighed): 


”) De Forsøg, der her tænkes paa, ere anstillede af Tetmajer (Mittheilungen, 
Heft 4, 5 174 ο. f. i den franske Oversættelse). 7etmajer opstiller en 
meget kompliceret Formel; han gaar ud fra, at den resulterende Fiber- 


paavirkning kun maa naa op til samme Værdi som P: F(= σι) for en 
centralt paavirket Søjle og sætter da: 


i 
6,=0, ( .. ΕΦ Τ{ ), hvor f beregnes efter Formlen f—= /0 . 1—cosgal 
i cos 4 al 





og hvor É er en Konstant, der bestemmes af Forsøgene, men som viser sig 


1 
at variere meget stærkt med 7" Tetmajer angiver for smedeligt Jærn: 


l - l 
for 7 << 112, ς = — 0,0028 FR 0,877, 


1 > iw i 
for 7 > 112:5 Ξ 7158 (ϐ) + 5,78. 7 — 0,078, 
efter hvilke Formler ζ ved de anstillede Forsøg varierer mellem 0,029 
og 0,76. Heraf ses tydeligt nok, at Formlen i sig selv ikke er rigtig, 


og navnlig, at det er forkert at gaa ud fra σε; ikke at tale om, at Form- 
len er saa kompliceret, at den er umulig at bruge. 


Blødt Staal: 


Et Vinkeljærn Nr. 9a, L — 127—301, [ο = 10—%»=, 
u — 0,85, σε -- 3300. 


σ (observeret): 640, 440, 270, 190, 
- iberegnet efter (34): 660, 390, 240, 170, 
-f( - - Tetmajer): 670, 350, 220, 160. 


To Vinkeljærn T|[7, Nr. 9a, 5 — 43—188, f, = 34—362=, 
u = 0,85, ση — 3300. 


σ (observeret): 1330, 1040, 690, 510, 3%, 
- [beregnet efter (34): 1300, 1000, 725, 530, 3%. 
- ( - - Tetmajer): 1310, 1050, 750, 530, 48) 
Svejsjærn: 
I 


Et Vinkeljærn, Nr. 9a, = = 122—291, [ο κ 12—142=, 
u = 0,85, σε = 3000. 


σ (observeret): 550, 360, 250, — 1%, 
- [beregnet efter (34): 570, 360, 235, 1/0. 
-( τ - Tetmajer): 550, 340, 240, 150 


Το Vinkeljærn "ΊΓ. Nr. 9a, : — 43—188, [ο -- 36,97=, 
µ 5 0,85, ση — 3000. 


6 (observeret): 1170, 890, 640, 470, 350, 

- [beregnet efter (34): 1160, 890, 650, 470, οὐ. 

-( - - Tetmajer); 1170, 890, 640, 440, 340. 

Rundjærn, d = 46—472", z — 45—182, [ο --- 40—80"". 
u = 0,9, ση = 3000. 

6 (observeret): 380, 210, 340, 200, 300, 190, 280, 160, 220, 10. 


- (beregn. efter(34)]: 362, 197, 342, 192, 315, 183, 264. 164, 224, 18 
- ( - eft. Tetmajer): 380, 210, 350, 200, 290, 170, 220, 140, 200, 148. 

Det kunde herefter se, ud, som om Tværsnitsformen havd 
nogen Indflydelse paa Værdien af u (u = 0,9 for Rundjem. 
0,85 for Profiljærnene); en saadan Indflydelse kendes 0gs8å 
ved centralt belastede Søjler. 

Af det anførte fremgaar det tilstrækkeligt, at man kl 
benytte (34) til Bestemmelse af Dimensionerne af excentrisk 
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»aavirkede Søjler. For u sættes Værdien 0,85, hvorved man i 
le Tilfælde, hvor µ = 0,9 egentlig passer nok saa godt, finder 
; lidt for lille. Den tilladelige Værdi af 5 
at tilføje den samme Sikkerhedskoefficient = som for centralt 


faas nu af (34) ved 


paavirkede Søjler, altsaa: 
P ο 0,9ῦσ κ.σ B 


B 0,8506£.r 
F η 








op + θβδσε (1 FE) ορ -- 0,850 (1 + AR 


idet man i Tælleren har sat 2 ση r — den tilladelige Belast- 
ning for Materialet til direkte Tryk. Formlen skrives bekvem- 


mere saaledes; 
— .0,850£ 
z =r. 1 ke By; i; (34a) 
r + 7. 0,850£ (1 + 2) 
ved dens Benyttelse erindres det, at [ο er den oprindelige Ex- 
[ 





centricitet, κ -- ολ. Kærneradius i Kraftliniens Retning, 
in 
σεἥ- οι r og n have f. Ex. følgende Værdier: 
for blødt Staal r = 700—800 kg./cm.2,n = 4—5; (| 
-… Svejsjærn r =— 600—750 --- n=— 4—5,| 49: 
- Støbejærn r— 798 (cv — nn 8—10) %- 
- Træ ΓΡ -- 45 — n= 6—8.] — 2 


For Støbejærn maa man desuden ved (33) undersøge, om 
Trækpaavirkningen ikke overskrider det tilladelige (2 — 300 
kg./cm.2). Ved Beregningen af σε indføres den samme >»frie 
Længde«, som hvis Søjlen var centralt belastet. 

I den angivne Form er (34a) kun bekvem til at undersøge 
en Søjle med givne Dimensioner, og gælder det at bestemme 
Dimensionerne, har man da ingen anden Udvej end at prøve 
sig frem, vælge et Profil og undersøge dets Brugbarhed. Nogen 
Lettelse kan dog opnaas ved en lignende Omskrivning som 
den i forrige $ for centralt belastede Søjler. Af (34a) findes, 


idet vi for Kortheds Skyld skrive μι i Stedet for 4 , 0,85: 
5) 
p 7+ mo (142 


Γ μισε $ 


nocvig 


0009, 


.σλον 
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Pak, P 5 
og naar heri indføres Er Ευ og F =C.i?, faas: 


BLE pi hj oe] i sys kÅ) 


SA 
κο (μεις) 





Ε -- Βῃ1-Ε Υ1 μία FE re)! , (35) 


hvor 47" -- 2 .8,4. Her kendes alle Størrelser undtagen ε 


og C. Naar blot Formen af Tværsnittet er bekendt, kan man 
let danne sig et Begreb om Størrelsen af CZ (se forrige 8), og 
man beregner saa F med en skønnet Værdi af e (= Afstanden 
fra Tyngdepunktsaxen ud til de yderste Fibre); en enkelt Om- 
regning vil i Almindelighed være tilstrækkelig. 

I det foregaaende er det stiltiende forudsat, at Bøjningen 
vil finde Sted som Følge af Kraftens Excentricitet, og at "der 
ikke er Tilbøjelighed til Bøjning i nogen anden Retning end 
den, der følger heraf. Dette er dog kun Tilfældet, hvis Kraf- 
tens Angrebspunkt ligger paa den Hovedaxe for Tværsnittet, 
om hvilken Inertimomentet er størst (lste Hovedaxe); Bøj- 
ningen foregaar da om Hovedaxen med det mindste Inerti- 
moment (2den Hovedaxe). Hvis Forholdet derimod er om- 
vendt, saa Kraftangrebspunktet ligger paa 2den Hovedaxe, 
maa man ved Beregningen efter (34a) eller (35) indføre det 
største Inertimoment, men man maa da desuden undersøge, 
om Søjlen er stærk nok, naar den regnes centralt paavirket 
og man indfører det mindste Inertimoment. Ligger endelig 
Kraftangrebspunktet ikke paa nogen Hovedaxe, maa man op- 
løse Momentet Β. [ο efter Hovedaxerne og foretage to Bereg- 
ninger; vi skulle døg ikke komme nærmere ind herpaa. 


Exempel. En Søjle, der skal dannes af to ff "-Jærn, nittede 
sammen i I-Form, har en Længde af 8% (plane Endeflader) 
og skal bære 12", virkende med en Excentricitet af 5,0"; 
Angrebspunktet ligger paa den Symmetriaxe, der staar vinkel- 
ret paa ["-Jærnenes Krop. 
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Der regnes: n = 4, r = 800, altsaa er F, = 10.33. Den 
frie Længde regnes til 0,7.1 = 5,6”, hvorved: 


mr ος 503.80 
i 84.E 2,1.2150000 


-- 56. 


Antages nu ο = 8%. (passer for Profil Nr. 22), bliver 
ο. [ο--40, og idet ζ = ca. 6 (se forrige 8), faas: 


F -- 15.(1 + Y/7—+ (40 + 56)] = 15. 6,72 = 100,8m-, 


For at faa dette Areal maa vi imidlertid bruge Profil-Nr. 30, 
for hvilket e = 10%, ἕ = 6,42, og disse Værdier give: 


F= HE ft, Vi ES 3, i (50 + 56)] -- 7,26. 15 --- 108,90m2, 





2 Stkr. ["-Jærn, Pr.-Nr, 30, have et Areal paa 117,6”"”, saa 
dette Profil er tilstrækkeligt. 

Hvis Kraften havde virket centralt, kunde man netop have 
benyttet Pr.-Nr. 22 (efter Eulers Formel med Sikkerhed 5). 


Opg. 37. En hul, cirkulær Støbejærnssøjle med plane Endeflader og 
5m. Højde skal bære 23t- , der virker med en Excentricitet paa 10em.; bestem 
Dimensionerne. 


Opg. 38. En Svejsjærns-Søjle med plane Endeflader og 6,4m. Højde 
skal dannes af tojT-Jærn som i Exemplet ovenfor. Belastningen er 20ts., og 
den virker med en Excentricitet paa Το, idet Angrebspunktet ligger paa 
den med f"-Jærnenes Krop parallele Symmetriaxe. Bestem Profil-Nummeret. 


& 66. Søjler og Trækstænger, paavirkede til 
Bøjning af Kræfter vinkelret paa Længderetningen. 
Hvis man foruden et centralt Tryk eller Træk ogsaa har 
bøjende Kræfter vinkelret paa Længderetningen, kan man gaa 
frem ganske som i forrige Paragraf. For at antyde Methoden 
tage vi en Søjle med et centralt Tryk P og en ensformig for- 
delt Belastning p pr. Længdeenhed, vinkelret paa Axen; Søjlen 
er simpelt understøttet i begge Ender. I et vilkaarligt Punkt 
i Afstanden æ fra den ene Ende er Nedbøjningen y, og Mo- 
mentet her bliver: 


M — i ρα — I plx — Py. 
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Ved Integration af Ligningen M = EI- d oa findes: 





2 E, er XP 
y C sin ax + D cos ax --- .α ap 7 Ῥ αἲ) 


idet αἲ --- τη. 6 og D bestemmes ved Betingelserne: x -- 0 


og x — I give y — 0, hvorefter man beregner største Nedbøjning 
f, som efter nogen Reduktion bliver: 


REESE PE Sad KNN 
ρα" cost al 8Ρ᾽ 
Momentet paa Midten er nu (efter Rækkeudvikling af ο05): 
M, 1 i? 1 
max, π gg Pl. στ FE . 
1 — 857 
8EI 


Muax. bliver uendelig for P --- & Pr; den Eulerske 


[ 

Værdi Pr er altsaa ogsaa her den farlige Grænseværdi for 
Kraften. 

Den antydede Beregning gælder imidlertid kun for det - 
specielle betragtede Tilfælde, at P er et Tryk, og at de bøjende 
Kræfter ere ensformig fordelte; naar P bliver et Træk, faar 
man exponentielle Funktioner i Stedet for trigonometriske i 
den neutrale Linies Ligning, og en anden Belastning vinkelret 
paa Axen bevirker naturligvis ogsaa Forandringer. Vi ville 
derfor udvikle en Tilnærmelsesformel, der kan bruges i alle 
Tilfælde. 

For simpelt understøttede Bjælker, der kun ere paavirkede 
til Bøjning, altsaa for P = 0, har man altid en Relation mellem 
største Nedbøjning f og største κο, σι af Formen: 


PR, συ 
ση 86 


n 
For ensformig Belastning har man saaledes (sammenlign & 28): 


am APL e f 5 Bol. 
5 T 384 " > 48 Εε 


for en Enkeltkraft i Midten findes paa samme Maade 


hvorved f = 
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= — i for en Belastning bestaaende af to lige store Mo- 
menter ved Understøtningspunkterne findes = = åg For 


de to sidstnævnte Bjælker ere Momentkurverne en Trekant og 
et Rektangel; de betegne derfor Grænsetilfælde, hvorimellem 
de andre mulige Belastninger maa gruppere sig. Konstanten 
n i (36) kan derfor antages altid at ligge mellem 8 og 12, naar 
Paavirkningen er en ren Bøjning. 

Vi ville nu anvende den samme Relation mellem f og σ, 
i det Tilfælde, hvor der foruden den rene Bøjning optræder 
en Kraft P paalangs. f og σι betegne da største Nedbøjning 
og største Bøjningsspænding, der frembringes af Kraften P og 
Kræfterne vinkelret paa Længderetningen tilsammen; den totale 
største Spænding er 


FIS =— 020, 


Det resulterende største Moment kan skrives: 
Mox. - M,—P.f, 


hvor M, betegner det største Moment, der frembringes af 
Kræfterne vinkelret paa Længderetningen alene, P.f den Del 
af Momentet, der hidrører fra P. Kraften P er herved regnet 
med Fortegn, positiv for Træk, nigativ for Tryk; hvis P er 
positiv, vil den modvirke Bøjningen, hvorfor P.f og Μο i saa 
Fald have modsat Tegn. Naar Max. sættes lig M,—P.f, er 
der forudsat, at største Nedbøjning f optræder i det Punkt, 
hvor Momentet fra Kræfterne vinkelret paa Stangen er størst; 
dette er i Almindelighed kun Tilfældet, hvis Belastningen er 
symmetrisk fordelt om Stangens Midtpunkt, men Fejlen er 
aldrig betydelig. Vi have nu, idet Momentet Max. frembringer 
Spændingen σι: 3 


Μ. Μ,- Ρ Mm 1 p σ | 
mg, == {ρω «Μο ορ πο ον 
hvoraf findes: 

Μο.ε 


σ”-- . 
På: 
sg EET > 


(37). 
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Denne Formel har ganske samme Udseende som for simpel 
2 

Bøjning; Inertimomentet er blot forøget med Størrelsen el ρα 
Ovenfor have vi set, at n sandsynligvis ligger mellem 8 og 12: 
i det specielle Tilfælde, der betragtedes i Begyndelsen af denne 
Paragraf, vilde n være lig 8, hvis Rækkeudviklingen for cos 
var nøjagtig, i Virkeligheden bliver n lidt større. (37) ind- 
befatter Formlerne for excentrisk Tryk i forrige Paragraf som 
specielt Tilfælde; sættes i (37): 





faas netop sidste Led i (33). π er den samme Størrelse, som 
i forrige Paragraf kaldtes µ..π', og da vi af Forsøgene med 
excentrisk Tryk have udledet Værdien un” — 8,4, ville vi og- 
saa her sætte n — 8,4. 

Ligning (37) kan umiddelbart anvendes, naar P er et 
(centralt) Træk. I saa Fald skal man simpelthen sørge for, 
at den resulterende største Trækspænding ikke overskrider 
den tilladelige Værdi 7, og man har altsaa til Dimensions- 
bestemmelsen: 


P M .e 
μες η. (88) 
URNE E 


Naar det er en nogenlunde stiv Bjælke, der er Tale om, 
kan man naturligvis godt nøjes med den sædvanlige Formel 


(5 59): 
Ρ | Μι.ε 
ο ωρα 


og man vil altid herved være paa den sikre Side; men der 
gives adskillige Tilfælde, hvor man nødvendigvis maa regne 
med (38), saaledes ved lange, spinkle Trækstænger, der paa- 
wirkes til Bøjning af deres Egenvægt, Vindtryk o.l. —. Formlen 
kan ogsaa bruges, naar Momentet M, hidrører fra et excentrisk 
Træk, Μο = P.f,, og for dette Tilfælde er den ved direkte 
Forsøg funden at stemme meget godt med Virkeligheden, baade 
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ved Maaling af Nedbøjninger (Ἠγόαπάεαιι) 3) og af Spændinger 
(Guillot og Rabut)-=). É 

Exempel 1. En 6% lang Trækstang af 1% tykt fladt 
Jærn skal optage en Spænding paa 700 kg./cm.%, virkende 
centralt; samtidig kan Stangen blive paavirket til Bøjning af 
et Vindtryk paa 150 kg./m.”; bestem den derved bevirkede 
Tilvæxt til Spændingen. 

Stangens Bredde er ligegyldig; vi regne den lig 1”. Vind- 
trykket er da 1,5 kg. pr. m., M, = 4. 1,5. 6”. 100 = 675 kg. cm. 

LEG ES Baek PE 700 900000 

ile BORE IF 7 84. E 8,4. 2000000 

Altsaa er Spændingstilvæxten ifølge (37 ὐ): 





= 150m4, 


SR — ca, 22 kg./cm.?, 


medens man uden Hensyn til Nedbøjningen vilde finde Til- 

me 675.0,5.12 = 4050 kg./cm2; herved vilde 
dog i alle Tilfælde Proportionalitetsgrænsen være overskredet, 
saa Formlen kunde ikke bruges. 

En lignende Virkning som Vindtrykket i dette Exempel 
vil Egenvægten udøve paa vandret liggende Trækstænger af 
fladt Jærn (for 19 Tykkelse, 1%- Bredde, er Egenvægten 
σα. 0,8 kg. pr. m.). 

Exempel 2. En Trækstang er dannet af ét Vinkeljærn, 
80.80.10=m. hvortil Kraften overføres ved 2m. Nitter midt i 
den ene Flig. Stangens Længde er 2", Kraftens Størrelse er 
9100 kg. (svarende til 700 kg./cm.? af det nyttige Tværsnit, 
hvis Spændingen fordelte sig ensformigt derover). Der spørges 
om største Fiberpaavirkning. 

Kraftens Angrebspunkt antages at ligge 4055 fra Profilets 
Vinkelspids og midt i Flangetykkelsen, Kraftlinien danner da 
en Vinkel paa ca. 4” med den ene Hovedaxe, og man skulde 
egentlig opløse Momentet P.f, efter Hovedaxerne, foretage to 
Beregninger og addere Resultaterne. Den ene, af ΚΟΠΙΡΟ- 
santerne bliver dog her saa lille, at vi ville se bort fra den, 


væxten 





%) Ann. ᾱ. ponts et chaussées, 1894, 1, S. 498. 


55) Génie civil, 1894—95, 1, 5. 48, og Bemærkninger til Forsøgene af Keelhof 
og Mesnager (ib. S. 220 og 253). 
Α. Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære. 26 
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hvortil der ogsaa er god Grund, da Kraftangrebspunktet jo 
ikke er ganske bestemt. Excentriciteten bliver da : {ο — 2,837, 
Μο -- P.f, = 9100.2,83 = 25753 kg.cm., e — 5,657, 


1 — 14105”, ak” 216705”: Spændingen bliver: 
πως 


Denne store Spændingstilvæxt (895 kg.) vilde omtrent 
ganske undgaas, hvis man ved et Stykke Vinkeljærn befæstede 
Stangen ogsaa midt i den anden Flig; Excentriciteten vilde 
da være forsvindende. 

Naar P er et Tryk, kan (37) ikke anvendes slet saa direkte. 
Den resulterende Paavirkning er, idet vi nu hellere regne ? 
positiv for Tryk: 


P Μο .6 
σ-- συ Ώ- πμ” PE > (39. 
84. Ε 
hvis man her blot bestemmer Dimensionerne saaledes, αἱ 
σ-]-σι ikke overskrider den tilladelige Trykpaavirkning, ud- 
sætter man sig for den samme Fare som ved excentrisk Tryk, 
at P kun ligger lidt lavere end Grænseværdien Px, og kan 
derfor ogsaa her komme til det umulige Resultat, at der ikke 


behøves saa store Dimensioner for at modstaa den forenede | 


Virkning af Pog M,, som man ved de sædvanlige Søjleformler 
finder ved at regne med det centrale Tryk P alene. Da vi 
nu imidlertid ere komne over Vanskeligheden i det specielle 
Tilfælde, hvor M, hidrører fra et excentrisk Tryk, kunne vi 
her slippe let derover ved blot at beregne f, (en tænkt Excen- 
tricitet) af: Μο = P.f, og saa simpelthen bruge Methoden 
i forrige $; (39) og (33) blive, som vi saa ovenfor, identiske, 
naar der sættes: Μο = P.f. Vi kunne altsaa ogsaa her be- 
nytte (35) til Dimensionsbestemmelsen, men maa tillige erindre 
at undersøge, om Trækpaavirkningen ikke bliver for stor, 
hvis Materialet f. Ex. er Støbejærn. 


Opg. 39. Find Spændingstilvæxten fra Bøjningen for en Trækstang, der 








er dannet af et |" -Jærn, Ν. Pr. Nr. 12, hvortil Kraften overføres ved Nitter | 
gennem Kroppen, symmetrisk fordelte om Midtlinien; Trækket i Stangen | 


er 1115. 
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Opg. 40. En Træstolpe med kvadratisk Tværsnit, plane Endeflader og 
8,2 m. Længde skal optage et centralt Tryk paa 15,5ts.; bestem Dimensionerne, 
naar der tages Hensyn til et Vindtryk paa 150 kg./m.”, og sammenlign Resul- 
tatet med det, man vilde finde uden Hensyn til Vindtrykket. 


Opg. 41. En Pakhus-Søjle af Støbejærn (hul, cirkulær) med plane 
Endeflader og 4,5m. Højde skal bære et Tryk paa 32ts., virkende med en 
Excentricitet af δει, Tillige kan Søjlen paa de nederste 2m. blive udsat 
for et vandret Sidetryk paa 500 kg. pr. m. Bestem Dimensionerne. 


Ill. Normale og forskydende Spændinger. 


& 67. Sammensætning af Normalspændinger og 
Forskydninger i Almindelighed. Der lægges (Fig. 175a, 
Pl. 19), to paa hinanden vinkelrette Snit OA og OB i et 
Legeme, der er paavirket af ydre Kræfter, Hvert af disse 
Snit vil i Almindelighed være paavirket af en skraat rettet 
Spænding, der kan opløses i en normal og en forskydende 
Komposant; dog antage vi, at Spændingerne kun virke i en 
Plan vinkelret paa Skæringslinien mellem Planerne OA og OB, 
da det som Regel kun er det simple Tilfælde, at alle Kræfter 
ligge i samme Plan, der har Betydning i Praxis. 

Det antages nu, at man for de to Snit kender de skraat 
rettede Spændinger p og q (pr. ÅArealenhed) i Punktet O; man 
skal finde Spændingen i et vilkaarligt tredie Snit gennem Ο, 
hvis Normal danner Vinklen α med ΟΑ. Der lægges et Snit 
AB under Vinklen —a med ΟΑ, saa der afgrænses et 
uendelig lille tresidet Prisme; Spændingerne for Snittet AB og 
det dermed parallele Snit gennem O afvige da kun uendelig 
lidt fra hinanden, saa man kan besvare Spørgsmaalet ved at 
finde Spændingen for AB; og dette udføres meget simpelt 
derved, at Kræfterne paa det lille Prisme skulle holde hin- 
anden i Ligevægt. Kraften, der virker paa Snittet OA, er lig 
q Gange Snittets Areal; idet Prismets Højde vinkelret paa Pa- 
pirets Plan ogsaa er uendelig lille, bliver denne Krafts Størrelse 
— og ligeledes Størrelsen af Kræfterne paa de to andre Snit 
— uendelig lille af 2den Orden; de Massekræfter (Tyngde ο. L), 
der muligvis virke paa Prismet, ere derimod uendelig smaa 
af 3die Orden, altsaa forsvindende. 

Da det aabenbart kun kommer an paa Forholdet mellem 
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Snittenes Arealer, kunne vi sætte AB -- 1 og ligeledes Prismets 
Højde lig 1; Arealet OA er da lig sing, Årealet OB lig cos co, 
og Kræfterne, der virke paa disse Snit: pcosa og qsina: 
Kraften paa AB er lig den søgte Spænding. Da der skal være 
Ligevægt, maa den søgte Spænding være lig og modsat Resul- 
tanten af pcosa og qsina og findes altsaa ved (Fig. 175, b 
ud fra et Punkt C at afsætte pcosa og qsin« i Størrelse og 
Retning og sammensætte dem. Betragter man (Fig. 175, b 
Retningslinierne pcosa og q sin a som Koordinataxer, blive 
Koordinaterne til Resultantens Endepunkt: 


y' = qsina, x' = pcosa, 


og hvis nu a varierer, medens de to oprindelige Snit ΟΑ og 
OB ligge fast, finder man ved Relationen: cos? « + sin? a — I, 
at Punktet (α”. y") ligger paa Ellipsen: 


æ y” 
p' Lg πι Se 

Altsaa: naar et Snit drejer sig om et Punkt, og man af- 
sætter den .til hver Stilling svarende Spænding i Størrelse og 
Retning ud fra Punktet, ville alle Endepunkterne ligge paa en | 
Ellipse, Spændingsellipsen. For at man skal kunne benytte 
denne Fremstilling til virkelig at bestemme Spændingen i et 
vilkaarligt Snit, maa man tillige have en Relation mellem 
Snittets og den tilsvarende Spændings Retning, og det kan 
vises, at Snit- og Spændingsretning svare til hinanden som 
konjugerede Diametre i et andet Keglesnit; ved dette samt 
Spændingsellipsen er Spændingens Variation i Punktet fuld- 
stændig bestemt. Vi skulle dog ikke gaa videre ad denne 
Vej, da der gives andre, som ere simplere og navnlig føre til 
simplere grafiske Konstruktioner. 

Vi vende tilbage til det elementære Prisme OAB og tænke 
os nu de givne Spændinger i OA og OB opløste i deres nor- 
male og forskydende Komposanter, σ,, 6, og τει (Fig. 176, 
Pl. 19).  Forskydningsspændingerne i de to Snit ere, som be- 
kendt (5 19), lige store og begge rettede mod O eller begge 
bort fra Ο. Vi sætte igen AB = 1 og faa da de paa Fi- 
guren skrevne Størrelser af Kræfterne paa de tre Sideflader. 
Ved Projektion paa Retningslinierne for σγ. og Tr findes: 
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Oy — (ο, sin α + τεμ Cos α) sin α + (σι cos.a + τε sina) cos & 
= 0, Sin? α + σι cos? a + Ty Sin 2α. 
τον. — (σ,δίπα + τε 005 α) Cos α--- (6, Cosa + Try sing) sin & 
— i (6, — σι) sin 2α + Tz, cos 2a. 
For Normalspændingen i et paa AB vinkelret Snit findes 


ved at sætte 5- +-a i Stedet for α: 


σ, = 0,C08? a + 6, sin? a — του sin 2α. 
Hvis man i disse Ligninger indfører: 
6 == ιο == 1, τον π- Ζ1ψ, 


σι πΞ fys cv π- Ivy, τον. —= Fry, 


faar man netop Ligningerne (1) i 5 12, der udtrykke Sammen- 
hængen mellem Inertimomenter og Centrifugalmoment om Axer 
gennem samme Punkt. Man finder derfor Spændingerne 6%, 
Op Og Typ af de givne σ,, σι og τω, ganske som man af 
Inertimomenter og Centrifugalmoment om et Par retvinklede 
Axer udleder de tilsvarende Størrelser for et Par nye Axer. 
Der er dog én Forskel, naar man sammenligner Momenter af 
2den Orden og Spændinger: Inertimomenter ere altid positive, 
Normalspændinger kunne derimod være positive eller negative 
(vi regne Trækspændinger positive); Forskydningsspændingerne 
kunne ligesom Centrifugalmomenter være positive eller negative. 

Hvis vi altsaa kende Spændingerne i to paa hinanden 
vinkelrette Snit, kunne vi finde dem i hvilkesomhelst andre 
Snit gennem samme Punkt ved den samme Hjælpecirkel, som 
anvendtes i $ 12 (Land's Konstruktion”). I Fig. 177, Pl. 20, 
afsættes ud ad Y-Axen: OR — σι, RY = σ RT = τι, og 
der tegnes en Cirkel over OY som Diameter. For de nye, 
paa hinanden vinkelrette Snit OX' og OY' har man da Spæn- 
dingernes Størrelser: 


σ, = NR, σι = RY", το. = RT, 


5) Anvendelsen af Konstruktionen paa dette Omraade er angivet af Land 
i Zeitschr. d. Vereins deutscher Ing. 1895, S. 1551; Udledelsen er dog 
en anden end her. 
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idet ΤΗ’ er nedfældet vinkelret paa Diameteren ΧΥ’. ἈΒεφι]- 
tanten af den normale og den forskydende Spænding paa 
Snittet OX' har Størrelsen TX', og ligeledes angiver TY 
Størrelsen af den skraat rettede Spænding paa Snittet ΟΥ’: til 
Bestemmelsen af Retningen af disse Spændinger i Forhold til 
Snittene skulle vi komme tilbage nedenfor, og med det samme 
skulle vi faa et Kendetegn paa, om Punktet T skal afsættes 
ud til den ene eller den anden Side af OY. 

Idet Forskydningsspændingen altsaa maales som den 
vinkelrette Afstand fra T til den bevægelige Diameter XY, 
bliver den aabenbart Nul, naar X'Y' falder i MT; de til- 
svarende Snit ΟΙ og O2 ere kun paavirkede af Normalspæn- 
dinger, og disses Størrelser ere givne ved ΤΙ og T2. Ti ses 
at være den absolut største, 72 den mindste Værdi, Spændingen 
i noget Snit kan antage; Οἱ og 02 kaldes Hovedsnittene, Τί 
og T2 Hovedspændingerne. Forskydningsspændingen antager 
sin største Værdi (= MT), naar X'Y' er vinkelret paa MT; de 
tilsvarende Snitretninger halvere Vinklerne mellem Hoved- 
snittene. Der findes i Fig. 177 intet Snit, hvor Normalspæn- 
dingen bliver Nul; Summen af Normalspændingerne i to paa 
hinanden vinkelrette Snit er konstant. 

Analogien mellem Momenter af 2den Orden og Spæn- 
dinger gaar imidlertid endnu videre. I Fig. 178, Pl. 19, er 
Resultanten OC af Spændingerne σι og τιν paa Snittet OB op- 
løst efter den vilkaarlige Retning OD og efter Snittet, altsaa i 
Komposanterne OD og DC. Idet OD danner Vinklen & med 
OB, haves: 


DC = Try —cotw. 01, 


og dette Udtryk er ganske analogt med det for Centrifugal- 
momentet om de skævvinklede Axer OD og OB [sammenlign 
& 12, Ligning (9), paa en konstant Faktor cosecw nær. Nu 
er det imidlertid bekendt, at Centrifugalmomentet om et Par 
vilkaarlige, skævvinklede Axer let bestemmes ved Lands Kon- 
struktion, og navnlig erindres det, at man finder saadanne 
Axer, om hvilke dette Centrifugalmoment er Nul, ved at for- 
binde Punktet O med Endepunkterne af Korder gennem Τ 
(Fig. 177, Pl. 20, eller Fig. 36, Pl. 5). Naar CD (Fig. 178) 
bliver Nul, falder OD ud ad Spændingen OC's Retning, og 
man maa derfor kunne bestemme den til et vilkaarligt Snit 
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OX' svarende Spændingsretning OL (Fig. 177) ved αἱ trække 
Korden X'TL. Omvendt svarer naturligvis til Snitretningen 
OL Spændingsretningen OX'. Herved kan det ogsaa let af- 
gøres, om Punktet T i Fig. 177 skal afsættes til den ene eller 
den anden Side af OY. Ved den angivne Konstruktion finder 
man nemlig, at Spændingens Retning for Snittet OX er OT 
(Korden X'TL og Linien OL falde her sammen i OT). Linien 
OT angiver, som ovenfor vist, ogsaa Størrelsen af Spændingen 
paa OX, saa vi for dette Snit faa baade Størrelse og Retning 
angivne ved samme Linie. Da man kender baade σ, og τεμ, 
ser man altsaa let, om τ skal ligge til højre eller til venstre 
for OY; i Fig. 177 er T's Beliggenhed saaledes, at det passer 
med Forholdene i Fig. 176. 

I Fig. 177 ligger T indenfor Cirklen, og alle Normal- 
spændinger have da samme Fortegn. Hvis T derimod falder 
udenfor Cirklen som i Fig. 179, Pl. 20, hvor de givne σε, σι 
og Tzy ere afsatte ganske som ovenfor, men hvor σ, og σι have 
modsat Fortegn, kan Fortegnet for Normalspændingen skifte 
med Snitretningen. I OX' og OY' have Normalspændingerne 
modsat Fortegn, i OX" og ΟΥ’ have de derimod faaet 
samme Tegn. Overgangen sker i de to Snit OD; medens det 
variable Punkt X gennemløber Buen DYD, har Normal- 
spændingen i OX samme Fortegn som det givne σι. For 
Snittene OD er Normalspændingen Nul; Spændingen er altsaa 
alene en Forskydning og maa derfor falde i Snittets Retning. 
Dette stemmer ogsaa med den ovenfor angivne Konstruktion 
af sammenhørende Snit- og Spændingsretninger (OD ere Dobbelt- 
straaler i det involutoriske Liniebundt, der dannes af de nævnte 
Retninger). Hovedsnittene Οἱ og 02 bestemmes som ovenfor; 
de halvere Vinklerne mellem Straalerne OD. 

Da sammenhørende Snit- og Spændingsretninger bestemmes 
ved Korder gennem T, vil der i Almindelighed kun findes ét 
Par saadanne Retninger, der staa vinkelrette paa hinanden 
(Hovedsnittene); der kan kun findes flere Par, naar T falder i 
Cirklens Centrum M, og i saa Fald blive alle de nævnte 
sammenhørende Straaler vinkelrette paa hinanden; alle Snit 
blive kun paavirkede af Normalspændinger, og alle disse blive 
lige store, lig Cirklens Radius (Hydrostatik). 

Den angivne Konstruktion kan ogsaa anvendes til at finde 
Spændingerne i en ideal Jordmasse, bestaaende af uendelig 
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smaa ensartede Partikler, mellem hvilke der virker Spændinger 
paa samme Maade som i et fast Legeme — dog kun Tryk — 
og tillige Friktion. Da der ikke kan optræde Trækspændinger, 
er det Fig. 177, vi skulle bruge. Hvis Ligevægten i en saadan 
Jordmasse forstyrres, vil det ske derved, at der finder en 
Glidning Sted langs et eller andet Snit; Glideretningerne i det 
betragtede Punkt maa naturligvis være dem, for hvilke Vinklen 
mellem Spænding og Snit er mindst, og de bestemmes ved 
en Korde gennem T vinkelret paa Diameteren MT.  Glideret- 
ningerne ligge symmetrisk om Hovedsnittene. 

I det følgende faa vi Brug for et Udtryk for Størrelsen af | 
Hovedspændingerne σι = ΤΙ og σι =— T2. Man finder let af | 
Fig. 177 og 179: 


σι 
σι 


} = OMAMT -- 4 (0,4 0)) 4 VG OF, (10) 


Største Forskydningsspænding er lig MT, altsaa: 
Toax. — i (σι — 09). (41). 


Hovedsnittenes Retninger findes lettest af den oprindelige 
Ligning for 747%; Try == 0 giver nemlig: 


Pr ry 


tg 2a -- (42). 


σν — οι 


Vi have nu fundet Spændingerne i alle Snit gennem det 
betragtede Punkt. Vil man benytte den derved erhvervede 
Viden til at undersøge, i hvilket Snit Materialet bliver stærkest 
anstrengt, saa erindres det, at vi tidligere ere komne til det 
Resultat, at den største Anstrengelse maa findes dér, hvor den 
største Forlængelse eller Forkortelse optræder. Dette maa 
aabenbart være Tilfældet i et af Hovedsnittene, og vi kunne 
derfor nøjes med at undersøge Formforandringerne i Hoved- 
snittenes Retninger. 

Vi tænke os et uendelig lille kvadratisk Prisme med 
Sidefladerne i Hovedsnittenes Retninger skaaret ud omkring 
det betragtede Punkt. Dette Prisme er i Sidefladerne kun paa- 
virket af Normalspændingerne σι og 62, og vi have altsaa det 
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i 5 17 betragtede Tilfælde. Forlængelserne pr. Længdeenhed 
i de to Retninger blive: 
re σος μασ sm Øl 
Ε πι. ΡΕ) Ε πι Ε) 

hvor πι har Værdien 3—4. Απίαρες σι at være den numerisk 
største af de to Hovedspændinger, bliver & > &, saa 
Anstrengelsen bestemmes ved ει. Da det nu, som i ὃ 17 om- 
talt, er bekvemmere at regne med Spændinger end med For- 
længelser, bestemme vi en »ideel Spænding« σι, der vilde være 
i Stand til at frembringe Forlængelsen δι, hvis den virkede 
alene, hvorved vi faa σι = Ε. ει, altsaa: 


1 
σι = σι --- — 6, 
i 1 πι 


το (ο, γ- σι) + ως va Fakta, (48). 


Ved Dimensionsbestemmelser maa man sørge for, at σι 
ikke bliver større end den tilladelige Fiberpaavirkning. Med 
m — 4 faar man: 


σι = σι--- {σι — å (σ,-ἰ- σι) + å V(02 — σι)’ + 4τὰρ, (43 a). 


hvilken Værdi vi ville benytte i det følgende. 
Naar der slet ingen Normalspændinger virker (6, = σι = 0), 
giver (43): σι - mt Try; hvis man heri erstatter σι og 


των med de tilladelige EM Rage r og f, faar man den " 


bekendte Relation: f = .r (8 20), som dog kun er 


πας πώ 
rigtig for et homogent Materiale, der følger Hooke's Lov. Naar 
disse Forudsætninger ikke ere opfyldte, kan man muligvis ved 
Forsøg bestemme Forholdet mellem de tilladelige Paavirk- 


ninger r og f, og hvis man da ikke just kommer til For- 





holdet τ = mæt .f, kan man sætte r = a, mf : .f, hvor 


a altsaa er en Erfaringskoefficient, og man maa da ogsaa ind- 
føre denne i (43), hvilket ifølge Bach %) kan gøres saaledes: 


+) Elasticitåt und Festigkeit, 2te Aufl., S. 271. 
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δαν] less RE 
σι -- ο (6, + σι) + mf! γ{ο, -ᾱ- σι)’ + 4 (ar-,)'. 





I det følgende ville vi som Regel ikke medtage & i Form- 
lerne (sætte a = 1), men i specielle Tilfælde kan man blive 
nødt dertil. 

Inden vi gaa over 'til de mere komplicerede Tilfælde, — 
det er særligt for dem, at ovenstaaende Udvikling faar praktisk 
Betydning, — skulle vi kort undersøge et Par simplere. 

1. Paavirkning af en prismatisk Stang til Træk eller Tryk 
alene i Længderetningen. Stangens Normalsnit er da alene 
paavirket af en Normalspænding, det er altsaa det ene Hoved- 
snit; det andet Hovedsnit er følgelig parallelt med Prismets 
Kanter, og her er baade Normal- og Forskydningsspænding 
Nul. Den grafiske Konstruktion faar da det i Fig. 180, Pl. 20, 
viste Udseende; Cirklens Diameter er OY = σι, og Punktet Τ 
falder i Y. Spændingerne i de forskellige Snit gennem Ο kunne 
nu konstrueres som sædvanligt; største Forskydningsspænding 
er ligesom ovenfor lig MT, og det vil her sige lig σι. Denne 
Forskydningsspænding optræder i to Snit, der danne 45? med 
Hovedaxerne. Det hele stemmer med, hvad der er udviklet 
i 5 20. ; 

2. Et retvinklet Parallelopipedum, der i sine fire Sideflader 
kun er paavirket af Forskydningsspændinger (ren Forskydning). 
I Fig. 177 fandtes der intet Snit, hvor Normalspændingen blev 
Nul, saaledes som det her forlanges i Parallelopipedets Side- 
flader; i Fig. 179 havde derimod de to Snit OD denne Egen- 

" skab, men de staa ikke vinkelret paa hinanden. For at dette 
sidste skal blive muligt, maa Korden DD være en Diameter, 
og dette medfører enten, at T skal ligge uendelig fjernt, medens 
Cirklen beholder en endelig Størrelse, — men dertil fordres 
uendelig store Forskydningsspændinger, saa dette Tilfælde har 
ingen Betydning, — eller at T bliver liggende, medens Cirklen 
svinder ind til et Punkt (0), og det Tilfælde indtræder, naar 
σ, = --σι. Ved i Fig. 179 at tænke sig Cirklen svindende 
ind til et Punkt vil man se, at de Snit OD, i hvilke der kun 
optræder Forskydningsspændinger, falde sammen med de Snit, 
— bestemte ved en Diameter vinkelret paa MT, — i hvilke 
Forskydningsspændingen bliver Maximum, og disse Snit halvere 
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som sædvanligt Vinklen mellem Hovedsnittene. Da σ, -|-σν — 
σι + σ., haves her: σι = — 02, og ifølge (41) altsaa: 


σι π — σι = ταις, 


hvilket ogsaa indses direkte ved αἱ lade Cirklen svinde ind. 
Den ideelle Spænding bliver: 
m—1 


GG — σι — me -- πι ο πκαν 


og hvis den ideelle Spænding ikke maa overskride den tilladelige 
Værdi r, findes den højeste tilladelige Værdi f af Forskydnings- 
spændingen at være 


m 
Tmax. f— mFi' 


stemmende med Resultatet i & 20. 

3. I de Anvendelser, vi i det følgende skulle betragte 
nærmere, vil som Regel den ene af Normalspændingerne σ, eller 
ση være Nul, I saa Fald ligger T altid udenfor Cirklen, og 
der vil derfor altid være Træk i nogle Snit, Tryk i andre, og 
navnlig ville Hovedspændingerne altid have modsat Fortegn; 





Ty 


den ideelle Spænding bliver altsaa numerisk lig σι + i σι. 
Sætte vi i Formlerne (40), (42) og (43) σι = 0, findes: 


σι. γα, +VETF FE, (44), 
2 
tg2a = —2. ον, (45). 
—1 ας νε 
σιπ- ml ον -- ως. «σι ME] ος Ἐ εν. (46) 


Af (44) udledes den i Fig. 181, Pl. 20, angivne simple 
Konstruktion af Hovedspændingernes Størrelse. 


& 68. Bøjning og Forskydning. Som bekendt er 
Bøjningen næsten altid ledsaget af en Forskydning. I 5 38 
have vi fundet Forskydningsspændingens Størrelse i de for- 
skellige Punkter af Tværsnittet, og vi saa der, at den var Nul 
i de yderste Fibre, saa det var for saa vidt rigtigt, at man ved 
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Dimensionsbestemmelsen kunde lade Normalspændingen πας 
den tilladelige Grænse uden at tage noget som helst Hensyn 
til Forskydningen. En nødvendig Forudsætning var det saa 
dog, at Normalspænding og Forskydning tilsammen ikke frem- 
bragte en større Paavirkning i noget andet Punkt af Tvær- 
snittet. Dette Spørgsmaal skal nu undersøges lidt nærmere, 
og samtidig skal det vises, hvorledes man finder den resul- 
terende Paavirkning i hvert Punkt. 

For at kunne anvende Resultaterne fra forrige Paragraf 
maa man kende Spændingerne i to paa hinanden vinkelrette 
Snit gennem det betragtede Punkt, og saadanne Snit ere lette 
at angive her. 1 Bjælkens Tværsnit ere Normalspændingerne 
givne ved Formlen: Ἶ 


ære 
2 7-4 


Forskydningsspændingerne ved (5 38): 


i et Snit parallelt med den neutrale Flade have Forskydnings- 
spændingerne samme Størrelse, medens Normalspændingerne 
som Regel ere Nul. Man kan nu beregne Hovedspændingerne 
og den ideelle Spænding ved (44) og (46) for alle Tværsnittets 
Punkter, men i de fleste Tilfælde bliver en Beregning temmelig 
besværlig. Vi ville derfor først vise, hvorledes man ved grafisk 
Konstruktion kan naa Maalet for et vilkaarligt Tværsnit. 

I Fig. 182, Pl. 20, er der konstrueret Hovedspændinger 
og ideelle Spændinger for et Tværsnit i en Jærnbaneskinne, 
der er paavirket af et bøjende Moment M — 10013. og en 
Transversalkraft Q = 7,0!«. I Fig. 108, Pl. 11, ere Forskyd- 
ningsspændingerne i Tværsnittets forskellige Punkter konstru- 
erede netop for den samme Skinne og samme Transversal- 
kraft; r-Kurven er derfor direkte overført fra Fig. 108, og der 
er intet nyt at tilføje angaaende den her. Normalspændingerne 
ere fremstillede som Ordinater til en ret Linie, 6,-Kurven, 
der er bestemt derved, at 6, -- 0 i Tyngdepunktet, 08 
6, -- ος. «6 = 690 kg./cm.2 i de øverste Fibre, idet man 


nemlig har I = 990%" (fundet i Fig. 26, Pl. 4) og e = 6,5". 
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1 Fig. 182 er 6, = 690 κρ./ απ. afsat paa Figurens øverste 
vandrette Linie efter samme Maalestok for Spændinger som 
den, hvorefter r-Kurven er funden; Maalestokken findes tegnet 
nederst i Figuren, For lettere at kunne benytte Konstruk- 
tionen i Fig. 181, Pl. 20, er der tegnet en Linie, hvis Ordinater 
ere 16,, hvorefter σι og σι ere fundne for alle Skillelinierne 
mellem de Strimler, hvori Profilet er delt; Konstruktionen er 
kun vist for Punkt 6: Ordinaten til r-Kurven er svinget op om 
a til Stillingen ac, hvorefter en Cirkel gennem c med Centrum 
b paa Linien 6 afskærer σι og 062. I Virkeligheden tegner man 
naturligvis ikke Cirklerne og Linien be, men mærker blot 
Punkterne med Passerspidsen. Endelig er der tegnet Kurverne, 
der angive de ideelle Spændinger, som numerisk blive σι + 40, 
eller 62 + 40,. 

Man ser i Fig. 182, at den ideelle Spænding i Punkterne 6 
og 10 naar et Maximum, der er større end største Normal- 
spænding. For I-formede og lignende Profiler vil 6;-Kurven 
altid have saadanne Maximumspunkter ved Overgangen fra 
Hoved til Krop og fra Fod til Krop, idet Forskydningsspæn- 
dingerne her voxe meget pludseligt, men det vil kun sjældent 
indtræffe, at Maximumsordinaten er større end σι (= σι) for de 
yderste Fibre. For at dette skal blive Tilfældet, maa nemlig 
Forskydningsspændingerne være meget store, større end de sæd- 
vanligvis ere, og man ser ogsaa let, at Forholdene i Fig. 182 
ere noget unormale. Hvis vi tænke os Skinnen simpelt under- 
støttet i to Endepunkter og paavirket af et Hjultryk i Midten, 
maa Hjultrykket være 14%, for at Transversalkraften skal 
kunne naa Størrelsen 7'-, og naar største Moment, hvorefter 
Dimensionerne jo bestemmes, samtidig ikke skal være mere 
end 1,05':+=, maa Længden mellem Understøtningerne kun 
være 30% (1.14.0,3 — 1,05). I Virkeligheden er nu Hjul- 
trykket kun ca. 7! og Længden mellem Understøtningerne 
vel mindst ca. 90%, hvorved 6,-Kurvens Ordinater vilde blive 
3 Gange saa store som t-Kurvens, og i saa Fald vilde Ordi- 
naterne til Maximumspunkterne i 6;-Kurven blive betydelig 
mindre end πιαχ.σ, (i de yderste Fibre). — For Bjælker, der 
ere indspændte i den ene Ende, fri i den anden, vil det ganske 
vist lettere kunne hænde, at Forskydningsspændingerne blive 
forholdsvis store, men selv her fordres der en meget kort 
Bjælke og meget stor Belastning, for at den sædvanlige Di- 
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mensioneringsmethode skal blive urigtig. I alle almindeligt 
forekommende Tilfælde kan man derfor godt bestemrame Dimen- 
sionerne efter de største Normalspændinger alene, uden Hensyn 
til Forskydningsspændingerne. Et Par Undtagelser nævnes 
nedenfor. Denne Regel kan naturligvis lettest føre til fejl- 
agtige Resultater ved I-formede og lignende Tværsnit med 
meget tynd Krop, hvor Forskydningsspændingen bliver stor, 
Vil man i et forefaldende Tilfælde undersøge Sagen lidt nær- 
mere, hvad dog meget sjældent vil være Umagen værd, behøver 
man ikke at gennemføre hele Konstruktionen i Fig. 182, men 
kan nøjes med at finde den ideelle Spænding i de Punkter, 
hvor Tværsnittets Bredde pludseligt antager en anden Størrelse, 
altsaa ved Overgangen fra Flange "til Krop, og man anvender 
i saa Fald simplest en Beregning ved Hjælp af (44) og (46). 

I enkelte Tilfælde kan man dog ikke følge den angivne 
Regel, f. Ex. ikke ved Bjælker, hvis Tværsnit varierer saaledes, 
at største Fiberpaavirkning er konstant (& 37). Hvis man her 
kun tager Hensyn til Normalspændingerne, faar man, at Tvær- 
snittet skal svinde ind til Nul i de Punkter, hvor Momentet 
er Nul, altsaa f. Ex. i Understøtningspunkterne for simpelt 
understøttede Bjælker ο. 1.; men i saadanne Punkter er 
Transversalkraften ikke Nul, og man vil forstaa, at det i selve 
disse Punkter bliver Forskydningsspændingen alene, der skal 
bestemme Dimensionerne, og paa et Stykke i Nærheden bliver 
det den ideelle Spænding, først længere borte Normalspæn- 
dingen alene. 

Af ovenstaaende almindelige Undersøgelse vil det være 
klart, at det kun er ved meget smaa Bjælkelængder, man kan 
begaa nogen væsentlig Fejl ved at regne med Bøjningen alene 
uden Hensyn til Forskydningen. Meget smaa Bjælkelængder 
forekomme imidlertid kun i specielle Tilfælde, og der vil da 
altid kun være Tale om simple Tværsnitsformer som et Rekt- 
angel eller en Cirkel (f. Ex. ved Kile- eller Bolteforbindelser). 
Vi ville se lidt nærmere paa disse to Tværsnit, idet vi tænke 
os dem anvendte for Bjælker, der ere indspændte i den ene 
Ende og i den anden, frie Ende paavirkede af en Enkeltkraft P. 

Rektangel med Sider b og h, Bjælkelængde I. Største Mo- 
ment er Β, 1, Transversalkraften er P; altsaa haves: 


ο Pl 
z ble" I 
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>g ifølge $ 38 (5. 169): 


το -- 35 ᾗι-- (ϱ)]- 


Ved Indsættelse heraf i (46) faas επ Formel, hvoraf man 
for et givet h:l kan beregne den ideelle Spænding i en Række 
Tværsnitspunkter i forskellig Afstand y fra den neutrale Axe. 

Fra den almindelige Undersøgelse ovenfor vides det, at 
man, naar I: h er stor, skal bestemme Dimensionerne ved at 
tage Hensyn til Bøjningen alene, altsaa ved 


max. 6, --- æ P, 


zen 
1bh? 
idet r er den tilladelige Fiberpaavirkning til Træk eller Tryk. 
For meget smaa Værdier af I: h skal man derimod regne med 
Forskydningen alene, altsaa sætte: 


P 
max. Tyy — τι -- {, 


hvor f er den tilladelige Paavirkning til Forskydning. Af disse 

to Udtryk faar man med f— år: å 
bhr «- ER og bhr = 198, 

og for at man skal faa samme Dimensioner i de to Tilfælde, 

maa man have: 


z = gg -- 0,31. 


For denne specielle Værdi af /: h har man nu ganske vist 
en ideel Spænding r baade i de yderste Fibre og inde i den 
neutrale Axe, men for mellemliggende Punkter faar man dels 
mindre, dels større Værdier af σι, og Dimensionerne burde 
egentlig bestemmes efter det største σι. Hvis man imidlertid 
for I: h = 0,31 beregner σι i nogle Punkter i forskellig Afstand 
fra den neutrale Axe, finder man, at det største σι kun er 
4—5 %o større end r%). Man kan derfor i Praxis nøjagtigt nok 
for l:h > 0,31 regne med Bøjningen alene, for l:h< 0,31 
med Forskydningen alene. Dette Resultat gælder naturligvis 


%) Bach: Elasticitåt und Festigkeit, 2te Aufi., S. 292. 
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kun for den forudsatte Belastnings- og Understøtningsmaade. 
men man kan deraf slutte sig til lignende Regler for andre 
Tilfælde; en Bjælke med to simple Understøtninger og paa 
virket af en Enkeltkraft i Midten forholder sig saaledes ganske, 
som om den var indspændt i Midten, fri ved Enderne og her 
paavirket af Reaktionerne. | 

Cirkel med Diameter d, Bjælkelængde £ Største Momen! 
og Transversalkraft ere de samme som ovenfor; altsaa haves: | 


Pi Ρ (df — gt 
ae δν τν TR mæ 
eller hvis man her, hvor Periferien er en kontinuerlig krumme | 
Kurve, tager Forskydningsspændingen ude ved Overfladen 
sLigning (37) i S 38: 

DØRE ret 5 
jad” id 


ο,” 


Ρ 
Try = å. sink Br Bree: 
efter Indsættelse heraf i 46 kunne de ideelle Spændingtr 
beregnes. 
Naar man regner med Bøjningen alene, bestemmes Dix 
” meteren af: 


πιαλ. σα ir r 

λσπ . ο πες 
g ELLE 

tages alene Hensyn til Forskydningen faas. 
P 

mal ει π- { : — f. 

: ον ντ. É 


For at man såal åta de savne Diunemsiwner i begge Til- 
fælde, maa man med " — i» have 
== Mr AI. 
7 αᾱ- nær mm ganske vist den 
ο DENE midt mellem de yderste 
"Fe større emå 2%, men dennt 
ν. πα παν: πιω for T- ἆ > 02 
mer mens, Ὁς  ἕςς 4.3 med Forskyd- 








hare Tamar ni ονομα, er dur, S 3. 
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Ved Konstruktionen af Hovedspændingerne i forrige Para- 
sraf fandt vi tillige de Retninger, hvori de virke. Har man 
211 fundet disse Retninger i ét Punkt og derpaa, følgende en 
af dem, f. Ex. σι, gaar til det konsekutive Punkt og atter her 
>estemmer Retningen af σι, dernæst gaar videre i den nye 
Retning osv., saa vil man efterhaanden beskrive en Kurve, 
hvis Tangenter angive Retningen αξσι. Paa den Maade kan 
ΙΠ1Ώ konstruere to Systemer af Kurver, — Spændingstrajekto- 
ræer, — hvis Tangenter angive Retningerne af største og mindste 
Tryk; de skære hinanden orthogonalt. Paa samme Maade 
kunde man bestemme to Systemer af Kurver, hvis Tangenter 
angive Retningerne af de Snit, hvor Forskydningen naar sit 
Maximum; disse skære de foregaaendeunder 45”. Konstruktionen 
kan udføres ved i en Række Tværsnit at konstruere Retnin- 
gerne i nogle forskellige Punkter, hvorefter Kurverne kunne 
tegnes ind efter Øjemaal. 

Vil man danne sig et Begreb om Kurvernes almindelige 
Forløb, kan man benytte Ligning (45), som angiver Hoved- 
snittenes Retninger i Forhold til x-Axen. For en Bjælke, der 
er paavirket til Bøjning og Forskydning, have vi sat σι = 0; 
α--Αχεπ falder da i Tværsnittets Projektion, naar man ser 
Bjælken fra Siden, y-Axen i Bjælkens Længderetning. For 
Punkter, hvor σ, -- 0, altsaa i den neutrale Flade og i alle 
Punkter af de Tværsnit, hvor Momentet er Nul, haves Hoved- 
snittenes Retninger bestemte ved: 


αι) 450 

. ( 1955: 
for ταν — 0, altsaa i de yderste Fibre og i alle Punkter af de 
Tværsnit, hvor Transversalkraften er Nul, findes: 


αι κ... 0 
aj så ( 90, 

For en i den ene Ende indspændt Bjælke med ensformig 
Belastning faa Spændingstrajektorierne for Hovedsnittene et 
Udseende som vist i Fig. 183, Pl. 20. For T-formede Bjælker 
optager Kroppen som bekendt kun en ringe Del af Normal- 
spændingerne; Spændingstrajektorierne for en saadan Bjælke 
nærme sig derfor til rette Linier, der løbe tværs over hele 
Kroppen under 45?” med Længderetningen. I Hoved og Fod 


A. Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære. 27 
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ere derimod Forskydningsspændingerne meget smaa, hvorfor 
de nævnte rette Linier ved Overgangen fra Krop til Flange 
faa et skarpt Knæk, saa de foroven og forneden træffe Bjæl- 
kens Kentur under rette Vinkler. Den Figur, man. faar ved 
at indtegne disse Kurver, minder stærkt om en Giterdrager og 
tyder paa, at vore Gitterdragere ere rationelle Konstruktions- 
former. 


væ & Ἐν Bjælke med cirkulært Tværsnit er indspændt i den ene 
Rade og i de frie Endelisdes Trungieparkt paavirket af en Kraft P under 
49 med året Underseg, hvorledes Dimensionerne skulle bestemmes, naar 
T & kar antage Sorsåæidge Værilee: Beregr den omtrentlige Fejl, man begaar 
ved I nr Ἠκλέκς rn af tue Sens Si Normalspæmdingerne eller kun til 
Ram svikiigerees 


na ο Ἐν Ἑοθεανλοῦνα, hvurigemmem der skal overføres et Tryk pax 
NDA, Senere val et Churmerduik af 1572 Dinsmeter. gxaende gennem 
ως 2 & Sår 130 σελ Finder. af dvuikæ de æ der overføre Trykket 
i Futte, veilie et summen umnikrs de κ. der mnikuge Trykket fra Bolten. 
Mae ai Πο Uha aff πα surstæ Fiberpaavirkning i 
Suite, user dr Masitss "νὰ antages af virke sum em Frnåelkkraft midt i 
bt TSK SES SEN 


F ο, Bø rtrg og Υπ ἔαπιπα σετ holder 
eg οἱ del smerdtuirst uresvænmmig τ μπα væmdært eller 
οσο ας Troen, ze Saucen Jenseig sumplre end i 
Ssresaderdt Furs det man memiv ja Forhauæd kan an | 


amet ikek Porr. ἄν uele dræmiimz dilver størst  Nor- 
πεις κος ο 2 σα να mar sm sære Værdi i de 
ατανως Foam. αν να το bamosmut muissutte Furnier af Om- 
Srunet  FLans πολ το Fa ὉἙ σεπέσεπε er størst 
ar τά OM σας Ἠνσα νετ igesor I aile Ommkredsens 
ον τν det μον uenige Xrnsæmiins πως τ de Punkter. 






Bo ås + DD. Sera sata umnigk 
sæ sanne mu Jnumeste 4 zler οποίας 
ni Att omen τω τππωλςς ο παπα αν. mimæniig Di 
σι τη ος MIN fat Ὡς σπα mutere τι ef Ἀμίεπὸε 
νο, Ax ο stør he UL am om ἃ. πανκ Πωσπαηάσηση 
Fu Ἔδο 
Ni .T rer Inger 
, En Fa 
το may. æ mæ km ARS 
Ære 
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Μι, Μι . ᾱι 


MAX. τον — χε, max. Try == OH, 
Te ad? 187 (d? — d;) 


Naar man for Kortheds Skyld indfører Modstandsmo- 
mentet W: 


π (dt — ds) 
W=— παν; κ DERS 
1 


kan man for begge de betragtede Tværsnitsformer under ét 
skrive: 

Μι 

3W" 


Idet 6, = 0, faar man ved at indføre disse Værdier i (46): 


max. σ, Ξ-- πχ. Ty Ξ- 


Μι 
W? 


et ger), 


og Dimensionerne skulle nu bestemmes saaledes, at σι den 
tilladelige Paavirkning 7. I Almindelighed udfører man lettere 
Beregningen paa den Maade, at man bestemmer Størrelsen af 
det bøjende Moment M;, det ideelle Moment, der ved at virke 
alene kan frembringe samme Paavirkning σι som M, og Μι 
tilsammen. Μι er da bestemt ved: 


σι μ. αν, i 
altsaa M == πο αλ. στο VMET ME, (47) 
og med πι = 4: 
Μι = å Ms + 8 VM; + Mi, (47a) 


Efter denne Formel beregner eller konstruerer man M; og 
bestemmer dernæst som sædvanligt Dimensionerne ved Μι -- 
r. W. Fig. 184, ΡΙ. 20, viser en simpel Konstruktion af Μι. 

For et rektangulært Tværsnit, som ligeledes ikke sjældent 
forekommer, er Sagen ligesaa simpel, hvis det bøjende Moment 
virker i en Plan, der er parallel med de korte Sider. 
I saa Fald optræde nemlig max.6, og max.t,, samtidigt i 
Midtpunkterne af Rektanglets lange Sider (smlgn. 8 23). Be- 

27+ 
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regningen udføres ganske som ovenfor, idet max. Ἐ, er 
bekendt fra & 23. — Hvis derimod det bøjende Moment vir- 
ker i en Plan, parallel med Rektanglets lange Sider, ved man 
ikke paa Forhaand, i hvilket Punkt max. 6; skal søges. Da 
Forskydningsspændingerne ere størst ude ved Omkredsen, maa 
max. 6; dog findes her, og man kan derfor løse Opgaven for- 
søgsvis ved at beregne σι i en Række Punkter af Omkredsen. 
For at kunne udføre dette maa man kende Forskydningsspæn- 
dingen i Omkredsens forskellige Punkter, og da vi i $ 23 kun 
have angivet Hovedresultatet angaaende Vridning af et Prisme 
med rektangulært Tværsnit, anføres det her, at man kan 


regne"): ο 
αστμμ- (1. 


Μ, αλ 
τν ρα --(ᾖ |. 
hvor τι og τι ere Størrelserne af Forskydningsspændingerne i 
Siderne h og b, og hvor y og æ ere Afstandene fra Symmetri- 
axerne, maalte parallelt med Siderne h og b: 

Hvis der foruden Bøjning og Vridning optræder direkte 
Træk eller Tryk og Forskydning, adderer man først samtlige 
Normalspændinger for sig og samtlige Forskydningsspændinger 
for sig, førend man benytter (43) eller (46) til Beregning af de 
ideelle Spændinger. Principielt er der ikke noget nyt at til- 
føje, men da det som oftest ikke paa Forhaand er muligt at 
se, i hvilket Punkt den største ideelle Spænding vil optræde, 
blive Opgaver af denne Art let meget komplicerede. 


Opg. 44. En cirkulær Cylinder er indspændt i den ene Ende og i den 
frie Endeflade i Afstanden a fra Centrum paavirket af en Kraft P, hvis Ret- 
ningslinie danner en Vinkel paa 45” med Cylinderens Axe og projiceres paa 
Endefladen som Tangent til Cirklen med Radius a. Hvor optræder den 
største ideelle Spænding, og hvilken Indflydelse har Forholdet mellem d 
(Diameteren), ? (Længden) og a herpaa? 


5) Bach: Elasticitåt und Festigkeit, 2te Aufl., S. 173. Fåppl: Festigkeits- 
lehre, Leipzig, 1897, S. 331. 


FEMTE AFSNIT. 


Krumme Bjælker, Plader. 


5 70. Bøjning af plankrumme Stænger. Stangens 
Midtlinie ligger i en Plan, og alle de ydre Kræfter antages at 
virke i samme Plan; under Formforandringen maa Midtlinien 
da bevæge sig i sin egen Plan. Stangen antages symmetrisk 
om Midtliniens Plan. Et vilkaarligt Normalsnit vil i Alminde- 
lighed være paavirket af en Normalkraft N og et Moment M, 
muligvis tillige af en Forskydning, som vi dog se bort fra i 
det følgende. 

Hvis Normalkraften N virker alene og er ensformig fordelt 
over Tværsnittet, vil Formforandringen pr. Længdeenhed af de 
enkelte Fibre være den samme. Men naar vi (Fig. 185, Pl. 20) 
betragte det mellem to konsekutive Normalsnit liggende Stykke 
af Stangen, ses Fibrenes Længde at være forskellig, og da den 
absolute Længdeforandring er proportional med den oprinde- 
lige Længde, maa den hele Formforandring aabenbart bestaa 
i en Drejning om det oprindelige Krumningscentrum af det 
ene Tværsnit i Forhold til det andet. — Naar den i alle 
Punkter lige store Spænding kaldes σ, er Længdeforandringen i 
Midtlinien: 


og Tværsnittet drejes en Vinkel: 


4 ds σας 


σ N 
4 ἀφ -- -- ποτ — Er αφ. i (1). 





ο 
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Adø er επ meget lille Størrelse (for smedeligt Jærn er Ἔ { Ex 


højst ca. 77,4); i Sammenligning med den af det bøjende Μο- 
ment bevirkede Formforandring vil den derfor ofte være for- 
svindende. 

Hvis det bøjende Moment M virker alene, vil Formforan- 
dringen bestaa i en Drejning af det betragtede Tværsnit om 
den (foreløbig ubekendte) neutrale Axe, men den nærmere 
Beregning af Spændinger og Formforandringer kan først gen 
nemføres, naar man har indført visse Forudsætninger ligesom 
ved Behandlingen af retlinede Bjælker. Der forudsattes det, 
at Tværsnittene vedbleve at være plane, og dette medførte, at 
Spændingerne vare proportionale med Afstandene fra den neu- 
trale Axe, altsaa fremstillede ved Ordinaterne til en ret Linie; 
man kunde ligesaa godt have forudsat Spændingerne varierende 
som Ordinater til en ret Linie og vilde saa heraf have sluttet, 
at Tværsnittene holdt sig plane. Naar Bjælken imidlertid er 
krum, udelukke disse to Muligheder hinanden, som vi om et 
Øjeblik skulle se, og man maa derfor træffe et Valg, og da 
ingen af de to mulige Forudsætninger er exact, gælder det 
naturligvis om at vælge den, der viser bedst Overensstem- 
melse med Forsøgene. Af saadanne foreligger der foreløbig 
ikke ret mange, saa det kan være vanskeligt at træffe den 
rette Afgørelse; her ville vi med Fåppl%) gaa ud fra, at Spæn- 
dingerne fordele sig efter en ret Linie, hvilket fører til de simp- 
leste Beregninger, — Behandlingen under Forudsæining af plane 
Tværsnit bliver saa omstændelig, at den dog aldrig anvendes 
i Praxis, — men vi skulle ganske kort antyde Gangen 1 Be- 


”) Det har i lang Tid været den enstemmige Anskuelse, at man burde 
gaa ud fra Forudsætningen om de plane Tværsnit (se f. Ex. Grashkof: 
Theorie der Elasticitåt und Festigkeit, Berlin 1878, S. 252, Bach: Ela- 
sticitåt und Festigkeit, 2te Aufl., $. 315, Melan i Handb. d. Ingenieur- 
wissenschaften, Bd. II, Abth. 4, Leipzig 1888, ο. 5. v.). For nylig har 
imidlertid Fåppl (i Centralbl, d. Bauverwaltung, 1896, 5. 490, og i sin 
Festigkeitslehre, Leipzig, 1897, 5. 196 ο. f.) hævdet de to Forudsæt- 
ningers Ligeberettigelse a priori og paavist, at Forudsætningen om 
Spændingsfordeling efter en ret Linie stemmer mindst lige saa godt 
med de faa foreliggende Forsøg som den om de plane Tværsnit, eller 
snarest bedre, og han stiller en Meddelelse om flere egue Forsøg, der 
pege i samme Retning, i Udsigt. 
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egningen ogsaa med plane Tværsnit som Udgangspunkt, 
»avnlig for at gøre det klart, hvorledes Forskellen egentlig viser sig. 

Foreløbig Undersøgelse under Forudsætning af, at Tværsnit- 
'ene holde sig plane. I Fig. 186, Pl. 20, er A,A,B/B, et Ele- 
ment af Stangen, begrænset af to konsekutive Tværsnit, der 
skære hinanden i det oprindelige Krumningscentrum Ου. Det 
bøjende Moments Virkning bestaar i en Drejning af. Tværsnittet 
ΑοΑο i Forhold til B/B, hen til Stillingen AA, der skærer B.B, 
i det nye Krumningscentrum O; Drejningen er foregaaet om 
den neutrale Axe C, som viser sig ikke at falde i Stangens 
Midtlinie MM. Gennem C lægges en Parallelkurve CC til MM, 
og dens oprindelige Krumningsradius 0,C kaldes r,, Krum- 
ningsradius efter Bøjningen, OC, kaldes r. Fiberelementet i 
Afstanden u fra den neutrale Axe C har en oprindelig Længde: 


ds, = (r,+ y) dp 
og faar ved Bøjningen en Længdetilvæxt: 
Ads, = y. 4ἀφ. 
Herved findes Spændingen 6, i dette Fiberelement: 


6, — Edd κ 0 «άφ 
ώ το εν Toby" αφ 
Nu fordres der til Ligevægt, at Summen af de indre 
Kræfter 6,.dF paa de enkelte Arealelementer dF skal være 
Nul, og at de samme Kræfters Moment med Hensyn til den 
neutrale Axe skal være lig de ydre Kræfters Moment M om 
samme Αχε; dette giver: 





egt y 
dF = E-Z99Å V 4p — 0, 
lø, νετ (α) 
2 
og M— fo, vår -- E. Ge) ar, 
eller: ιν LN før. —— dF. (5) 
το ἂφ 1+4 
To 


Ligning (a) tjener til Bestemmelse af den neutrale Axes 
Beliggenhed; man ser, at den ikke gaar gennem Tværsnittets 
Tyngdepunkt. I Ligning (b) er Integralet aabenbart i nær Fa- 
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milie med Tværsnittets Inertimoment om den neutrale Άτε: 
indføres Betegnelsen: 





'g -ῄ : dF, 
πρ: 
Ta 
finder man: 
Le ARNE 
Ρο αφ Er ie 
hvorved Udtrykket {οι Spændingen bliver: 
σι π- me δν τα (σι 
να 


Spændingerne ere fremstillede som Ordinater til επ Hy- 
perbel. 

Af Ligning (c) kan Vinkeldrejningen for et endeligt Stykke 
af den krumme Bjælke findes ved Integration; idet man (Fig. 
186) har: 


το, dø --- r (dø + «4άφ), 


Ade  ro—r 
dø É 


, 


kan Ligning (c) ogsaa skrives: 


1 1 M 
ον = οσο le) 

r Ρο ΕΙ’ 

hvoraf man, hvis man vilde gaa videre, kunde udlede Difie 

rentialligningen for den neutrale Linie CC efter Bøjningen. 


Hvis TAS ος en forsvindende Størrelse, altsaa hvis 
der er Tale om en svagt krummet Bjælke med smaa Di- 
mensioner af Tværsnittet i Krumningens Plan, falde Form- 
lerne (a) og (d) sammen med de tilsvarende for lige Bjælker: 
den neutrale Axe gaar da gennem Tværsnittets Tyngdepunkt, 
I' bliver til det sædvanlige Inertimoment, og Spændingerne 
variere som Ordinaterne til en ret Linie; 17, og r blive til 
Krumningsradierne 9, og ϱ for Midtlinien. For at give οἱ Be 
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reb om, hvor lille Størrelsen Eng -- . hvor h betegner 
0 9 

”værsnittets Højde i Krumningsradiens Retning, skal være, 

or at man skal kunne betragte den som forsvindende, an- 

øres her efter Bach>) nogle Tal: 


rn:h= 1, 2, 3, 4, 
Rektangulært Tværsnit: Π.Ι —= 1,18, 1,04, 1,02, 1,01; 
Cirkel eller Ellipse: T:I = 1,15, 1,03, 1,02, 1,01. 


Forskellen mellem Ι’ og I er altsaa temmelig forsvindende, 
naar mr4:h ikke er meget lille; men de ved Ligning (d) be- 
regnede Spændinger kunne dog paa Grund af den sidste Faktor 
afvige meget betydeligt fra dem, man vilde faa ved at regne 
med Formlerne for lige Bjælker. For en opskaaren Ring med 
cirkulært Tværsnit, paavirket af et Træk i to diametralt mod- 
satte Punkter, beregner Bach saaledes, at 


for n:h -- 1, 2, 3, 4, 
er største Trækspænding efter (d): 74%, 29%, 18%, 13 %0, 


større end den, man vilde finde ved Formlerne for lige Bjælker. 
For nogenlunde smaa Værdier af το: h, saaledes som de fore- 
komme ved Krankroge, Kædeled ο. 1., er der altsaa en betyde- 
lig Forskel paa de Spændinger, man finder efter Ligning (d) 
og efter Formlerne for lige Bjælker; Forskellen er i alt Fald 
saa stor, at man nogenlunde let ved Forsøg maa kunne efter- 
vise, hvilken Methode der er rigtigst. Saasnart r,:h derimod 
kommer op til saadanne Værdier som 8—10, er Forskellen 
ganske forsvindende. 

Hvis Normalkraft og Moment virke paa én Gang, kan 
man ikke, naar man gaar ud fra de plane Tværsnit, ligefrem 
addere de fra hver Aarsag for sig hidrørende Spændinger; 
man maa derfor foretage en ny Udvikling, som bliver temme- 
lig kompliceret, men vi skulle ikke komme nærmere ind 
herpaa. 

Vi ville nu gaa ud fra, at Spændingerne variere som Or- 
dinater til en ret Linie, Naar man sætter σι, = C.y og op- 
skriver de sædvanlige Ligevægtsbetingelser, idet der kun tænkes 


%) Elasticitåt und Festigkeit, 2te Aufl. S, 324 ο. f., Noten. 
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paa Paavirkning ved et bøjende Moment M. findes selvfølgelig, 
af dem neutrale Axe gaar gennem Tyngdepunktet, og ived 


Momentligningen; at C --Ἱ- saa at Spændingerne fra Mo 


mentet alene ere givne ved: 
ί M 
σ,--[-0- 


Hvis man vil bestemme Tværsnittets Form efter Bøjningen, 
haves dertil, at Fiberelementet i Afstanden ῃ fra Midtlinien og 
med den oprindelige Længde ds, forlænges et Stykke: 


M 
Ads, -- E- ds, -- ΕΙ: Y- ἀπ: 
idet Længden af Elementet MM af Midtlinien (se Fig. 186, 
hvør C og M tænkes faldne sammen) er ds, har man: 


ds, — ds+ I ds, 
FN 


hvorved 
4 dsy = ΕΙ ar (1 + = 1) gås. 


Forlængelserne «4 ds, ere altsaa ikke ligefrem proportionale 
med Afstandene y, saa hvis Tværsnittet er plant før Bøjningen, 
kan det ikke være plant efter Bøjningen. Man kan derfor ikke 
tale om en bestemt Drejning af Tværsnittet som et Hele, idet 
de forskellige Elementer deraf ville drejes forskellige Vinkler. 
Ved Drejningen af Tværsnittet ville vi imidlertid i det følgende 
forstaa Drejningen af Tværsnitselementet i Midtlinien, hvilket 
er det samme som Ændringen af Vinklen mellem to konsekutive 
Tangenter til Midtlinien, og idet Ads, og y kunne betragtes 
som Koordinater til den Kurve, hvori det deformerede Tvær- 
snit skærer Symmetriplanen, maa denne Vinkeldrejning være: 





4 dø 





d(4 ES M 
[ά εν ΕΙ ds. (2). 


Vi have hidtil behandlet Virkningen af Moment og Normal- 
kraft hver for sig; men naar Spændingerne variere som 
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Irdinater til en ret Linie, kunne Virkningerne ligefrem adderes. 
Jen resulterende Spænding bliver altsaa: 


σ-- SX + sd y- (3). 


I Ligning (1) have vi et Udtryk for den af Normalkraften 
J»evirkede Ændring af Vinklen mellem to konsekutive Tan- 
genter, Ligning (2) giver den tilsvarende Størrelse for Momentet; 
len hele Vinkeldrejning af Elementet er derfor: 


N M 
Ade = Er Y + ΕΙ ds; (4). 


heri er, Som det fremgaar af Fig. 185 og 186, N regnet positiv 
for Træk, M, naar det bevirker Træk paa den konvexe Side 
af den krumne Bjælke, og 4άφ er da en Drejning, hvorved 
Krumningen forøges. 

Ændringen af Vinklen mellem Tangenterne i to Punkter 
Αο og Αι i endelig Afstand fra hinanden, Fig. 187, Pl. 21, 
bliver nu: 


EN 
IN M 
4 EVE aa | αγ ds. (5). 
== lp, EF ds, EI 
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Vi ville til Slut beregne Ændringerne πι og πι af 
Koordinaterne αι, y, til et Punkt Αι (Fig. 187), naar Punktet 
A, med Koordinaterne %,, yo ligger stille. Flytningen af Punktet 
Αι hidrører dels fra, at de enkelte Bueelementer ds paa Stræk- 
ningen Å4A; faa Længdetilvæxten Ads, dels fra at de drejes 
Vinklen dø. Vi tænke os nu, at kun Elementet BB, med 
Koordinaterne æ, y forlænges og drejes, og ville søge Virkningen 
heraf paa Punktet A,. 

Naar der ikke sker andet, end at BB, faar en Længde- 
tilvæxt Ads, hvorved B, forskydes i Retning af BB,, vil Αι 
forskydes det samme Stykke og i samme Retning.  Koordi- 
naterne til Αι faa derfor Tilvæxterné: 


Γ 
α(άαι) = «49. οο5φ -- MÅ dæ, d(Ay,) = Ads.sinp -- bp d. 


Hvis dernæst det eneste, der foregaar, er, at BB, drejes 
Vinklen 4άφ, saa vil hele Buestykket ΒιΑι drejes den samme 
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Vinkel, og Αι vil altsaa gennemløbe en Cirkelbue med Radius 
BA, = I; denne Bues Længde er /. 4ἀφ, og idet Linien BA, 
danner Vinklen a med x-Axen, [πας ved Projektion de heraf 
følgende Ændringer i Koordinaterne til Αι: 


d (Ax) = I. Adp.sina Ξ- (y, — y). 4αφ, 
(409) -- — 1. 4ἀφ.εοδα -- — (7; — ax). Adø, 


hvor Værdien af Adø indføres fra (4). 
Ved Addition af de to Enkeltvirkninger og Integration fra | 
Ao til Αι findes endelig de resulterende Koordinatændringer: 


vr (φ 8ι 
Ν IN M 
ax, =Å fede + Å Βινς ἶ 7; {μι-- y) ds, (6). 
i dr, EF de, FF vs, El 
y Pr 8ι 
dy -- | RE dy mi Ἔρίαι--α) -- må (αι---α) ds. (7). 
"Ho væ, . 50 


Baade i disse Formler og i Ligning (6) er det sidste Led 
langt det største; i mange praktiske Anvendelser medtager 
man derfor kun sidste Led. 

Εωεπιρεῖ 1. En cirkulær Ring er i to diametralt modsatte 
Punkter paavirket af to lige store, modsat rettede Kræfter P 
(Fig. 188, Pl 21). 

Hvis man lægger et vilkaarligt Normalsnit, vil dette i 
Almindelighed være paavirket af en central Normalkraft N, et 
Moment M og en Forskydning Q. Naar man kender disse tre 
Størrelser i et vilkaarligt Snit, kan man finde Paavirkningen 
i et hvilket som helst andet Snit ved at opskrive de tre Lige- 
vægtsbetingelser for Stykket af Ringen mellem Snittene; men 
man kan ikke ved de statiske Ligevægtsbetingelser alene finde 
N, M og Q i noget Snit til at begynde med, Ringen er et 
statisk ubestemt System. Man maa derfor tage Formfor- 
andringerne til Hjælp, ligesom vi tidligere have gjort for 
statisk ubestemte, lige Bjælker. Her ses det nu let, hvorledes 
man skal skaffe de tre manglende Betingelsesligninger: hvis 
man tænker sig Ringen overskaaren paa et enkelt Sted, maa 
de to derved fremkomne frie Ender hverken drejes eller for- 
skydes i Forhold til hinanden; naar man altsaa tænker sig 
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den ene Ende holdt fast (indspændt), skal «φϕι, «πι og 4 
for den anden Ende være Nul. 

I det her specielt betragtede Tilfælde kan man imidlertid 
ved Hjælp af Symmetrien klare sig betydelig simplere. Tvær- 
snittet ved Α kan kun være paavirket af en Normalkraft og et 
Moment; thi hvis der optraadte en Forskydning, kunde denne 
sammensættes med Normalkraften til en mod Snittet skraat 
rettet Resultant, og en saadan kan ifølge Symmetrien ikke 
forekomme. Normalkraften ved A ses endvidere umiddelbart 
at maatte være i Ρ. Der bliver saaledes kun den ene ubekendte, 
Momentet X ved Α, tilbage, og til Bestemmelse heraf har man, 
at Ap -- 0, som ovenfor forklaret. Ved Beregningen af 4φι 
behøver man kun at betragte en Kvadrant af Ringen, da 
Tværsnittene ved Α og B paa Grund af Symmetrien maa ved- 
blive at staa vinkelret paa hinanden. 

Inden vi kunne opskrive Betingelsen «φι -- 0, maa vi 
udtrykke Normalkraft og Moment i et vilkaarligt Snit OC 
under Vinklen φ med OA ved φ og X. Man finder ved at 
betragte Stykket af Ringen mellem OA og OC, idet den positive 
Retning for Momentet X er angivet i Figuren (Retningen er 
valgt saaledes, at et positivt Moment søger at krumme Ringen 
stærkere; sammenlign Bemærkningen ovenfor efter Ligning (4): 


Μ - X+4P.r(1—cosæ), N -- iPcosp. 
Ved Indsættelse heraf i (5) faas (med ds = r. dø) Betingelsen: 


π π 
% Pcos φ fg X+4P.r(1 — οὖν φ) 
| BEF WT | "CE TID ED, 


ο 9 


og idet E, F og I antages konstante, findes ved Udførelse af 
Integrationerne: 


x=— —Pr (; 2) P, i, 
2 π π 


Det sidste Led, som hidrører fra Normalkraften, ses at 
være meget lille, idet Inertiradius for Ringens Tværsnit almindelig 
vil være meget lille i Forhold til r. X er altsaa negativ, Tvær- 
snittet ved Α bliver strakt indvendig, trykket udvendig. 

Momentet i et vilkaarligt andet Snit er nu givet ved: 


M = X+1P.r(1— cos φ), 
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hvor sidste Led altid er positivt for Kvadranten AB; Momentet 
ved Α er derfor det største negative Moment, der forekommer, 
og det største positive Moment maa findes ved B, hvor sidste 
Led bliver størst. Momentet ved B bliver tillige det absolut 
største; det er: 


Μας. == (8 k 





Pr PI Pr (1— 5) 
π arF π "SÅ: 
hvor i er Tværsnittets Inertiradius; Normalkraften ved B er Nul. 

Forkortelsen Æd4 af Diameteren gennem Α kan findes ved 
(6), Forlængelsen «άν af Diameteren gennem B ved (7). Hvis 
man ser bort fra de Led, der hidrøre fra Normalkraftens 
Virkning, faas: 


σ 
== Ἅ. rn 
au -- 1.) Heri e0s9) 4, κο φ).γ. dø 
LJ 


ar) Ρις, ο 
μας ο ειδὰ 1— sin ϱ) dø — I Pr VV" εο5φ(1 --- sing) d 
m|2 VW φ) dø — 3 i: φί φ) "| 





Επ 2 
Paa samme Maade findes: (9). 
PRC 2 ) 
SEE τει G NE ZA 


Dette Exempel finder Anvendelse ved Beregning af Spæn- 
deringe for krydsende Rundjærnsdiagonaler, af Rør, der paa- 
virkes til Tryk i diametralt modsatte Punkter, cirkulære Kæde 
led ο. I. For ovale (elliptiske) Kædeled udføres Beregningen 
paa samme Maade, men man støder her paa elliptiske Inte- 
graler, saa man maa ty til Rækkeudvikling eller grafisk Inte- 
gration. 

De fleste Forsøg over krumme Bjælker ere udførte med 
Ringe som den her behandlede, men rigtignok i Almindelighed 
med Materialer, der ikke følge Hooke's Lov, saa man kan 
ikke vente, at Forsøgsresultaterne skulle stemme absolut med 
Beregningen, eller at man deraf skal kunne drage nogen bestemt 
Slutning om, hvilken af de to Beregningsmethoder der er den 
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igtige. Bach+) har anstillet nogle Forsøg med Støbejærns- 
inge, for hvilke den ydre Diameter var omtrent 1055", Længden 
Frembringerretningen, 6%, Godstykkelsen 1,3—1,6'". I neden- 
staaende Tabel er anført de Værdier af Spændingen i Brud- 
sjeblikket, som Bach har beregnet under Forudsætning af, at 
Tværsnittene holde sig plane, endvidere de Værdier, der findes 
ved Ligning (8) og (3), og endelig de Værdier, man skulde 
have ventet som Brudbelastning, hvis Theorien var exact; 
disse sidste Tal ere fundne ved at multiplicere Brudgrænsen 
for Træk med 1,75 eller 1,5, eftersom ' Støbeskallen var bort- 
taget eller ikke (rektangulært Tværsnit, sammenlign $ 53): 








| ως] 





Ἰ Brud- 


























| | Heregaet Brud- | 
| | tykkelse | ον sg ED El spændingen 
| skulde være: 
| | || Bach z 
| cm. | cm. | le og Hay | … kg./cm. ο 
i Ἱ É 
Med Støbeskal | 425 | 1,50 3657 3220 | 2370 
> > | 4,28 1,50 3685 3250 > 
» > | 4,24 | 155 | 3269 2930 | 3 
| | | 
| | 
Uden Støbeskal 484 | 1,39 3498 3120 2760 
. , 4,34 | 1,35 | 3695 3300 > 
ορ με | ο ανα 5 en sene 
μα μις ολοι ον ο Βλ] SEE SE 
Med Støbeskal | 426 fh 156 | 3135 2760 | 2520 
> » 425 | 1,55 | 3156 2790 | . 
| | 
i πι με ασ Έσω ES .'. . 
Uden Støbeskal 4,37 | 1,32 | 3508 3170 | 9940 
> > 4,36 | 1,31 | 3759 3370 | . 
il i 








Ingen af Tallene passe videre godt, men de efter Ligning 
(8) og (3) beregnede ere dog aabenbart en Del rigtigere end 


de af Bach beregnede. 


Der synes herefter absolut ingen Grund 


at være til at foretrække den langt besværligere Beregning 
med de plane Tværsnit som Udgangspunkt ++). 


%) Elasticitåt und Festigkeit, 2te Aufl. S. 340 0. f. 
50) I den nyeste Udgave af >»Elasticitåt und Festigkeit« (3te ΑΠ. Berlin, 1898, 
5, 470 ο. f.) forsvarer Bach paa det kraftigste Beregningsmaaden med 
de plane Tværsnit som Udgangspunkt og anfører ogsaa nogle nye For- 


| 


5 70. 432 


Fåppl anfører %) tre Forsøg med Lerrør af 13%” ydre 
Diameter, 16—177-=. Godstykkelse; de to af Rørene belastedes 
ved et Tryk i diametralt modsatte Punkter, og der maaltes 
nogle sammenhørende Værdier af Kraften og Forøgelsen af 
den vandrette Diameter samt Brudbelastningen, og heraf 
beregnedes ved (9) Elasticitetskoefficienten og ved (8) Brud- 
spændingen; det tredie Rør belastedes som en almindelig Bjælke 
med to Understøtninger med en Enkeltkraft i Midten, og ogsaa 
her beregnedes E og Brudspændingen. Resultaterne stemme 
meget godt med hinanden; de ere: | 





E Brud- 


” spænding 
kg./cm,? kg./cm.? 
Βε]αφίοί som Ring | 186300 | 168,7 
᾽ » ag | 205400 | 165,1 
|| 
{ 


» »… Bjælke 201900 


Exempel 2. En parabolsk Bue støtter ved Enderne mod to 
faste Charnierer og bærer en ensformig Belastning p pr. Længde- 
enhed. (Fig. 189, Pl. 21). 

Hver af de to Reaktioner kan opløses i en lodret og en 
vandret Komposant; den lodrette er paa Grund af Symmetrien 
lig $pl, de vandrette ere lige store, men kunne ikke bestem- 
mes ved de statiske Ligevægtshbetingelser alene, Denne ube 
kendte vandrette Kraft kaldes H; til dens Bestemmelse benyt- 
tes den Betingelse, at Afstanden / mellem de to Charnierer er 
uforanderlig, altsaa [Ligning (6)) : 41 -- 0. 

søg med meget skarpt krummede Stænger (r = Τοπ, Godstykkelsen 

= 8οπ) af Støbejærn; for disse beregner han, ligesom det ovenfor er 

gjort, Brudspændingen efter begge Methoder og finder efter sin egen 

Beregningsmaade ca. 20/0 for store Værdier, under Forudsætning οἱ 

retlinet Spændingsfordeling ca. 30%o for smaa Værdier. Ingen af Me 

thoderne synes herefter særlig korrekt, men det er ganske vist eu 

Ulempe ved den, der gaar ud fra retlinet Spændingsfordeling, at den 

fører til Resultater, der ligge paa den usikre Side. Imidlertid kan 

Spørgsmaalet aldrig afgøres ved Forsøg med Støbejærn, og man maa 

afvente Meddelelser om Fåppr's Forsøg. Det er naturligvis kun for 

meget skarpe Krumninger, at Spørgsmaalet overhovedet har Betyduing 
5) Centralbl. d, Bauverwaltung, 1896, 5. 490, 
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Der lægges et Koordinatsystem med Begyndelsespunkt i Α 
»g æ-Axen gennem B. I det vilkaarlige Punkt (æ, y) er Μο- 
mentet: 


M = H.y-— I p(lu—x'), 


idet et positivt Moment skal frembringe en Forøgelse af Krum- 
ningen. Ved Projektion paa Tangenten i (α, ϱ), der danner 
Vinklen φ med den vandrette, findes Normalkraften: 


Ν = — Hcosp —p(jl—x), 


og ved Indsættelse heraf i (6) findes Ligningen til Bestemmelse 
af H. Naar vi foreløbig se bort fra de to første Led i (6), der 
hidrøre fra Normalkraften og have langt mindre Betydning 
end sidste Led, faas, idet Tværsnittet af Buen er konstant, og 
idet μι, Ordinaten til B, er Nul: 


Kl Hy + 4p(iv— at) y] ds -- 0. 


Buens Midtlinie har Ligningen: 
4 
gr i (lv — x), 


og ved Hjælp heraf faas: 


kær. (10). 


Ved Benyttelse heraf og af Parablens Ligning findes Mo- 
mentet i det vilkaarlige Punkt at være: 


på 
M = H.y—p(læx— αἲ) --- ην δν == 0, 


Buen er altsaa kun paavirket til direkte Sammentrykning 
af Normalkraften. Dette Resultat er ikke saa mærkeligt, da 
Parablen, som bekendt, er Ligevægtsform for en Bue eller 
Kæde med ensformig Belastning, og vi have i Virkeligheden 
ogsaa tidligere (S. 16) fundet det samme Udtryk for den vand- 
rette Komposant af Trykket i Buen som her. 

Α. Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslære, 28 
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Resultatet forudsætter imidlertid, at Buen: er usammen- 
trykkelig, idet vi have set bort fra Normalkraftens Virkning. 
Naar Buen derimod virkelig trykkes noget sammen, vil. deraf 
følge en lille Nedbøjning i lodret Retning; Midtlinien følger da 
ikke mere nøjagtigt den parabolske Ligevægtsform, og der maa 
altsaa fremkomme smaa bøjende Momenter. Dette viser sig 
ogsaa, naar de to første Led i (6) medtages; man finder da: 


ER RR I ce 
H [fb y'ds + F ἔ cospdt — —; Å νο φαφ] 
Pl δις rd ..- I ο κ. - ᾿ 
im fg νά αι 2) de + ρα 1— α) udg. 
- De to sidste Led paa højre Side forsvinde paa Grund af 


Symmetrien; sidste Led paa venstre Side kan ved delvis Inte- 
gration omskrives til 


I SAP 
ο Å sin φαι; 


hvis man har at gøre med en flad Bue, kan sin uden 
væsentlig Fejl sættes lig Nul, cosp -- 1, ds = dæ, og man 
finder da: 


2 I ] pl? V 
2 == 2 
H|[V var + ο. Bf" da, 
og idet man ved Hjælp. af Parablens Ligning har: 


τα 
Fo ødr -- sl. f, 
9 

faas endelig: 


på 1 
Η- 8 η δα) (11). 
δη 


hvor i betegner Inertiradius af Buens Tværsnit; den sidste 
Brøk vil i Almindelighed være temmelig lille. 

Opgaver som de her i Exemplerne behandlede løses imid- 
lertid lettere paa anden Maade, — ved Benyttelse af Systemets 
Deformationsarbejde, — saa vi skulle ikke komme nærmere 
ind paa dem her. 


Opg. 45. Et cirkulært Rør er udvendig fra to diametralt modsatte 
Sider paavirket af et ensformig fordelt Tryk (ensformig fordelt over Diame- 
tralplanen). Find største Paavirkning af Materialet. 
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& 71. Plane Plader, paavirkede til Bøjning. Vi 
skulle ikke her indlade os paa nogen fuldstændig Behandling af 
dette Spørgsmaal, men kun for at give et Begreb om Fremgangs- 
maaden gennemføre Beregningen i det simpleste Tilfælde: en 
cirkulær, tynd Plade, der er understøttet langs sin Periferi og 
ensformig belastet med p pr. Arealenhed,%) 

Idet Pladen antages vandret, vil der' være Symmetri om 
en hvilkensomhelst lodret Diametralplan; Pladen vil bøje sig 
ned, saa -Midtersnittet formes efter en Omdrejningsflade. 1 
Meridiansnittene vil der paa Grund af Symmetrien ingen For- 
skydningsspændinger optræde, og Normalspændingerne maa 
i samme Afstand fra Centrum være de samme i alle Meri- 
diansnit. Naar vi betragte et Element af Pladen, begrænset 
af to konsekutive Meridiansnit og to konsekutive Cylinder- 
flader med den lodrette gennem Pladens Centrum som Axe 
(Fig. 190, Pl. 21), vil der herpaa virke følgende Kræfter: paa 
Overfladen Belastningen p, paa Cylinderfladerne lodrette For- 
skydninger T og T + dT samt Normalspændinger σ, og σ, + dø, 
(i radial Retning), paa Meridiansnittene kun Normalspændin- 
ger σι (i tangentiel Retning), og disse Kræfter skulle holde 
hinanden i Ligevægt. 

Ved Projektion paa vandrette Linier i Retning af Tangenten 
eller Radius findes, at Kræfterne 6,.dF og ligesaa Kræfterne 
σ,. dF maa danne Kraftpar; disse Kraftpars Momenter pr. Længde- 
enhed af Snittene ville vi kalde 4 og µ;. Ved Projektion paa 
en lodret Linie faas en Relation mellem Belastningen p og 
Forskydningsspændingerne. Belastningen paa den Del af Pla- 
den, der ligger indenfor'en Cirkel med Radius r, er ρ.πτ', og 
dette maa være Størrelsen af hele Forskydningen paa det cylin- 
driske Snit med Radius r; paa den Del af den indvendige Cy- 
linderflade, der hører til det i Fig. 190 betragtede Element, vir- 
ker der altsaa ialt en Forskydning. 


Τ --- Se p.ar — Ii pr. dy. 
Vi skulle dernæst benytte, at Momenterne med Hensyn til 
tre vilkaarlige Axer skulle være Nul. Med Hensyn til en lod- 


+) Behandlingen er taget efter: Fåppl: Festigkeitslehre; 1897, S. 253 ο. f., 
og Flamant: Résistance des matériauæ, 1886, S, 535 ο, f. 


28% 


8 71. 436 


ret Αχο gennem det betragtede Elements Midtpunkt forsvinde 
alle Kræfternes Momenter af sig selv, med Hensyn til en vand- 
ret Axe gennem Elementets Midtpunkt og i Retning af Radius 
forsvinde de ligeledes paa Grund af Symmetrien. Tilbage 
bliver der kun at opstille Momentligningen om en vandret Axe 
vinkelret paa Meridianplanen, f. Ex. AA (Fig. 190), beliggende 
i Tangentplanen til (den indvendige Cylinderflade. 

Kraften T”s Moment er Nul; Momentet af Kraften T — dT i 
den udvendige Cylinderflade er, idet Produktet dT'. dr er for- 
svindende: 

T.dr = åpr?. dr. dy. 

Kræfterne 6ø,dF paa den indvendige Cylinderflade danne, 
som ovenfor vist, et Kraftpar med Moment µ;.ταψ, og da 
Kraftparrets Axe netop er en Linie som AA, bliver disse Kræf- 
ters Bidrag til Momentsummen — 4,.r.dø (negativt, naar 
Momentet af T + dT er positivt, idet vi regne u, positivt, hvis 
der bevirkes Tryk i de øverste, Træk i de nederste Fibre i Pla- 
den). Normalkræfterne paa den udvendige Cylinderflade levere 
Bidraget: (4, + du,) (r + dr) dø. Endelig have vi Kræfterne 
σι. αξ, som ligeledes regnes positive, hvis de bevirke Tryk 
foroven i Pladen. For hver af Meridianplanerne danne de et 
Kraftpar med Moment 4.dr, og hvis Axer ere vandrette 
Linier i Meridianplanerne, og de kunne sammensættes til et 
resulterende Kraftpar, hvis Axe har Retningen AA, og hvis 
Moment er: 


24. dr.sin ide — µι. dr. db; 


i Momentligningen indgaar dette, som man let ser, med nega- 
tivt Fortegn. 
Belastningen paa Elementets Overflade er 


p.rdrdv; 


dens Moment faas ved Multiplikation med idr og er altsaa 
forsvindende (Leddene i Momentligningen ere uendelig smaa 
af 2den Orden). 

Momentligningen for Axen AA er nu; 


åpr?.dr.dk — μ;.τ.αψ + (4, + ἆμν) (r + dr) dw — 44. αγ. ἂψ =0, 
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eller med Bortkastelse af du,.dr og Bortdivision af dø: 
du, 
μι --- åpr + με Ἐν. GET (12). 


Vi skulle nu have fat paa en Relation mellem ΕΟΓΠΙΓΟΓ- 
andringerne og Spændingerne og derigennem et Udtryk for 
κι og µι  Angaaende Formforandringerne forudsættes det, at 
Punkter, der oprindelig laa paa en lodret Linie, efter Nedbøj- 
mingen endnu ligge paa en ret Linie. Dette er det samme 
som at forudsætte, at de oprindelige Cylinderflader, som vi 
have talt om ovenfor, gaa over til at blive Kegleflader- med 
'Toppunkter paa den lodrette gennem Pladens Centrum, og at 
Punkter, der oprindelig laa i en Meridianplan, vedblive at 
ligge i denne. Det ovenfor betragtede Element af Pladen 
deformeres altsaa som vist i Fig. 191, Pl. 21; den neutrale 
Flade αυδιω, hvori alle Længder blive uforandrede, ligger midt 
i Pladen. 

Vi betragte et Lag Fibre i Afstanden 2 under den neutrale 
Flade og søge et Udtryk for Forlængelserne pr. Længdeenhed 
af Linierne ab og ac. Den indvendige Kegleflade (oprindelig 
en Cylinderflade) har Toppunktsvinklen 2α. ab er en Cirkel- 
bue, hvis Radius oprindelig var 7, men nu er bleven r + «. 7. 
(Formforandringen forudsættes som sædvanlig saa lille, at α og 
tg a eller sin & kunne erstatte hinanden). Elementet ab, hvis 
oprindelige Længde var r. dt, har derfor faaet Længdetilvæxten 
az.dø; Forlængelsen pr. Længdeenhed i tangentiel Retning er 
altsaa: 





== --- να. (13) 


Linien ac, hvis oprindelige Længde var dr, har faaet Længde- 
tilvæxten z.da; altsaa er Forlængelsen pr. Længdeenhed i 
radial Retning: 
παρ 
πο αν 
Naar vi nu af & og &, skulle danne Udtryk for Spæn- 
dingerne σι og 6,, maa det erindres, at Spændinger og Form- 
forandringer ikke ere proportionale, naar der virker Kræfter i 
forskellige Retninger (5 17, S. 51); man har derimod: 


(14) 


1 1 1 1 
ει, -- Ἔίσι σ/), 8 Ἔ- FU — τη σὺ, 


87ι. 408 
og ved" Opløsning heraf findes: 
mE i mE 
σ”-- πι -Ἱ (πιει + &,), 6, = ος H (me, + &;). 
Naar Udtrykkene (13) og (14) for ει og εν indføres heri, faas: 
mE α Se) 
== RET επι ς + 9); 


6, -- mE am. + 5). 


πι" —1 


(15) 





Naar z regnes positiv nedad, faas altsaa Trækspændinger 
da is 
forneden, naar α og ar ere Positive, 


Vi skulle nu danne Udtryk for µι og ur. 444 betegner 
Momentet af Kræfterne ø;,dF med Hensyn til Axen ac for en 
Længdeenhed af Linien aa, altsaa haves, idet Arealelementet 
dF = 1.dz; 


x C+ 2 
μι == før. zdF τε Eg (m. Se + Sk) ἳ i σας, 


mE hå α da : 
Μο σας Τη (m. TF ας) (16). 


tr betegner Momentet af Kræfterne 6,.dF med Hensyn 
til Axen ab, for en Længdeenhed af denne Linie, og. idet 
ligeledes her dF = 1. dz, faas: 


3 mE så x 
tr == | 0,. σα -- re—1" 3 (mg dr al -- >): (17) 


hvoraf endvidere. udledes: 
αμ. mE h? ( d?a 1 da <) 
TE ποτ VE τω eN vd 
Ved Benyttelse af (16), (17) og (18) bliver (12) til: 


mE h α Ål 
142 μας 





eller: 


Sættes for Kortheds Skyld: 


 6(mt—1 ' 
ον τμ ρ-- Ν 


bliver Differentialligningen; i 
d?a da 
αλα το, » mm 
aber ντο a+ Nr θ. .ν 


De tre første Led heri [παν ved. Diflerentiation af: 


hvorfor Ligningen kan skrives: 
da 
α. (κα — ar) + Nridr = 0, 
hvoraf ved Integration: 
r(r fe α) ANE + Gi -Ὁ, 


og idet endvidere: 





findes: 


+ 1 Nr? — 


Lader man i næstsidste Led 2-Tallet indgaa i Konstanten; 
haves endelig: 


am IN + 4 0. r. (19). 
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Til Bestemmelse af Konstanterne har man for det første, 
at Tangentplanen til den neutrale Flade maa være vandret i 
Centrum, altsaa a —0 her; r = 0, a = 0 giver Οι = 0. Den 
anden Betingelse maa hentes fra Understøtningsmaaden; hvis 
Pladen er indspændt langs Kanten (7 — τι), maa her α = 0: 
hvis Pladen er simpelt understøttet langs Kanten og ikke for- 
længet ud over denne, maa r — γι give 0, = 0. 

Vi ville først tænke os Pladen indspændt langs Randen. 
Idet r = τι skal give a = 0, [πας Ον = INr”; Ligning (19) 
er nu: 

a -- — IN + 4Nrr = iNr(r — τῇ). (20) 


Herved kunne &, og εν [(13) og (14) udtrykkes ved z, r og 
de givne Størrelser γι og Ny; man finder: 


ει, = 1N2r;? — 1"), & == iNar? — år”). 


I Midten af Pladen (7 = 0) blive de naturligvis lige 
store, ει -- & — iNzr;", De aftage begge med voxende r; for 
r =r, bliver ει -- 0, ε, = —1Nzr,, hvilket er den numerisk 
største Værdi af Forlængelsen, der forekommer. Idet ει og 
&, ere de virkelige Forlængelser pr. Længdeenhed under Hensyn 
til Kræfterne baade i r- og t-Retningen (de maa altsaa sammen- 
lignes med Størrelserne &, & i $ 17), bliver den ideelle Spæn- 
ding lig max. &,.E eller max. &.£, altsaa faas her den absolut 
største ideelle Spænding (med z = +R): 

max. 6; =— jENh. rå, 
og ved Indsættelse af Ns Værdi: 
m!' — 1 rå 
πᾶ 


Sættes πι -- 4, faas til Bestemmelse af Dimensionerne, at 


max.0; — å. 


rå 
max. 0; — 0,7.p. ki (21) 


ikke maa overskride den tilladelige Paavirkning. γι er Pladens 
ydre Radius, h Tykkelsen. (21) viser, at Spændingen er propor- 
tional med 77; , p, d. v. s. med den totale Belastning paa Pladen; 
sættes denne lig Q, faas: 

max. 6, -- ϐ. S;; 
saa max. σι er uafhængig af Radius. 
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Vil man beregne Nedbøjningerne, har man hertil, at α er 
Vinklen mellem Tangenten til Meridiankurven for den neu- 
trale Flade og den vandrette; kaldes Nedbøjningen i Afstanden 
r fra Centrum y, haves altsaa 


— Ξ (ga = a = iNr(r,;? — r"). 


Integrerer man og bestemmer Konstanten saaledes, at 
y — 0 for r = τι, findes Meridiankurvens Ligning og deraf 
den største Værdi af y (for r = 0): 





Ymex — 34Nr! — 0,18. Fe. (22) 


Naar Pladen er simpelt understøttet langs Randen og ikke 
forlænget ud over Understøtningen, maa, som ovenfor bemær- 
ket, Konstanten (Ον bestemmes ved Betingelsen σ, = 0 for r 
— Γι. Ifølge Ligning (15) fører dette til, at 


og af (19) med Οι -- 0 findes: 
di 3m 
m FE + é = SENE + Cm — Nr 4", 


altsaa har man: 
2 re + Cs(m +1)—0, 
3m mm + 


ολα. δίπι 1) 


Nr; αλ, 
hvorved (19) bliver til: 


3m + 1 
δίπι + 1) 


Nu bestemmer man ligesom ved den indspændte Plade 
ει og &, og deraf den ideelle Spænding; man finder: 


3m+1 3m + 1 
& =— INz (τς ri --- rn), 8, — åNz ( rå — 3”) ; 


α == — IN2? — Nrår. (23) 
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»I Midten er ει — ε,, og her findes tillige de største Værdier; 
den. største ideelle Spænding bliver: 





og ved Indførelse af N's Værdi og med πι = 4: 


3(m? —1)(3m +41) τὰ γιὰ 
Αι η δη 081.ρ.η. (24). 


Differentialligningen for den neutrale Flades Meridiankurve 
er som ovenfor: 





σιεηπς 


dy 

dr 
hvor α tages fra (23). Ved Integration og Bestemmelse af Kon- 
stanten, saaledes at r = γι giver y = 0, findes Nedbøjningen 
i Midten (med πι --- 4): 


— ἴφα = α, 





ο — 1 5m —+1 Er LØ 
mn JS rr == 
Ymax. τα” SEN .Ρ. μι 0,74. É -- (25) 





Hvis en cirkulær Plade er belastet med en Enkeltkraft i 
Midten, kan Beregningen gennemføres paa ganske lignende 
Maade; man faar blot et andet Udtryk før Forskydningen Τ. 
For ikke at blive for vidtløftige skulle vi kun efter Føppl an- 
føre Resultaterne. For "Nedbøjningen i - Midten" finder man, 
naar Pladen er indspændt langs Randen (med m — 4): 


Ρ, γι 


E. hk Rå? (26) 


sg - 0,29. 


naar Pladen er simpelt understøttet: 


Unix. —" 0,58 > (27). 


E. jr” 

Hvis Kraften virkelig angriber i et" mathematisk Punkt, 
bliver Spændingen her uendelig stor. Imidlertid maa Kraftens 
Virkning naturligvis. altid overføres til en Flade af endelig 
Størrelse; antages det, at P virker som en ensformig fordelt 
Belastning paa en Cirkel med Radius. a, faas for en Plade, 
der er indspændt langs Randen: αν. | 

Ρ Γ 


σι = 0,45 FE" > bre 68 
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hvor I. betegner den naturlige Logarithme; for a = 0,1.r 
giver dette: 


σι = ca. 1,0. 


το 
for α Ξ- 0,01.r: 
i Ρ 
σι — ca. 20. π. 
Ved Randen Ἰανος:. 
P 
σε — 0,45 hk” 


der er ganske uafhængig af Pladens Størrelse. 

For elliptiske, kvadratiske eller rektangulære Plader er 
Beregningen langt vanskeligere; vi skulle derfor nøjes med 
nedenfor at anføre nogle halvt empiriske Formler for disse 
Tilfælde. i Ἰ 

De ovenfor udviklede, mathematisk korrekte Formlers 
Anvendelighed er naturligvis bunden til de gjorte Forudsæt- 
ninger, navnlig angaaende Understøtningens Beskaflenhed. 
Der er foretaget adskillige Forsøg med saadanne Plader, og 
naar de maalte Nedbøjninger have vist sig ikke at stemme 
særlig godt med de beregnede, maa Grunden vistnok navnlig 
søges i, at den anvendte Understøtningsmaade hverken har 
været en fuldstændig Indspænding eller en fuldkommen simpel 
Understøtning. ας 

Da Forholdet imidlertid er det, at de nævnte theoretiske 
Understøtningsmaader heller ikke forekomme nøjagtigt, hvor 
plane Plader anvendes i Praxis, skal her anføres Resultaterne 
af Bach's Undersøgelser”), hvorved man faar et ganske godt 
Begreb. om, hvorledes Formlernes Koefficienter variere med 
Understøtningsmaaden. I det følgende betegner + i 


h Pladens Tykkelse, 

P en ensformig fordelt Belastning over hele Pladen, 
P. en Enkeltkraft i Midten, 

µ, ψ Koefficienter, hvis Værdier udledes af Forsøgene, 
σι den tilladelige Paavirkning, 

f… Nedbøjningen-i Midten. 


+) Elasticitåt und Festigkeit, 3te Aufl. 1898, S. 535 ο. f. 
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Bach angiver da for cirkulære Plader med Radius r, ens 
formig Belastning: i 


mp. p, un —= 0,8—12; | | 
(29) 
pr' ; ! | 
f — bkg V — 0,716 — 06: 

de lavere Værdier gælde, naar Understøtningen nærmer sig til 
en Indspænding, de højere, naar den nærmer sig til en fuld- 
kommen simpel Understøtning. | 

Cirkulære Plader, Enkeltkraft i Midten, fordelt over en lille 
Cirkel med Radius Γο: 


BEDE RES 


Pr (30). 
f -ϕ ο F= 04—05; | 


Værdierne af u og w gælde for simpel Understøtning og 
for το lille («0.1 . η), for større Værdier af r, aftage Koeffi- | 
cienterne, w hurtigere end 4. | 
Elliptiske Plader med Halvaxerne a og b (a > b), ensformig | 
Belastning. 
1 b! 


00 μι ge) fm 0667—1,12. — (31) 
1+(3) 


a 


Elliptiske Plader som ovenfor, Enkeltkraft i Midten: 
bW bY 
ορ 
br by be ak 
3+2(2) + 3(7) 


Kvadratiske Plader, Sidelængde a, ensformig Belastning: 


=— 1,5 — 1,67.(32) 








σης 


2 ͵ 
σι -- ἐμ. δε P> u=0,75—1,12. (33) 
Kvadratiske Plader som ovenfor, Enkeltkraft i Midten: 


P 
σι -- iu. fa, µμ- 1,75 — 2,0. (34) 
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Rektangulære Plader, Sidelængder α og b(a> b), ensformig 
Belastning: 


1 b? 
σι == ål + τι" τρ. (35) 
1+() 
Rektangulære Plader, som ovenfor, Enkeltkraft i Midten: 
1 P 
μα 


I Mangel af en ved Forsøg bestemt Værdi af µ for τεκἰ- 
angulære Plader kan man vel foreløbig bruge de for kvadra- 
tiske Plader angivne. 


& 72. Plane Plader, paavirkede til Bøjning og 
Træk. I den foregaaende & er der ikke i Beregningerne taget 
Hensyn til den Mulighed, at der langs Randen af Pladen kan 
virke et radialt Træk, der modarbejder Bøjningen; i Bach's 
empiriske Formler refererer Koefficienten w's Variation med 
Understøtningsmaaden sig i Virkeligheden for en stor Del til 
det Træk, der nødvendigvis i de fleste Tilfælde maa frem- 
komme, saaledes som Understøtningen praktisk udføres. Her 
skal det vises, hvorledes man, ialt Fald tilnærmelsesvis, kan 
indføre dette Træk i Beregningen, naar Pladen langs Kanten 
er saa sikkert befæstet, at man virkelig tør regne dermed 3). 

Vi begynde med at undersøge en rektangulær plan Plade, 
der kun er understøttet langs sine to Kanter, altsaa virker som 
en Bjælke. For en saadan Plade kunne de sædvanlige Form- 
ler for Bøjning og Træk anvendes; naar Pladen imidlertid 
antages meget bred, maa man dog helst indføre en lille Modi- 
fikation af Formlerne. Disse ere nemlig udledede under den 
Forudsætning, at Materialet, hvis det f. Ex. er paavirket til 
Træk, frit kan trække sig sammen i Tværretningen, men den 
Forudsætning holder aabenbart ikke ganske Stik her. Hvis 
en bred Plade er paavirket af et ensformigt over Bredden for- 
delt Træk, og vi antage, at der slet ikke kan foregaa nogen 


3) Efter Forchheimer: Die Berechnung ebener und gekriimmter Behålter- 
båden, Zeitschr. f. Bauwesen, 1894. Ogsaa som Særtryk, Berlin, 1894. 
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Kontraktion i Retning af Bredden, vil dette for en smal Strim- 
mel af Pladen være ensbetydende med, at der virker et Træk 
ogsaa i Tværretningen, netop stort nok til at hindre Kontrak- 
tionen. Naar den omtalte Strimmel er-paavirket af en Spæn- 
ging 6 i Længderetningen, maa der, for at ophæve Kontrak- 


tionen, i Tværretningen virke en Spænding i σ, og sidst- 


nævnte Spænding maa formindske Forlængelsen i Længderet- 
ningen. I Stedet for en Forlængelse ε = 6: E faar man kun: 


1 
σ 1 πι σ 5) σ 
ERE Ek] 
hvor 
Ε -- τν είι-- 2 
πω πι 
ας 


hvis man altsaa af en given Forlængelse ε vil beregne den 
tilsvarende Spænding σ eller omvendt efter de sædvanlige 
Formler, maa man bruge Værdien E' af Elasticitetskoefficien- 
fen. Ganske det samme gælder for Bøjning; ved Beregning af 
Nedbøjningen skal bruges Elasticitetskoefficienten E". 

For den omtalte Plade, der er simpelt understøttet langs 
to Kanter og paavirket til Bøjning af en given Belastning, 
kunde man nu direkte anvende Ligning (37) i 566. hvis man 
blot kendte den Kraft, der virker til direkte Træk. Pladen 
paavirkes imidlertid slet ikke til Træk af nogen given Kraft; 
Trækket fremkommer kun derved, at Pladen for at kunne 
bøje sig ned maa antage en lidt større Længde, idet der ikke 
kan finde nogen Glidning Sted ved Understøtningerne; Træk- 
kets Størrelse svarer altsaa til en Forlængelse, der er lig Dif- 
ferensen mellem Buelængde og Korde for den neutrale Linie. 
En exact Lesning af Opgaven er meget besværlig, saa vi skulle 
her nøjes med en Tilnærmelse. 

Naar Pladen har bøjet sig noget ned, kan man tænke sig. 
at den bærer en Del af Belastningen, idet den virker som 
Bjælke, en Del, idet den virker som Kæde. Belastningen an- 
lages ensformig fordelt, p pr. Arealenhed; Brøkdelen &.p bæres 
af Bjælken, 1—a .p af Kæden; Afstanden mellem Under- 
støtningerne er ἐς Pladens Tykkelse h, og vi betragte en Strimmel 
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med Bredde 1. Neédbøjningen af Bjælken i Midten er (6 28): 
we 5. ap ὅ αρ. ο 
f>— 38 ΕΤ 32 E. Re (87% 


Horizontalkomposanten S$ af Spændingen i en Kæde med 
Belastning (1 — 4). p- pr. Længdeenhed og med Pilhøjde f er 
[se 5. 16 eller 5 70, Ligning (10): 





(1—a). på? 
δα περ. | (38). 


Endvidere er: 


δ-- "τή. Ε' 
hvor s— I betegner Differensen mellem Buelængde og Κοτάο, 
h den betragtede Strimmels Tværsnit. Differensen s—/ kan 
nøjagtigt nok findes ved at betragte Buen som en Parabel, i 
hvilket Tilfælde man har”): 


8 f" 
ο JERERR πο σος 
altsaa: 
μμ μι 
S= 7" ο... (99). 


Af de tre Ligninger (97), (38) og (39) kunne α og f elimi- 
neres, hvorefter $ kan bestemmes. (37) og (38) give: 


sært 4 ER 
TØRRE ER 5) 


og ved Kombination heraf med (39) faas: 


PRT — AP. (40). 


3) Parablens Ligning, med Begyndelsespunkt i Toppunktet, er: 


oe RE 
v= mæ, 


ει. Vee τα κ πε αλ dæ, 


og ved Rækkeudvikling, idet kun de to første Led medtages: 
s=1+$". αν 


hvoraf: 


8 72, | 448 


Heraf finder man lettest f ved at prøve sig frem, hvorefter 
a beregnes af (37), 5 af (38); og nu bestemmes endelig største 
Spænding ved at addere den direkte Trækspænding S: h til 
Spændingen fra Momentet gø 1”, altsaa: 


3 αρίι 
Om -- αν ο. (41). 


Man skal her naturligvis ikke bruge Ligning (37) i & 66, 
da 5 netop er bestemt ved Hjælp af Nedbøjningen. 

Exempel. En 1%- tyk Jærnplade er understøttet langs 
sine to Kanter i 1” Afstand og paavirket af et Tryk paa 
0,2 kg./cm., 

Idet E' sættes lig 2200000 kg./cm.2, bliver (40) til: 


f:+0,3f = 0,426, 


hvoraf f = 0,621. (37) giver nu a = 0,437 og (38) endelig 
S -- 227 kg. Største Spænding er: 


227 FÅ ὃ 0,437.0,2. 1003 
1 4 B 





— 227 + 656 = 883 kg./cm.? 


Paa ganske analog Maade løses Ovgaven, naar der er 
Tale omen cirkulær Plade, der understøttes langs hele Omkredsen 
og er ensformig belastet med p pr. Arealenhed. Den neutrale 
Flade for Pladen efter Nedbøjningen kan tilnærmelsesvis 
betragtes som et Stykke af en Kugleflade, og i en saadan, der 
normalt paa sin Overflade er paavirket af et er bå re Ατεα]- 


enhed, hersker der i alle Retninger Spændingen 7 hvor Γο 


GE i 
betegner Kuglens Radius, h Pladetykkelsen 3). 
Man tænker sig nu ligesom ovenfor, at Brøkdelen α. ρ af 


Belastningen virker til Bøjning, Resten, (1--α)ρ, til direkte 


5) Man indser let, at Kuglefladen maa være Ligevægtsform for den nævnte 
Belastning, og at Spændingerne i alle Punkter maa være lige store. 
Naar man lægger et Diametralsnit i en hel Kugle, der indvendig er 


paavirket af Trykket g, maa Trykket paa Diametralplanen holde Lige 
vægt mod Spændingerne i hele Snittet, altsaa: 


IT, 
9.%r; = 2%r,.h.0, == 
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Træk efter Formlen ovenfor. Efter Formel (25) i forrige 
Paragraf har man da, idet γι er Pladens Radius: 


ο αργί 
f= οτά. ρα: (42). 





Idet man endvidere nøjagtigt nok kan sætte Kuglefladens 
2 
Radius το -- ap” har man for den direkte Trækspænding i 


Kuglen: . 
ο-- == pr : (43). 


Differensen mellem Buelængde og Korde for et Diametral- 
snit i den bøjede Plade kan ligesom ovenfor regnes til: 


ARE κ FO Ulam 3 nm" 
Naar man betragter en Strimmel af Bredde 1 langs en 
Diameter i Pladen, faar den en Forlængelse pr. Længdeenhed 


i begge Retninger; dertil maa svare en Spænding 6 i 


s—2r, . 








2Γι 
Strimlens Længderetning, givet ved 

ασ ο σα ο δ----2Γι 

Ε πι. Ε 2» ” 
altsaa: 

E 2…f! 
μα GE 137 Va (44). 
m 


Af Ligningerne (42), (43) og (44) kan a, f og σ bestemmes; 
af de to første findes ved Elimination af α: 


ων VER. 
4hf 2,96. τῇ” 


og ved Kombination heraf med (44), idet m = 4: 
Γ.Γ 0,38 kf — 0,28. bv ; (45). 
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Naar f er bestemt "herved, findes α og σ af ' (42) og (43), 
og nu haves den resulterende Spænding 


σωως. Ξ- 0— 0,91. ap == ; (46). 


hvor sidste Led er taget fra Ligning (24) i forrige Paragraf. 
Den her kun for plane Plader viste Behandlingsmaade kan 
ogsaa anvendes paa oprindelig krumme Fiader — Kugleflader, 
Kegleflader ο. I. — men desangaaende maa en Henvisning til 
Forchheimers ovenfor citerede Arbejde være tilstrækkelig. 
Beregninger som de her meddelte kan der blive Brug for til 
Vandbeholdere ο. l. 


I Fig. 49, 
I Fig. 94, 


TRYKFEIL. 


Linie 10 f. 0.: AD, læs AD. 

—  K8&f.n.: ab, læs ab' 

—  6f.0.: Pl. 2, læs Pl. 2) 

—  K&f.n.: lastingen, læs lastningen. 
— 12 f. 0.: 1'—2', læs 17— 2". 

—  K$&f.o0.: F, læs ΕΙ. 

—  K2f. n.: indeler, læs inddeler. 

—  9f.n.: Iy, læs Iy. 

—  8&8f.n.: ΧΥ, læs ΧΥ'. 

—  6f.0.: 4!, læs λι. 

— 6 f. 0.: Udlryk, læs Udtryk. 

ϊ 1 

- Τ1{. π. GET” læs GET" 

— 10 f. n.: Ro0z2, læs Ro00. 

—  K2f. n.: n, hvor, læs n), hvor. 

—  K2f.0.: E, læs Ει. 

— 18 f. 0.: derover brødes, læs derover, brødes. 
ο 1 5 n.: Wafcrtown, læs Watertown. 
—  K6f.0.: de, læs der. 

— 14 f. οι: 6, læs de. 

Pl. 5, er glemt Bogstavet O ved Midtpunktet. 


Pl. 9, er glemt den vandrette Tyngdepunktsaxe. 
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